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^        X  ' 

rentialqnotient  das  Umgekehrte  (der  reciproke  Werth)  der  Grund- 
Teränderlichen  x  ist,  mancherlei  gegründete  Anstösse  gefunden, 
die  noch  nicht  zur  allseitigen  Zufriedenstellung  behoben  werden 
konnten.  Diese  Befriedigung  mit  treffenden  Gründen  zu  erzielen, 
ist  der-  Zweck  folgender  Abhandking. 


§.1- 

Dieses  Integral,   dessen  üblicher  Ausdruck 


(."■. 


TheU  XX. 


wenn  Ldie  Andeutung  der  natfirlichen  Logarithmen  ist^  zeichnet 
sich  durch  mehrere  auffallende  Eigenheiten  aus. 

1.)    Sein  Integrand,    — ^    bleibt  ungeändert,    wenn   man  die 

Veränderliche,  o;,  durch  eineProportional3,  ax,  ersetzt, 
deren  constanter  Verhältniss-Factor  a  eine  beliebige,  positive  oder 
negative,  reelle  oder  imaginäre  Zahl  ist.  Erlaubt  man  sich. die- 
sen Ersatz  auch  in  dem  Logarithmand  zu  vollbringen,  so  erfolgt 


(2)  y*^  =  ,(a^)+c. 


In  diesen  willkuhrlichen  Faetor,  a,  darf  man  daher  auch  die 
arbiträre    Integrationsconstajnte   C  mit  einbegreifen  ^ ,  folglich    ihn 

durch  Ca' oder  durch  -p   ersetzen  ^   vvodurch  sich  herausstellt 


<3)  /^='(C«a:}=l^. 


Diese  gleichgeltenden  dreierlei  Ausdrücke  sind  weit  allgemeiner 
als  der  ursprüngliche,  veranlassen  aber  den  Anstoss,  dass  sie 
für  negative  und  imaginäre  Logarithmande  imaginär  ausfallen, 
während  doch  der  Integrand  selbst  reell  Ist 

20  Führt  man  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  eine  belie- 
bige Potenz  derselben,  x^,  ein,  deren  Exponent  (n)  was  Immei^ 
für  eine,  positive  oder  negative^  reelle  oder  imaginäre,  ganze»  gei> 
brochene  oder  irrationale  Zahl  sein  mag;  so  wird  das  Integral 
blos  durch  diesen  Exponenten  vervielfacht,  daher  wieder  herge- 
stellt, indem  man  das  entstandene  Integral  durch  jenen  Exponen- 
ten theilt.    Es  ist  nemlich: 


^C^")        r  nx  -^dx  Pdx 

^  J  Ä«  J      X 


daher  umgekehrt 

'.'•"'■■■  \,       ,  •  •   ■  • 

und  wenn  man  diese  Abänderaiij  aueh  in  den  Integralausdrückeb 
(2)  und  (3)  ausführt,  findet  man  noch  allgemeiner 

1 ,  ax^ 


/dx      1  1  1 

—  =  -\(ax^)+C=-\(Cax^)=  -\ 
X       n  ^      '  ■  n    ^         '       n 


C" 


...  .1 


3.  Jeder  Logarithme  ist  bekanntlich  eine  unendlich  vieldeu- 
tige  complexe  (binomiale  imaginäre)  Function,  daher  muss  das 
Toiikommen   allgemeine  Integral    auch   üoendlichvieldeutig 


sein.    Bedient  man  sich  daher  Cauchy's  beBannter  Bezeichnung, 
so  ist  am  allgemeinsten 


(5) 


/?  =  ^K(«-))+C=l,(«^,,=  ll((=^)) . 


4.)  Vebergebt  man  yoo  diesem  unbestimmten  Integral  auf  ein 
bestimmtes  mit  alsebraiscfa  entgegengesetzten  Integration»- 
srensen,  $0  kann  die  Auswerthung  des  letzteren  nicht  so  gerade- 
nin  durch  die  übliche  Einsetzung  dieser  Grenzen  in  das  allge-r 
meine  Integral  vollzogen  werden;  weil  bei  dem  Uebergange  der 
Veränderlichen  x  aus'  dem  Positiven  durch  Null  ins  Negative  der 

l^iff^reiitlaleoefflcient  —  an  dem  Werthe  a:±=0- unstetig 

(unendlich  gross),  das  Integral  selbst  dagegen  für  x=dd  gleich- 
falls unstetig  upd  dann  für  negative  x  imaginär  wird,  wofern 
man  nicht  zum  Exponenten  n  eine  gerade  Anzahl  gewählt  hätte. 


§.2. 

# 

Diese  Wahrnehniungen  haben  zuerst  Canchy  bewogen,  ki 
deinem  ß^sum^  des  legonis  sur  le  calcul  infinitesimal, 
4^.  t.  1./  1823.,  an  mehreren  Stellen,  wie  S.  87.  und  92.,  die 
Matbemafiker  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  das  gewöhn- 
liche Verfahren 

zu  setzen  nur  da,    wo  j;  positiv  ist,    gestattet  sein  könne ^   ^er 
dass  man  nur  so  lange 

(6,  ff=>i 

setzen  dürfe,  alsdieConstante  C  mit o;  gleichstimmig  gewählt  wird. 

Ohne  sich  in  eine  tiefere  Begründung  einzulassen,  setzt  er 
sofort,  auf  S.  104.,  107.  u.  -si.  f.  ^  dort  wo  x  eben  so  wohl  negativ 
ajs  positiv  gedacht  werden  kann. 

Seither  hat  er  in  seinen  analytischen  Arbeiten  überall  die  letztere 
Form  als  die  richtige  beibehalten«  ' 


1* 


$.3. 


Von  Cauchy's  Anhängern  dürfte  wohl  Herr  Professor  Grü- 
ner t  der  Erste  dieser  Ansicht  offen  beigetreten  sein,  indem 
er  in  seinen  ,,£lementen  der  Differential-  und  Integral- 
Rechnung 'S  2.  Thl.,  Leipzig,  1837.  S.  34.,  diesen  Fragepunkt 
folgendermassen  bespricht. 

„Weil  bekanntlich,  wenn  man  unter  der  Voraussetrung,  dass 
JT  reell  ist,  das  obere  odei:  untere  Zeicheni  nimmt,  jenachdem  ^ 
positiv  oder  negativ  ist, 

-  •  ,  * 

ist;  80  ist 

/^=i(±j:)  +  c, 

mit  derselben  Bestimmung  wie  vorher  wegen  des  Zeichens.  Dm 
aber  die  durch  das  doppelte  Zeichen  verursachte  Unbequemlicb- 
keit  zu  vermeiden,  wollen  wir  im  Folgenden,  was  offenbar  ver- 
stattet ist,  immer 


/ 


f=l..x.+  c 


setzen.'* 


Hiergegen  mos«  ich  jedoch  bemerken,    dass  die  bierin  ver- 
steckte successive  Argumentation: 


sei  zunächst 


dann 


endlich 


i(±^ 


=l^(±20». 


=iV^, 


=  ll.A- 


auf  den  Satz: 


5 

y^Potenzining  und  Wurzelziehune  nach  einerlei  Expo« 
nenten,  unmittelbar  nach  einander  ausgeführt,  heben 
sich  auf's 

basirt  ist,  welcher  laut  des  Begriffs  der  Wurzel  zwar  da  streng 
gilt/  wo  einer  Wurzelziehung  die  gleichhohe  Potenzirung  folgt, 
der  aber  unrichtig  wird,    wenn  umgekehrt  einer  Potenzirung  die 

f;Ietchhohe  Wurzelziehung  nachfolgt;    weil  jede  Wurzel  bekannt- 
ich  nicht  blos  eindeutig,  sondern  so  vieldeutig  ist,  als  ihr. Ex- 
ponent zählt. 

Will  man  jedoch  kritisch  vorgehend 

setzen,  so  ist  es  bei  dem  Uebergange  auf  die  Logarithmen  i^lmer 
gestattet,  ohne  weiteres 

ZU  setzen;  weil  ja  aer  vorletzte  Ausdruck  zw  ei  förmig,  der  letzte 
aber  nur  einförmig  ist 

In  seinem  „Leitfaden  für  den  ersten  Unterrieht  in 
der  höheren  Analysis,  Leipzig,  1838.,  S.  158.,  Note'^  wie- 
derholt Herr  Professor  Grunert  anfangs  im  Wesenllichen  das  Obige, 
nur  fust  er,  um  sich  gegen  den  Vorwurf  „einer  unhöthigen  und 
unüberlegten  Neuerung*'  zu  schützen,  noch  folgende  Bemerkun- 
gen bei: 

„Nach  meiner  Ueberzeugung  ist  die  Formel 

dX 


f 


x='^ 


falsch,  und  gilt  blos  in  dem  Falle,  wenn  X  positiv  ist, 
keineswegs  aber  auch  in  dem  Falle,  wenn  X  negativ  ist,  wie 
schon      daraus     unzweideutig     hervorgehen      dürfte,      dass.    für 

ein  negatives  X  bekanntlich  \X  Imaginär,  die  Grui^se  -j^  aber 
reell  ist,  und  doch  wohl  auf  keinen  Fall  das  Integral 
/  -»=-  des  reellen  DiffA*entials  -^  der  imaginären  Grusse  \X 
gleich  sein  kann/' 

Die  hier  in  Frage  gestellten  Behauptungen  hoffe  ich  im  Fol- 
genden (in  §  6.)  gründlich  widerlegt  zu  haben. 


6 


§.4. 

Dieser  Ansicht  scbloss  sich  auch  Herr  Professor  Schl5* 
milch  in  mehreren  seiner  ^geistreichen  und  kritischen  Anfsäizi» 
Hn»  die  er  im  Archiv  veröffentlichte.  Zuvörderst  gehört  hiehet 
eine  Stelle  in  einem  seiner  polemischen  Aufsätze  gegen  Dr.  Bar* 
fuss,  5.  Bd.,  1844.,  8.  388.  Den  daselbst  ausgesprochenen  Anti« 
tithesen  zwischen  dem  Wirklichen  und  algebraisch  Unmöglichen 
kann  ich  jedoch,  als  Mitverfechter  der  —  freilich  noch  wenig 
Gnade  findenden  —  Ansichten  eines  Mourey,  Warren  und 
Gauss  über  die  Realität  der  sogenannten  imaginären  Grössen 
meinen  Beifall  keineswegs  zollen. 

Darauf  gab  er  für  diese  Ansichten  einen  eigenen  Beweis  im 
6.  Bde.,   1845.,  8.  326-328.     Die  Grundlage  desselben  ist  die 

/tt  ^x 
— ,  wenn  x  in  — a:  über- 
geht. Inders  gewähren  gleichwohl  die  einleitenden  analyti- 
i^chen  Kunstgriffe  nicht  die  erwünschte  Befriedigung,  zomal  man 
über  den  eigentlichen  Grund  doch  nicht  die  nötnigen  Aufschlüsse 
erhält.  Zudem  streitet  sein  ^(0),  welches  eigentlich  =1(0),=— oo 
Ist,  mit  der,  durch  die  Bemerkung  4)  in  §.1.  veranlassten ,  Lehre 
Cauchy*s  von  der  Werthbestimmung  indeterminirter  Integrale 
(R^sumä,  p.  93—96.). 

Gegen  diesen  Beweis  stritt  Herr  Lehrer  Dr.  8tranch  im 
6.  Doppclhefte,  Nr.  57.,  der  Heidelberger  Jahrbücher  dei*  Litera- 
tur für  1845,  S.  911-- 913.,  indem  er  Herrn  8chlömilch's  Ver- 
fahren eine  „unnatürliche  Künstelei'^  nennt,  und  während  dieser 
das  begrenzte  Integral  * 

—2 

also  reell  befunden  hatte,  zu  dem  Endresultate  kommt : 
„Es  ist  richtig: 

/^^  dx       1  ,  9  Ä 

Dagegen  ist 

^=l(+3)-.|(-2) 

—  2 

imaginär,  und  bleibt  in  alle  Ewigkeit  imaginär. 


(( 


Nun  wenn  diese  Ewigkeit  an  den  mancherlei,  Ibereits  abge- 
laufenen^ bekannten  Ewigkeiten  ein  gutes  Beispiel  sich  nehmen 
wollte,  so  dürfte  sie  so  gar  lange  wohl  nicht  mehr  dauern. 

Ihm  entgegnete  hierauf  Hert  Professor  Seh Id milch  ite  8^ 
Bde.  des  Archivs,  1846,  Literar.  ßer.  8.  436.  437.,  und  wies  ihm 
seinen^  Irrthum  nach,  indem  et  -^  worauf  hier  Alles  ahkomitit  — 
darlegte,  dass  allgemein 


/ 

—  a 


ist;    wobei  freilich  auch  seine  zwei  Beweise  noch  eine  genauere 
Sieherstellung  bedürfen. 

So  wie  er  an  diesen  Stellen  nur  die  begrenzten  Integrale  die- 
ser Art  berücksichtigte,  eben  so  beweist  er  endlich  die  Giltigkeit 
auch  für  das  allgemeine  fragliche  integral  in  seinem  ,,Handbuc.h 
der  Differential-  und  I  ntegral  -  Rechnung,  2.  Th)., 
1847.,  S.  6.,  7."'  Allein  auch  da  mangelt  die  unerlässliche  vor- 
läufige Nachweisung  des  Rechtes,  die  Lehre  von  den  Logarith- 
men und  das  Rechnen  mit  ihnen,  obwohl  sie  lediglich  nur  für 
absolute  Logarithmande  in  der  Algebra  erwiesen  werden,  so 
gferadeza  auch  aufnegative  Logarithmande  ausdehnen  zu  dürfen. 


$.  5. 

Ausser  den  genannten  haben  die  anderen  neueren  und  neue- 
sten mathematischen  Schriftsteller  über  Integralrechnung  diesen 
bedenklichen  Punkt  gar  nicht  berührt;  selbst  der  um  die  Sämm- 
iuni;  der  analytischen  Arbeiten  Cauchy's  verdiente  Moigno 
(1844)  begnügt  sich  mit  der  blossen  Uinstellung  des  richtigen 
Integrals. 

Vielleicht  vermuthen  Manche,  es  sei,  wenn  irgendwo  eine  Be- 
denklichkeit darüber  eintreten  sollte,  leicht  durch  die  Wahl  der 
Integrationsconstante  C  abzuhelfen.  In  der  That  seheint  es,  als 
dürfe  man ,  wenn  die  gewöhnliche  Integrationsweise  (1)  angewen- 
det wird,  für  negative  Werthe  von  or,  bei  denen  ' 

wird,  nur 

l(-.a:)  =  la:  +  l(— 1) 

setzen  und  l(-c-l)  in  die  Constante  C  mit  einbeziehen;  oder  wenn 
man  die  Integration  (6)  verwendet,  bei  welcher  unter  gleicher 
Annahme 


mrd,  bloss  die  Constante  C  negativ  nehmen. 

Auch  bilft  dieses  Mittel  wirklich ,  wenn  die  Integ|ration  zwi- 
schen cleicb stimmigen,  und  zwar  — was  hier  allein  zu  erfor- 
schen bleibt  —  zwiscnen  zwei  negativen  Grenzen  zu  voll- 
ziehen ist.  Denn  soll  das  Integral  l^i  a;=: — a  anfangen,  d.  i. 
=  Null  sein ,  so  muss  vermöge  (1) 

0  ==l(^a)  +  C=  la  + 1(-1)  +  C, 
folglich 

» 
^'ein.    Dann  ist  das  unbegrenzte  Integral 

» 


f 


X 

— a 


=  la?-la:-I(— 1). 


Soll  dieses  bei  ar=  — 6  enden,  so  erfolgt,  weil  l(— 6)=:I6  +  I(— 1) 
gesetzt  werden  darf,  also  +l(— 1)  mit  —  1( — 1)  sich  aufhebt,  da» 
bestimmte   Integral 


^  /-^=i*-i»=4 


— o 

thatsächlich  reell« 


Will  man ,  weil  die  Integrationsconstantö  bei  diesem  Hergänge 
ohnehin  herausfallt,  sie  nicht  erst  bestimmen,  sondern  einfach  die 
Integrationsgrenzen  einsetzen,  so  erhält  man  nach  (1) 


/ 


=  l( — 6)-^l(— a)  =  1  —  =  1— . 


•  1 


■  o:         "      '      *      '        — o       a 

—  a 

Allein  hier  nimmt  man  überall  stillschweigend  an ,  dass  man  be- 
rechtiget sei,  mit  Logarithmen  negativer  Zahlen  gerade  so  wie 
mit  denen  der  positiven  zu  rechnen,  vAs  doch  vorerst  noch  zu 
erweisen'  bleibt.  Man  umgeht  diese  Schwierigkeit  —  vielleicht  aucH 
nur  scheinbar  —  wenn  man  nach  (6) 


/ 

—  a 


-^  dx — 6     .. — g 


^  bestimmt  und  hierin  die  willkuhrliche  Constante  C,   um  nur  posii 
tive  Logarithmandezu  erhalten,  in  — C  verwandelt,  wonaoh 
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wie  früher  entfälft 


Niromt  man  jedoch  dieses  Integral  Innerhalb  ungleich- 
stinjkmig'er  (entgegengesetzter)  Grenzen ,  etwa  nur  von  -^a  bis 
+b,.  weil  für  die  gegentheilige  Integration  von  ^a  bis  ^6,  mit 
der  Entgegensetzung  der  Grenzen,  auch  das  Integral  s^st  iiur 
en^egengesetzt  zu  nehmen  kommt ,  folglich 


X 


ist;  so  wird  man  von  beiden  Aushilfsmitteln  verlassen.    Denn  ge- 
mäss der  Integrations weise  (1)  erhält  man 

<"  /^'^=.(+.M(-.)=l(-^) 

und  nach  der  Integration  (6)  ist 


■ 


J         ar  -'  C""'  C 

—a 


SO  dass  man  dasBeziehun&;szeichen  von  Cnie  so  wählen  kann,  dass 
beide  Logarithmande  positiv  ausfallen;  mithin  ist  das  erwähnte 
begrenzte  Integral  nach  dieser  Darstellung  sicher  imaginär. 

Allein  ein  begrenztes  Integral,  dessen  Integrand  für  alle 
im  In tegrationsi riter vall  <relegenen  Werthe  der  Veränderlichen,  wie 
im  vorliegenden >  reell  bleibt,  kann  als  Summe  von  lauter  reelleiy 
Elementen  nimmermehr  imaginär  ausfallen ;  mithin  ist  der  zuletzt 
Erhaltene  imaginäre  Betrag  des  in  Rede  stehenden  Integrals  ge- 
wiss unrichtig. 

Sonach  entsteht  die  Frage,  wie  alle  erwähnten  Widerspruche 
STtSndlich  zu  heben  seien,  und  wie  sofort  die  Integration  für  alle 
Fälle  gültig  durchgeführt  werden  müsse. 


§•6. 

\ 

•  •  t 

üierbei  muss  vor  Allem  —  was  auch  sonst  immer,  wenn  es 
nothwendig  ii^t,  geschehen  sollte,  —  die  allgemeine  Integration 
voA  der  begre*nzten  sorgfältigst  unterschieden  werden. 

Die  allgemeine  Integration  ist  nichts  Anderes  als  der 
Ruckschritt  vom  Differenziren,  indem  sie  von  einem  Differential 
zu  der   als    früher   differenzirt   vorausgesetzten   Function   zurück- 


schreitet.  Sie  nimmt  <tie  Bestimmung  des  Grenzverhältnisses  dt 
gleichzeitigen  AenderungeA  zweier  zusammenhängender  VerfiQ« 
derlicbeu  als  Trüher  geschehen  an,  und  sucht  von  diesem  Ver« 
bültnisse  der  Aenderungen  zurückgehend  den  Zusammenhang  jener 
Veränderlichen  seihst,  die  Ahhängigkeitsireise  (Function)  der  «ioetl 
von  der  andern  wieder  herzustellen. 

Nun  liegt  PS  in  dem  Begriffe  des  Dlfferenzirens  und  wird 
nach  auch  in  den  kritischeten  Lehrbüchern  über  Differentinlrech- 
nuDg,  wie  in  jenen  von  ('auchv  und  seiner  AnhSnger  Grnnertv 
Moigno  und'  Schliimi  Ich  ,  noch  insbesondere  ausrahrlicfa  erwiB«' 
sen,  Aase  das  Differenziren  nicht  minder  bei  imaginären  als  bet 
reellen  Functionen  vollrührt  werden  künne.  Hiebet  wird  nun  das 
Differential  einer  imaginären  Function  im  Allgemeinen  freilich  wie*' 
der  imaginär  ausrallen,  allein  in  be»;onderen  Fallen  kann  es  dach 
auch  reell  werden.  Denn  weun  u,  o  reelle  Functionen  von  x  vot- 
steilen und  die  V^—l  mit  t  bezeichnet  wird,  so  ist  die  allge' 
meine    Form    einer    imaginären    Function    dieser    Veränderlicheil 

=  u  +  ic, 

daher  ihr  Differential 

<'(«  +  '•'')=''«  +  '■''■'=  (e+'e)''^- 

Dieses  wird  nun,  da,  -j—    nicht   nothwendig  jederzeit   Null    sein, 

moss,    sondern    im  Gegentheil  gewühnlich  von  Null  verschieden 

sein  wird,  im  Allgemeinen  imaginär  werden.  Allein  weil  -r-  doch 

auch  ausnahmsweise  Null  sein  kann,  dann  nemtic|i,  wenn  die 
Function  v  nur  annahmswelse  nicht  aber  in  der  That  von  x  ab*' 
hängt,  oder  ein  Ausdruck  von  x  ist,  aus  dem  bei  ziireichendef| 
Kedaclin»  diese  Veränderliche  gänzlich  herausfällt;  sii  kann  A&i 
Differential  einer  imaginären  Function  doch  auch  zuweilen  reell 
ausfallen.  ^ 

Mithin  kann  anch  umgekehrt  das  allgemeine  Integral, 
eines    reellen  Differentials  gleichwohl  imaginär  sein. 

Bei  dem  allgemeinen  Integiiren  ist  demnach  ein  Sicb- 
beschränken  auf  reelle  Integrairormeri  allein  ganz  und  gar  unge- 
gründet, sobald  nur  die  Zulüssigkeit  des  Rechnens  mit  solchen 
imagiuären  Formen  in  IVfihereii  Doctrinen  gerechtfertigt  worden  ist 

Nun  wird  aber  in  der  That  in  den  Lehrbüchern  über  alge- 
braische Analysis  ilie  Befngniss  mit  den  imaginären  Logaritbmea 
negativer  Zahlen  ivie  mit  den  reellen  Logarithmen  positiver  Zah- 
len zu  rechnen  ausdrücklich  dargelegt;  somit  unterliegt  es  keinerlei 

Anstand  von  dem  reellen  Differential  —   das  allgemeine  [ntegral 
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in  der  imaginSren  Form  l{—a:)  darzustellen,    die   aU^  vieldeutig 
auch  durch  l(( — a:))  ausgedrücKt  werden  kann.    Deon  indem  man 


y^=l((-a:))+C 


setzt,  erhält  man  bekannter  Mai^sen  noch  ferner,   wenn  man  den 
absoluten  Werth  der  Zahl  a:  durch  yal.  abs.  a:  andeutet. 


/ 


— = I  (val.  abs.  «)  + 1((— 1))  +  C 

SC 


oder 

==l(val.  abs.  a;)+C+i(2r  +  l)7r, 

wo  r  eine  positiye  oder  ne&^atiye  Grenzzahl  vorstellt.  Verbindet 
man  damit  aie  Betrachtung,  aass  auch  das  ßir  positive  X  geltende 
übliche  Integral  i^)  in  die  ähnliche  Form 


/ 


^=l((+a:))  +  C 

=  1  (val.  abs.  x)  + 1  ((+1))  +  C 
s=l  (val.  abs.  a*) +i  2r7r  +  C 


eebracht  werden  kann;  so  lassen  sich  beide  Integrale  vereinen  in 
der  Form 

(10)  y*?='  (^»'-  ^^^'  ^)  +  C+«C'^ 

wenn  man  die  Constante  C  complex  wählt  und  das  Reelle  von 
dem  Imaginären  scheidet.  .  Und  jedes  dieser  luteja^rale  gibt 
diferenzirt  das  zur  Integration  vorgelegt  gewesene  Differential 
d»  * 

FSr  die  allgemeine  Integration  sind  sonach  auch  die  gekfin- 
stelten  Gestaltungen  (2)  bis  (5)  des  Integrals  ohne  Werth,  weil 
sie  ja  alle  bei  genügender  Reduction  und  bei  der  Ausscheidung 
des  Gonstanten  doch  immer  wieder  auf  die  einfache  Form  (1; 
zurfiekgebracht  werden  können. 

Hat  man  dann  auch  noch  für  jede  reelle  oder  imaginäre  Form 
«wiesen,  dass 

ist;  so  ist  bei  allgemeiner  Integration  auch 


f 


J'- 


/1 


wo   Jedoch    ilie  dinslanfe    C  jederzeit   als   complex  voruaszuset 


Bei  der  beaonderen  oder  begrenzten  Integration  dage« 
gen,  wie  sie  bei  der  AuQUsiing  znmeist  geometrischer,  mechanii 
scher  und  physikalischer  Aufgaben  rorliomnit,  sucht  man  nicill 
sotvoh)  aus  dem  gegebenen  Di  Seren  Mal  Verhältnisse  diejenige  Fiidi 
ction  wieder  zurück,  welche  differenzirt  dieses  Verbältniss  liefertj 
sondern  man  fragt  vielmehr  nach  der  Summe  —  dem  Integrum  — 
sämmtlicher  euccessiven  Aenderungsbetragc,  welche  die  gesiichti 
Function  erfährt,  während  die  Grundveräiiderlicbe  von  ihrer  unte 
reu  Grenze  zur  oberen  stetig  vorschreilet,  und  welche  einzeln 
nach  Anweisung  des  zu  Integrirenden  Differentials  berechnet  wen 
den  können.  Mithin  ist  diese  Rechnungsweise  mit  der  allge''* 
meinen  Integration  zwar  im  ilblichen  Namen  verwandt,  alli ' 
im  Grundbegriffe,  in  der  Tendenz  und  Ausiiibrung,  von  ihr  we? 
s entlich  verschieden. 

Bei  ihr  sind  die  einzelneu  schriltweieen,  stetig  in  einander 
übergehenden  Aenderungsbetrüge,  die  unendlich  klemen  Element^ 
der  gesuchten  Fumitinn,  folglich  auch  die  ihnen  gleichgeltenden 
stetig  Buccessiven  %Verthe  des  Integrunds,  eben  so  wie  die  Ver« 
ändertiche  und  ibre  Function,  durchweg  reell  zu  denken.  Um 
nach  der  Gauss'iHchen  Ansicht  über  die  Realität  der  iuiaginären> 
Grössen  zu  sprechen,  während  man  bei  der  aligemeinen  Inte- 
gration auf  einer  ganzen  unbegrenzten  Ebene  alle  algebraische^ 
Operationen  ausführt,  zieht  man' sich  bei  der  begrenzten  Int^ 
gration  auf  eine  eiu/.ige  Gerade  dii'ser  Ebene  zusammen.  Atu 
dieser  entfällt  alles  Seitliche  (Laterale]  —  Imaginäre  —  und 
das  Directe  (&ne  Gcradaus)  —  das  Reelle  —  bleibt  verfTigbai;; 
alle  Grössen,  die  beiden  zusammenhängenden  Veränderlichen,  *  ~ 
DifferentialcoefGcient  und  das  Integral,  müssen  in  denGrenz- 
2wischenwerlhen  durchgchends  reel  I  sein ,  wenn  anders  eio 
Bolches  Summirungsgescbäll  der  nach  einander  folgenden  Aende^ 
rungebeträgo  (Zusätze,  Elemente)  einen  klaren  Sinn,  eine  deat- 
liche  Auffassung,  in  der  Wirklicbkeit  zulassen  soll. 

Mithin  darf  bei  dem  begrenzten  Integriren  kein  Satz,  der  nur 
fürdasRechnen  mit  reellen  Zahlen  erwiesen  worden  ist,  ohne  weitere« 
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aoch  für  imaginäre  Zahlen  gelten  gelassen  werden.  Dieser  in  der 
höheren  Analysis  leider  noch  immer  so  hänfig  wahrnehmbare  Feh- 
ler  trägt:  auch  bei  der .  vorliegenden  begrenzten  Integration  deß 

Differentials  —    die  Hauptschuld  des  eingeschlichenen  Irrthums^; 

weil  man  in  ihr  die  imaginären  Logarithmen  negativer  Zahlen 
zulässt  und  mit  ihnen  anstandslos  rechnet,  wogegen  doch  nur  ab- 
solute logarithmische  (slrundzahlen,  folglich  auch  nur  positive 
Logarithmande,  in  den  Voraussetzungen  und  in  der  algeoraischen 
Lehre  vom  Logarithmiren  zugestanden  worden  waren. 


$.8. 

Mach  Aufstellung  dieser  unbestreitbar  richtigen  leitenden  Prin*. 

/dx 
—  nophmal,[und 

sitrar  zur  völligen  Six;herstellung  auf  mehrere  Weisen»  zu  inte* 
griren  vor. 

L*     Erstes    Integrations- Verfahren:     Integration 
mittels  unbestimmter  Functionen. 

Nehmen  wir  —  was  bekanntlich  genügt —  ein  particuläres 

dx 
lategral  des  Differentials  —    in  Betracht^  dessep  sonst  arbiträre 

Constante  hier  .eine  bestimmte  Zahl  sein  soll;  so  möge  der  voll- 
ständige Ausdruck  dieses  (particulären)  Integrals,  mit  £inschlu8S 
seiner  Constante,  die  dermalen  noch  unbestimmte  Function  /][ar)« 
also  das  Integral 


(11)       f^=m 


sein. 


Die  Bestimmung  dieser  Function  /  kann  nun  auf  folgende  Wei* 
sen  geschehen. 

a).  Erste  Bestimmungsweise  der  Function  f{xy 
Setzen  wir  für  x  die  Potenz  x^,  in  welcher  der  Exponent  n  jede 
reelle  Zahl  vorstellen,  jedoch  lediglich  der  reelle  Werth  der  im 
Allgemeinen  vieldeutigen  Potenz  berücksichtiget  werden  darf; 
80  wird  ' 


/ 


folglich  wenn  man  differenzirt  und  reducirt 
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/dx 
—  wieder  das  obige  particuläre  Integral  /(a?)  vor-^ 

stellt,  so  bleibt  es  verstattet,  auch  hier  dasselbe  durch  fix)  zu 
ersetzen  und  somit  erfolgt 

als  die  eigentlich  aufzulösende  FunctionalgleichuDg. 

Um  darin  die  zvrei  Veränderlichen  x  und  n  zu  schneiden,  sei'  ' 

eine  neue  Veränderliche,  und  nehmen  wir  beiderseits  die  natürli- 
chen Logarithmen.  Dann  fordert  die  —  ja  nicht  zu  übersehende 
—  Bedingung,  dass  ac  und  z  zwar. reell  sein  sollen,  aber  gleich 
wohl  eben  so  gut  negativ  als  positiv  sein  können ,  und  dtewund- 
bedingung»  dass  bei  durchgängig  reellem  Rechnen  die  Lq^ar^l|r 
xnande,  gleich  deh  Jogarithmiscben  Grundzahlen,  nur  positiv  -^ 
oder  vielmehr  irrelativ  (absolut)  —  sedacht  werden  können,  dl<> 
nn  ab  weisliche  Vorbereitung,  beide  letzten  gleichen  Zahlen  Ztt 
einer  geraden  Potenz,  also  am  einfachsten  zur  möglich  nieder-' 
sten>  d*  i.  zur  zweiten  Potenz,  zu  erheben,  also  auf 

r.      ■  .  I  .  .     . 

ZU  übergehen.  Da  bei  der  ersten  Potenzimng,  selbst  wenn  der  Exponent 
n  gebrochen  oder  irrational  sein  sollte,  nur  mehr  der  reelle  Werth' 
ZQ  berücksichtigen  bleibt,  so  ist,  zufolge  der  algebraischen  Leh*^ 
ten  von  den  Wurzeln  und  den  Potenzen  mit  gebrochenen  Expo«. 
nent^n,  die  V  er  w  e  c  h  s  I  u  n  g  der  vorgeschriebenen  zwei  nach  ein-». 
ander  folgenden  Potenzirungen  gestattet,  mithin  auch 

Hier  nun,  wo  beide  zu  logarithmirenden  Zahlen  positiv  sind,  dür- 
fen wir  mit  vollem  Recht  logarithmiren  und  erhalten  sofort.;^, ^ 

nl(a:^)  =  l(z»). 

Obige  Functionalgleichung  (12)  übergeht  aber  durch  die  Einffili- 
rupg  der  2  in 


fdgRch,  durch  die  vorangehende  Gleichung  getheiK,  verwähddt 
sie  sich   in  .  ..  .^  : 

l(a?2)  ""  1  (z«) 

WO  nun  —  wie  beabsichtiget  —  die  x  und  z  von  einander  geschie- 
den sind.  Da  diese  beiden  Veränderlichen  von  einander  unabhän- 
gig sind,  so  erheischt  die  letzte  Gleichheit,   dass   beide  gleichen 
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Verhältnisse  eine  und  dieselbe  von  x  und  ?  unabhängige  Zahl,  z. 
B.  A9  seien«  folglich 


I       .•:■!• 


f^-A  ■■■■■' 

sei.    Dann  ergibt  sich  die  gesuchte  Function 

(LS)  f(a:)^A\(a^). 

Zur  Bestimmung  der  noch  in  Frage  bleibenden  Constante  A 
bemerken  v^ir,  dass  die  Function  fiai),  vermöge  der  Gleichung 
(11)  an   die  Bedingung  gebunden    ist,    dass   ihr  Differential  dem 

lotegrand  —    gleiche,  also  auch,  dass  ihr  Differentialverhältniss 

f{x)  dem  DifferentialcoefBcienten  (  —  J  dieses    Integrands    gleich^ 
n^mlieh 


(14)        nx) = i 


d\{x'^  , 


sei.    Wie  berechnet  man  aber  hier  f'{x)  oder  — t— 

■  •  •  ,       •  • 

Es  kann  nemlich  nicht  erlaubt  sein,  wofern  unsere  Recfanün-' 
seil  stets  auf  dem  Boden  der  reellen  Zahlen  sich  betregen  sol«'    ~ 
len,  \{x^)  in  ^\x   aufzulösen  und  danach  \x  in  üblicher  Weise  zu 
diflerenziren ,  weil  ja  für  ein  negatives  x  der  \x  imaginär  entfiele. 
Wir  müssen  also  nach  der  allgemeinen  Formel 

d\u  d\u  du 

dx        du  du 

diferenziren,  in  welcher  der  Logarithmand  u  eine  stets  positiv 
UeHiende  Function  Ton  x  vorstellt.  Da  erhalten  wir  nun  ohne 
Anstand  für  ii=:,f2 


du       t«  "~  ar* 


]. 


mid 


du  '    ^    ■ 


folglich 


dx         x^  X 


MUltilkMt 


•  I        \  j 
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und  nach  obiger  BediDgung  (14) 

Da  hier  x  eine  beliebige  reelle  Veränderliche  ist,  so  muss 
also 

sbtn. 

Substituiren  wir  nun  diesen  Werth  in  (13),  so  finden  wir  die 
gewünschte  Function 

(15)  f{x)  =  \\{x^). 

und  wenn  wir  sie  in  den  Ausdruck  (11)  einfuhren  und  zugleich 
von  diesem  particulären  Integrale  auf  das  vollständige  Integral 
übergehen,   nnden  wir  für  dieses 


(16)  y*^=i|(^»)+C. 


§.9. 

b).  Zweite  Bestimmungsweise  der  Function  f{x). 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  (11)  für  x  das  Product  uv  zweier 
entweder  von  einander  unabhängigen  oder,  wenn  man  lieber  will, 
von  einer  dritten  freien  Veränderlichen  t  zugleich  abhängenden 
reellen  Factoren  u  und  v,   so  übergeht  sie  in 


d.uv 
Differenzirt  und  theilt  man,  so  erfolgt 


/ 


*  •  • « •  t 


m*  ?)=«»). 


:.--.;'M.'l 


und  insofern  es  gestattet  ist,  u  und  v  zugleich  als  Functionen  von 
t  anzusehen  ona  sofort  die  gliederweise  fptegration  vorziiBehflieo» 
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r     daher  wegen  der  vorausgesetzten  ParticularitSt  des  Integrals  (11) 

Diese  Functionalgleichung  in  bekannter  elemeDtarer  Weise 
(z.  6.  nach  Cauchy  Cours  d'analyse,  1821,  Cbap.  V.  §.  1. 
Probl.  3.)  aufgeFost  gibt,  jedoch  blos  für  positive  Werthe 
von  u  und  t?,  ^ 

f(u)  ~  Alu , 

worin  A  constant  ist. 

Setzt  man  hierin,  weil  x  eben  so  wohl  negativ  als  positiv 
sein  kann,  eine  stets  positiv  ausfallende  gerade,  also  am  einfach- 
sten die  zweite,   Potenz  derselben  für  u,  nemlich  u=za:'^,  so  ist 

f(a:^  =  A\(x^). 

Nun  gibt  die  Gleichung  (11),  wenn  man  x  in  x^  umsetzt. 


/ 


folglich 


d  x^ 


/2xdx    \     Pdx 


und  gemäss  eben  dieser  Gleichung  (11),  weil  in  ihr  f{x)  ein  par- 

d'ti 
ticuläres  Integral  von  -^  vorstellt. 

Sofort  ist 

.     2/(0;)  =  ^1(^2) 
and 

Für  die  Ermittelung  der  noch  unbestimmten  Gonstante  A  dient 
wieder  die  Bedingung  (11)  und  die  ihr  daselbst  folgende  Differen- 
tiation, und  demgemäss  ist 

1       A    d\{x^      A    2       A 
X       2       dx  2     X      X 

Theil  XX.  2 


^ 


\ 
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mithin  5    da  diese  Gleichung   für  alle  reellen  Werthe  von  x  iden 
tisch  sein  soll,  findet  man 

und  wieder  wie  früher 

(15)  f{x)=\[{x^), 

und  sonach  das  dortige  vollständige  Integral  (]6). 


II.    Zweites   Integrations  -  Verfahren.    Integration 
durch   Substitution. 

Bezeichnen  wir',  zur  Abkürzung,  das  gesuchte  Integral  durch 
y,  setzend 

/dx 

und  nehmen  wir  uns  vor,  einen  Logarithmus  der  VeränderlicheD 
a:  einer  neuen  Veränderlichen  gleich  zu  stellen;  so  ist  es,  weil 
x  nicht  blos positiv,  sondern  auch  negativ  sein  kann,  keineswegs, 
gestattet,  geradezu  von  x  selbst  den.  Logarithmen  zu  nehmen, 
wohl  aber  von  ihrer  zweiten  Potenz,  x^,  weil  diese  jedenfalls 
positiv,  also  logarithmirbar  ausfällt.  Setzen  wir  demnacn,  natür- 
liche Logarithmen  anwendend, 

\(x^)=z; 

so  ist,  wenn  e  die  Grundzahl  solcher  Logarithmen  vorstellt. 

Dies  differenzirt  liefert 

2x.dx^=€*,dz, 
und  wenn  man  dividirt  und  noch  halbirt 

dx      i  j 


Somit  wird! 


y=2  /  dz=z^z+C, 


daher,  wenn  man  zurück  substituirt 
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2/=^I(a:*)  +  C', 


und  wie  oben 


(^^)     f~=^W)^ 


§.  11. 

III.    Drittes  Integrntionsverfahren,    Individualisi- 
Tung  eines  generellen  Integrals. 

Schreiben  wir  das  gesuchte  Integral,    indem  wir  —  alsdiePo- 
tenz  x-'^  darstellen,  in  der  Form 

y  ^=  f  x^\dx, 

so  ist  selbes  ein    individueller  Fall  des   bekannten  generellen  In- 
tegrals 


/ 


x^dx  ='     ,  ■■  +  C 

w  +  1 


filr  den  individuellen  Werth  n  +  l=0  oder  ??= — I. 

Um  diesen  zu  ermitteln,    weil  der  Bruch   — r-r»     wenn  man 

so   geradehin   n+l  =0   setzen    wollte ,    die    unbestimmte   Form 

x^       l 

-7T-=7r  annehmen  wurde,    sdlilage   ich   folgendes  Verfahren  ein, 

das  ich  bisher  nirgends  verwendet  gefunden  habe. 

Iste  B  est  immun  gs  weise.  Ich  sehe  0  als  den  Grenz- 
werth  der  Veränderlichen  w+1  an,  wonach  a:"+^  der  Grenze  1 
zi^strebt;  und  benutze  die  bekannte  Erlaubnisse  dem  veränderli- 
chen T heile  jedes  Integrals  eine  beliebige  Constante  zu  addiren 
oder  zu  subtrahiren ,  indem  ich  von  .t*+^  seinen  Grenzwerjh  1  ab- 
ziehe, folglich  setze 


/ 


l  xMx  = — i —  +  C . 

M  +  1 


Um  die  Schreibung  zu  verein  fachen  ^  mache  ich 

7i  +  l  =  w,     also     W  =  7» — 1 
und  erhalte 

2* 


/ 
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x'^-^dx  = +  C. 

m 


Zum  Uebergang  auf  das  Integral  /  x-^dx  lasse  ich  nun  die  Zahl 

m  der  Grenze  0  stetig  zueilen  oder  unendlich  abnehmen;    daher 
finde  ich 

lim  fx^-^dxzzzWm^^^^^^^Cr 

m=0</  m=:0        Wl 

4 

oder  weil  die  erstere  Grenze 

—    /  arUinm-l.  dx  ^      1  x-^dx=z   1   — 
ist. 


/ 


fix '       ■•       X    """JL    .    ^^ 

—  =  hm 1-  C. 

X      in=o      ni 


Nun  ist  aber  bekanntlich,  wenn  a  eine  positive  von  cd  unabhän- 
gige Zahl  vorstellt, 

X 

lim  — II^=i:la. 

£0=0  <ö 

Allein  in  x^  ist  x  hier  nicht  blos  positiv,  sodern  auch  negativ, 
daher  darf  man  diese  Grenzform  nicnt  geradehin  verwenden.  Wohl 
aber  ist  x^  jedenfalls  positiv.    Setze   ich  demnach  a=a:^,    so  ist 

a^=zx^  Wähle  ich  ferner  2ß)=m,  also  o}=z-^;  so  ist  a«^=ar"» 
und  zugleich  mit  Iimm=z0  auch  lim o=0.   Sohin  erfolgt  anstandslos 

lim  — -- —  =  lim  — ^ — =o**™  —  =^ö*«  =  ö*^^^' 
und  daher  wie  früher 


(16)  f^=-lH^^)+c. 


§.  12. 

2teBeStimmungsweise.  Gewohnlich  hat  man  bisher,  die  vor- 
her erwähnte  Erlaubniss  benutzend,  von  ar"+^  die  gleichhohe  Po- 
tenz einer  beliebigen  beständigen  Zahl  6,  also  6«+^,  abgezogen 
folglich  ( 


/ 
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"^^    — mT — ■*■ 


angenommen,  dann,  weil  der  entstandene  Bruch  für  n-fl=0  die 
unbestimmte  Form  tt  annimmt,  seinen  Zähler  und  Nenner  ein- 
zeln nach  n  differenzirt  und  hierin  erst  n-f  !={)  gesetzt. 

Allein 

dn  '^       dn     "^      dn 

darf  man,  weil  Alles  reell  bleiben  muss,  keineswegs  wie  ge- 
wohnlich so  differenziren ,    dass  man  ohne  weiteres 

setzt    Denn  die  bekannte  Ableitung 

d.a' 


dx 


a'la 


bedingt  für  lauter  reelle  Zahlen,    dass  in  der  Exponentiellen  a* 
die  Grundzahl  a  positiv  sei. 

Um    daher   die    Exponentiellen    a:«+i,    6"+^   auf    positive 
Grundzahlen  zurückzuführen,  setzen  wir  n-f  l  =  2m^  folglich 

a:»+i = x^^ = {x^)^     und     6"+i = b^ = (62)m  ^ 

wonach 


/  a:"rfa:  = 


2m 


+  C 


wird.  Differenziren  wir  demnach  Zähler  und  Nenner  des  letzten 
Bruches  nach  der  mit  n-{-l  zugleich  verschwindende^  Veränderli- 
chen m,  so  erhalten  wir  " 

giltig  rur 

n=  —  l    und    fii=0; 
daher  nach  wirklich  vollzogener  Substitution 


/  x-^dx^ 


I(x2)— 1(6«) 


+  C. 
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Wenn  man   endlich  die  Constante  — oK^^)  *"  die  Constante 

der  Integration  mit  einbegreift,    so  erhält  man  wieder  das  Inte- 
gral (16). 

Schlussergebniss  der  Integration.  Mach  dieser  sorg- 
sam sichtenden  ßeweisfiihrung  kann  daher,  wenn  durchweg  mit 
reellen  Zahlen  gerechnet  werden  soll,  was  bei  dem  s.  g.  be- 
grenzten oder  bestimmten  Integriren  jederzeit  geschehen  muss, 
lediglich  blos 

(16)      y^=».i(:,*)+c 

gesetzt  werden. 


§.  13. 

I 

Wenden  wir    uns    nunmehr  zu  den    begrenzten  Integra- 
len,  so  gewahren   wir  auf  der  Stelle,    dass  in  dem  vorliegenden 

Integral  (16)  sowohl   der  Differentialcoefticient  —  als  auch  der  In- 

tegralausdruck  5-l(a:^)  für  x=zO  unstetig,  namentlich  =4: QC)  wird; 

weswegen  die  gewohnliche  Ermittelung  des  Werthes  eines  sol- 
chen Integrals  in  denjenigen  FäUen,  wo  xr=0  im  Intervall  der 
Integrationsgrenzen  liegt,  folglich  diese  Grenzen  algebraisch  ent- 
gegengesetzt sind,  unstatthaft  wird,  und  wir  daher  zur  ursprüng- 
lichen und  eigentlichen  Bedeutung  des  begrenzten  Integrals 
unsere  Zuflucht  nehmen  müssen.  Nach  dieser  Bedeutung  gilt  oun 
bekanntlich,  wenn  das  begrenzte  Integral 


/ 


jr 


kurz  mit  J  bezeichnet,  der  Grenzenunterschied  X — XqUi  eine,  des 
unendlichen  Wachsthums  föhige,  Anzahl  (n)  gleicher  Theile,  de- 
ren jeder  =£  s^n  soll,  getheilt  gedacht  wird,   so  dass 


71 


"^'^=6 


und 


lime=0 

n=oc 


ist,  der  Ausdruck 
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y  =  /     <pQv)dx =\im.e  [^Ctq)  +  g?(a7o+f)  +  9>(^o+2' 

ty  «=00 


.£)+.... 


.  .  .  +  9  (a^o  +  w  —  l«)  ] 
=  Iim.£   -5*      (p(xQ  +  r£), 

«=00       r=0 

vorausgesetzt,    dass   <p(x)  von  x=^Xq  bis  x-=X  seine  Stetigkeit 
nicht  einbüsst. 


§.  14. 


um  aber  für  den,  gerade  in  der  vorliegenden  Frage  in  An- 
regung kommenden,  Fall  der  Unterbrechung  dieser  Ste- 
tigkeit das  Erforderliche  vorzukehren,  ändern  wir  beide  Gren* 
zen  Xq,  JT  in  die  algebraisch  entgegengesetzten  —  a:«,  — X  ab, 
und  bezeichnen  das  entstehende  Integral  durch  J^  so  dass 


q)(x)dx 


—Xc 


ist.    Um  wieder  auf  die  früheren  Grenzen    zurückzukehren,    set- 
zen wir  * 


wonach  für 


a:  =  —  2,    dx^=::  —  dz^    2  =  —  x; 


xz=:  —  Xii    die    2  =  a:<) 


und  für 


:r= — X    die    iznX 
entfällt.    Demgemäss   wird 


Xo 


oder  wenn  wir   —  was  erlaubt  ist  —  die  Veränderliche  z  wieder 
durch  X  ersetzen. 


<jo( — x)dx. 


und  somit  nach  dem  oben  in  (17)  aufgestellten  Ausdrucke 
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(18)        -^J'=^\m.t{q>(—Xo)  +  <p\—(xo+e)]+g>[—(a;o+'2s)]+  .  .  . 


fl=00 


•  •  •   +  9>  [—(^0  +  w— le)  ]  I 

11=00       r=0 

Addiren  wir  sofort  die  beiden  Ausdrücke  (17)  und  (18),  so  er- 
gibt sich 

r=^ii— 1 

(19;  J— J'=  lim .  a   j?      }  g,  (xo+re)  +  (p[—(a:o+re) ]  1 . 

11=40       r=o 

So  oft  aber  die  Function  9>(a7),  wie  eben  im  vorschwebenden 
Falle,  wo 

(20)  9,(x)  =  ~ 

ist,  so  geartet  ist,  dass 

(21)  .       9)(-^a?)=-g)(a:) 

sich  ergibt,  also 

(22)  (p(x)  +  q)('^x)=0 

wird»  so  muss  auch  der  allgemeine  Summand 

(pixo+rs)  +  9[--(^o+»'«)] =0     * 
werden^  d.  i.  die  gleichvielten  Elemente 

eg>(xQ-i-re)  und  agj[ — (otq +*"«)] 

der  zwei  Integrale  J  und  —  J'  müssen  gleich ,  aber  entgegenge- 
setzt  ausfallen,  mithin  summirt  sich  wechselseitig  ganz  aufheben. 
Da  überdies  beide  Integrale  oder  Summen  gleichviel  Glieder  ent* 
halten,  so  müssen  sie  vereint  sich  gänzlich  vernichten,  folglich 
streng  giltig 

sein. 

Sonach  ist 

J=:J\ 

nemlich 

(23)  /      tp(x)elx=z  I        q>(x)dx, 

so  oft  die  Function  q>(x')  eine  der  einander  gleichgeltenden  Be- 
schaffenheiten (21)  und  (22)  besitzt. 
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§.  15. 

Nachdem  wir  diese  wichtigen  Sätze  über  die  Ermittelung  der 
Werthe  ins  Gedächtniss  zurückgerufen  hahen»  kehren  wir  zu  un- 
serem Integral  zurück ,  particularisiren  die,  Gleichung  (23)  nach 
der  Annahme  (20),  und  erhalten  sofort  vollkommen  richtig 

Seien  a,  6  gewisse  Absolutzahlen  und  setzen  wir 

<a?o  =  +  «>    ^=  +  6; 


also 


— 0:0= — a,    — A'= — b; 


so  erfolgt 

(25) 


rw 


-^dx 


X 


Bei  einstimmigen  Grenzen  ist  daher  derWerth  des 

Q/X 
begrenzten  Integrals  von  —  der  nemliche,  mögen  die 

«.  **^ 
Grenzen  bjeide  positiv  oder  beide  negativ  sein. 

\ 

Weil  hier  die  Auswerthung  des  Integrals  durch  den  gewöhn- 
lichen Uebergang  vom  allgemeinen  Integral  zum  begrenzten  ge- 
schehen darf,  da  im  Grenzenintervall  weder  der  Differential coeffi- 
cient  noch  das  Intee^ral  die  Stetigkeit  verliert;  so  erhält  man  ver- 
möge des  Integralausdruckes  (16)  anstandslos 


« .  /-*?=/ 


'^^dx 


X 

6\« 


=  ^l(6»)-i'(«^)=J'-(0 


§.  16. 

Um  aber  das,  dem  bekannten  Anstände  unterliegende,   Inte- 
gral mit  entgegengesetzten  Grenzen  zu  ermitteln,  setzen 


26 


wir,,  indem  wir   abermals  a  und  b  absolute  Zahlen  bedeuten  las- 
sen, in  (28) 

a:o  =  +  a,     X-=  —  b 

und  erhalten 

•\-a  —a 

woraus  erhellet,  dass  es  hinreichen  werde,    nur  das  zweite  Inte- 
gral mit  ne.gativer  unterer  Grrenze  zu  bestimmen. 

Ist  nun 

a>6,    also    — a< — 6, 

60  ist  da^  noch  zu  ermittelnde  Integral 


— a  —a  —h 

insofern  — b  zwischen  —a  und  +6  liegt 
Ist  aber 

a<,b, 
so  findet  man  fiir  dasselbe  Integral 


— a  ■\-a 

weil  hier  -|-a  zwischen  — a  und  +6  liegt. 

Es  kann  demnach  jedes  Integral  mit  entgegengesetzten  Gren- 
zen auf  eines  "mit  gleichstimmigen  im  Allgemeinen  ungleichen 
Grenzen  und  auf  eines  mit  entgegengesetzten  aber  glei- 
chen Grenzen  zurückgebracht  werben.  Da  ersteres  nach  §.15. 
berechnet  werden  kann,  so  fragt  es  sich  nur  noch  um  das  letz- 
tere, nemlich  um 


<»)    /"?. 


— a 


weswegen  wir  dieses  umständlich  feststellen  müssen. 
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S.  17. 


Die   Gleichung  (25)  verwandelt  sich,    wenn  wir  den  zweiten 
Theil  in  den   ersten   übertragen  und  anstatt  seiner  Zeichenände- 
rung   die    bekanntlich    da    zulässige  Umstellung    seiner  Grenzen 
^  vornehmen ,  in 


j-*^+.y^»^=o. 


Addiren  wir  hiezu  beiderseits 


J        ^  ' 


so  gibt,  weil  die  Integrationsgrenzen  — a,  — h\  —6,  +6;  +Ä,  +a 
an  einander  hangen,   die  Summirung  in  bekannter  Weise 


(31) 


Nun  ist  jedes  begrenzte  Integral  eine  Function  seiner  Grenzen, 
mithin  halien  vermöge  dieser  Gleichheit  die  entgegengesetzt  glei- 
chen Grenzen  bei  dem  fraglichen  Integral  keinen  Einfluss  auf 
den  Werth  des  begrenzten  Integrals ;  und  sonach  ist  dieser  Werth 
eine  constante  Zahl,  die  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen,  so  dass 


(32) 


f^°dx_ 


— a 


TOD  a  ganz  und  gar  unabhängig  sein  soll/ 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichuftg  (31)  kann  man  sich  auch 
auf  folgende  Weise  überzeugen.    Setzt  man  im  Integral  (30) 

X z 

a       b  ' 

unter  %  eine  neue  Veränderliche  und  unter  b  eine  neue  ganz  be- 
liebige Beständige  verstehend;  so  ist 


dx 
a 


dz 


,        dx      dz 
also    —  z=  — , 

X         z 


und  für 
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x=.Jra    wird    z=+6; 
folglich  findet  man 


-a  -b 


welches   wieder  die  Gleichung  (31)  ist,   da  die  Bezeichnung 
Veränderlichen  im  begrenzten  Integral  gleichgiltig  ist. 


§.  18. 

Zur  Bestimmung  der  in  Frage  gestellten,  für  unsere  Ui 
suchung  höchst  wichtigen  constanten  Zahl  A  dienen  nun  mehr< 
Vorgänge. 

Ijste  Bestimmungsweise  von  A,  Da  a  in  (32)  will 
lieh  sein  kann,  so  ist  es  wohl  sehr  naturlich ,  die  Annahme  a 
zu  versuchen  9  bei  welcher  sicher  richtig 

+0  du: 


/*+o  dj 
(33)  A=:J        - 


—  0 

ist,    und    nur    noch    zu    entscheiden    bleibt,    welchen     W< 
—   habe. 

X 

—  0 

'  Nun  setzen  Cauchy,  Navierl,  Duhamel  und  Seh 
milch  in  ihren  Untersuchungen  über  die  begrenzten  Integrale 
unstetig  werdenden  Differentialformeln,  stillschweigend,  i 
ohne  zwischen  — 0  und  +0  zu  unterscheiden,  dieses 
tegral  geradezu  gleich  Null.  Jeder  kritische  Analytiker  w€ 
aber  recht  wohl,  dass  diese  Unterscheidung  zwischen  ~0  i 
4-  0  nicht  überall  ohne  weiteres  unterlassen  werden  darf,  muj 
auch  minder  sorgsame  Rechner  solche  Distinction  —  um  ei; 
gegen  mich  gerichtet  gewesenen  tadelnden  Ausdruck  eines  her 
vjerewigten  mathematischen  Collegen  zu  gebrauchen  —  eine  mi 
sige  Haarspalterei  zu  nennen  belieben. 

Man  kann   sich  hievon  leicht  überzeugen,    wenn  man  in  ( 

x^n ,    dXso  dxzzz-sdv, 

und  für 

a;=+0     sofort     !?= =+oo 

-~  er- 

setzt.   Da  erfolgt  auf  der  Stelle 
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/»+"  dx  r-^  dt       P^  da; 

Während  also  im  ersten  Integrale  die  Integrationsgrenzen  zu- 
sammenfallen^ liegen  sie  im  letzten  über  alleMassen  weit 
aus  einander.  Ueber  die  letztere  Bedenklichkeit  lässt  sich  aber 
doch  gewiss  nicht  so  unbekümmert  hinweggehen. 

Eine  andere  Bedenklichkeit  ti;itt  >ier  der  Entscheidung  ent- 
gegen, wenn  man  das  integral  (33)  nach  der  Formel  (17)  zu  be- 
stimmen versucht.    Denn  da  ist 

aro  =  --0,    X=:  +  0,     also    £=  +  0, 

allein 

1  1 


r 


9,(^o)=j-  =  z:ö=-'' 


nnd 


Cdiglich  die  zu  summirenden  Elemente  sg>(a:Q)  und  €g7(— otq)  unbe- 
stimmt gross,  und  die,  dem  begrenzten  Integral  gleiche,  oummen- 
grenze  nicht   mit  entschiedener  Sicherheit  angebbar. 

2te  Bestimmungsweise.  Da  in  dem  gesuchten  Integral 
A  die  Grenze  a  gieichgiltig  ist ,  so  setzen  wir  zur  Vereinfachung 
Ider  Rechnungen  a=l,  und  beschäftigen  uns  daher  mit  dem,  auch 
9  TOD  Cauchy  (im  R^sumä  p.  95.)  erforschten,  Integral 


0»)       ^  -jT'^  ■ 


setzen  wir 

a:=i«", 

fulSafig  n  willkührlich  constant  denkend.    Dann  ist 

da:z=:nu^-^du, 

also 

dx du 

a:  ""      u  ' 

1  1 

Ferner  weil  m=j;^  ist/  so  muss  zu   a:=4:l  die  2/  =  (dbl)"  geho- 
reo.    Da  nun  sehen  wir  uns  aufgefordert  die  Zahl  n  zu  wählen. 
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und  finden  sogleich,    das«  w'n  jeder  Zweideutigkeit  ausweichen» 
wenn  wir  —  eine  un&erade  Zahl  sein  lassen.    Setzen  wir  da- 

her   —  =2r+l,  indem  wir  ±^  =  0,  1,  2,.,.  bedingen^  so  erbaltefb 

wir  die  Integrationsgrenzen  «=±1,    folglich    nach    volizogenenf'- 
Sobstitntionen 


1_    /H»*t 1_ 


f! 


Hieraus  finden  wir  jedoch  sogleich 

2r.A=0, 

mithin  da  2r  nicht  allein  Null,    sondern  auch  jede  (positive  oder 
negative)  gerade  Zahl  vorstellen  kann,  mit  Sicherheit 

Wählen  wir  noch  vorsichtsweise  für  ~    eine    gerade   Zahl 

n  ^ 

2r,  so  ist  x^^^=-u  sicher  positiv, 

^rx'^'-^dx  =:  du,  •  '\ 

daher 


•»1 

-i 


2r. — :=zdu, 

X 


und  für  ^  =  ±1  jedenfalls  die  uz=z\\,  folglich 

1    /*+!  1 

Also  auch  da  finden  wir  -^=0. 

3te   Bestimmungs weise.     Benützen    wir   wieder   die   in 
§.  10.  schon  gebrauchte  Substitution,   so  erhalten  wir  fiir  x-^-.^i 
die  z=I(a^),  daher  allgemein 

rdx__  \  r,  __1 

J    X-  ij  ^^-2"^' 
folglich  begrenzt 

A^^J        dz  =  ^  [l(a^)-l(a«)]=0. 
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4t e  BestimrauDgs weise.  Setzen  wir  io  dem  Ausdrucke 
(17)  Xo= — a,  Äzn:-{-a  und  n=^2m,  tbeilen  wir  nemlicb  jede  Halb- 
scbeid  des  Intervalls  der  Integrationsgrenzen  in  m  gleicbe  Theile ; 
so  wird   ein  solcher  Theil 

2a a  

2m      m        * 


folglich 


<p  (x)  dx  =  lim  •  B    2    g)( —  a  +  rz) 

m=f)        r=0  *" 


—a 


Nehmen  wir  die  von  der  unteren  und  oberen  Grenze  an  gezähl- 
ten gleichvielten  (Ä:t^n)  Elemente  zusammen ,  so  ist  für  jenes  Ele- 
ment a:  =  —  o+Äf,  für  dieses  a:  =  +  a— Z:f;  daher  erfolgt 

/-f  a  h=zm 

(p{x)dx=^\\m . B  2    [g)(— a+Ä:£)  +^(a — kt)\ . 
111=0     it=o 


— a 


Ist  aber  die  Function  ^(pc)  insbesondere  von  der  in  (22)  angedeu- 
teten Eigenschaft,  so  heben  sich  jede  zwei  solche  «gleichstellige 
Snmmanden,  wie  gross  oder  klein  sie  auch  sein  mögen,  ja  selbst 
vrenn  sie  gleichzeitig  und  gleichen  Schrittes  ins  Unendliche  stei- 
gen würden,  vollständig  auf,  und  folglich  annullirt  sich  auch  die 
ganze  Summe.     Das  fragliche  begrenzte  Integral  wird  sonach 


q>(x)dx=09 


■a 


wofern 

(22)  q>{x)  +  q>{-x)  =  0 

ist. 

Nun  ist  aber  in  dem  zu  ermittelnden  Integral  A 

(23)  g^(^)  =  -. 

also  die  Bedingung  (22)  erfüllt,    mithin   ist  auch  nach  dieser  Be- 
stimmung 


-dx=Q. 

X 


—  a 


Schlusi^fassung.  Und  so  wäre  denn  streng  erhärtet,  dass, 
welchen  Werth   auch  die  Grenze  a  haben  möge,    jedes    zwi- 
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sehen    gleichen    entgegengesetzten    Grenzen    genom- 
mene Integral  der  vorliegenden  Art  gleich  Nall,  nemlich 


<»'    /*'?= 


0 

— a 


sein  niuss. 


§.  19. 

Wenden  wir  dieses  wichtige  Ergebniss  auf  die  Integrale  (28) 
und  (29)  an ,  so  erhalten  wir 


-*  dx        /^+*  dx^ 

X 


d.  h/:  Entgegengesetzte  Grenzen  dieses  Integrals  kun- 
nen  durch  Abänderung  des  Vorzeichens  der  einen 
oder  der  anderen  Grenze  gleichstimmig  gemacht 
werden. 

Und  danach  lässt  sich  die  Auswerthung  dieses  begrenzten 
Integrals,  durch  Einsatz  der  Grenzen  in  das  richtige  allgemeine 
Integral 

(16)  f^  4'(^'>+^' 

ohne  Anstand  bewerkstelligen. 

Hält  man  sofort  die  Integrale  (26),  (27)  und  (37)  zusammen, 
so  findet  man  für  alle  möglichen  yiererlei  Zeichenstellungen  der 
Integrationsgrenzen 

p^^dx       P'^^dx       p-^dx       p-'^dx       1  ,  /b^\ 
und  insbesondere  für  6=0  wieder  wie  früher 


<*»    /*t=y^'^=i"=»- 


— a  -H» 


Hieraus  leuchtet  ein,  dass  der  Werth  dieses  begrenzten 
Integrals  keineswegs  von  den  algebraischen  Bezie- 
hun.gen  (der  Positivität  oder  Negativität) ,  sondern  lediglich 
von  den  absoluten  Werthen  seiner  Grenzen  abhängte 
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Demgemäss  lässt  sich  dieses  begrenzte  Integral  nicht  allein 
nach  dem  von  Cauchy  richtig  angegebenen  allgemeinen  Integrale 
(16),  sondern  auch  nach  der  von  mir  aufgestellten  allgemeinen 
Integrationsweise 

(10)  /*^ = '  <''"'•  ^^-  *)  +  ^  +  i^' 

genau  auswerthen,  indem  man  nach  der  letzteren 


(39)- 


/ 


oder,  fvofern  opq  und  X  positive  oder  negative  Zahlen  vorstellen, 

val.  abs.  JT 


(«)   /  ^7=« 


t 


abs.  Xq 

findet. 

Auf  diese  Weise  ist  demnach  z.  B.  das  in  j.  4.  citirte  Integral 

eotiveder  nach  (38) 

—  2    4' 


oder  nach  (39) 


=.? 


$.  20. 

Sehen  wir  «um  Ueberflasse  oder  vielmehr  zur  Beseitigung 
jedes  Zweifels  noch  nach,  ob  und  wienach  diese  vOllig  richtig 
gestellteo  Reehnuogserffebnisse  auch  noch  mit  geometri- 
schen Betrachtungen  im  Einklang  stehen«  welcher  Prüfstein  ins- 
gemein för  den  schärfsten  gehalten  wird. 

Dazu  lassen  wir  in  dem  bekannten  allgemeinen  Integralaus- 
drncke  des  Flächeninhaltes  einer  von  einem  ebenen  Curvenbogen 
und  den  rechtwinkligen  Coordinaten  seiner  Grenzpunkte  begrenz- 
ten Figur 

.     Theil   W.  3 
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(42)  t^j'^ydx 


Xc 


diese  Curve  eine  gleichaxige  Hyperbel  GHH*G*  (Taf.  I. 
Flg.  1.)  von  der  sogenannten  Potenz  k^,  folglich,  für  OP=^x 
und  PM=yy 

sein,  wonach  allgemein 


(42)   .  f^Ä^y^^ 


erfolgt. 


I.  Lassen  wir  zuvorderst  beide  Integrationsgrenzen 
positiv  sein,  dehnen  wir  nenilich  die  Fläche  f  von  ar=:xQ=OA 
=:+a  und  y=:AB  bis  a:=X=:OC=+b  und  yz:zCD  aus,  wo 

«)  b\&  Urfall  6>a  «ein  soll,  so  erhalten  wir  nach  (42)  und 
(38)  die  Fläche 

(43)     ABDCA=(^=k^J^'^=+lkM(^, 

wobei  wir  —  hier  und  im  Folgenden  —  um  das  betreffende  alge- 
braische Beziehungszeichen  dem  Endausdrucke  mit  Entschieden-   , 
heit    vorschreiben    zu    können,    den  Logarithmand  jederzeit   >1    | 
machen.    Dagegen  erfolgt  '  -*. 

ß)    wenn  6<a,  nemlich  X=bz=iOE<,OA  ist»  die  Fläche 
(44)    ABFEA=.{^^f^'^  =  lk^AQ^  =  -lk^A(Q. 

-\-a 

In  der  That  sind  die  zwei  Flächen  f^  und  f2  algebraisch  ent- 
gegengesetzt. Denn  für  eine  fixe  Fläche  JKBAJ=F,  welche  an 
«iner  ixei>  Ordin^e  JÜ  anhebt  und  an  der  Anfangsordinäte  AB 
der  zwei  Flächen -^fx  veaä  ^  endet,  sind  die  zwei  mit  deA  neibl^ 
oben  ScblusSordinaten  CD-  und  EF  wie  di«  f^  und  f^  ^^end«!! 
FMchen      • 

JKDCJ=JKBAJ^ABDCA—V^fi 

mid        .   ,  • 

jkFEJ=JKBAJ—ABFEA=^F—L. 


l 


AI 
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Die  zwei  Flächen  f|  und  f2  werden  alsd  der  Fläche  F  ent- 
gegengesetzt aggregirt,  die  fi  ihr  addirt,  die  f^  aber  ihr  sab'» 
trmnirt;  mithin  sind  sie  nicht  allein  geometrisch  entgegengesetzt^ 
insofern  sie  diesseits  und  jenseits  der  gemeinsamen  Anfan&sordi- 
nate^i?  liegen»  sondern  auch  algebraisch  entgegengesetzt.  Wählt 
roao  zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  die  fixe  Fläche  F,  wie 
hier,  dergestalt,  dass  die  sieh  ihr  anschliessende  Fläche  fi.sie 
vergrussert,  und  sieht  man  Vergrösserung  als  positive  Beziehung 
au,  so  ist  fi  positiv,  folglich  f2  negativ,  wie  es  die  Rechnung  gab. 

II.  Wählen  wir  ferner  beide  Integrationsgrenzen  ne* 
gativ,  dehnen  wir  nemlich  die  Fläche  f  von  x=a:iy=OA*=—^ 
ond  y^A'B'  bis  a:=2[;=:0C=:^b  und  y^VD*  aus;  so  ist, 

o)    wenn  6  >  a  ist,  die  Fläche 


— o 


Dagegen  ei^ibt  sich,  wenn 

ß)    b<,a  nemlich  X=-^=OE'  uod  OE'<,OA'  ist.  die  Fläche 

(46)*    A'BfPE'A'^ff^k^  f~''^-\k^A(^^ 


—  O 


=  -i*M(g). 


Das6  r  und  i",  als  auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  An- 
bngsordinate  A'B*  gelegen ,  ebenfalls  algebraisch  entgegengesetzt 
seien,  erbellet  wie  früher  leicht,  wenn  man  sie  der  Fläche 
J'K'B'A'J'^Y'  anfügt.  Dass  aber  f  gerade  so  wie  fi  positiv 
sein  soll,  bleibt  noch  zu  rechtfertigen.  Dazu  müssen  sie  beide 
an  einerlei  Fläche  gefügt  werden  können,  welche  zum  Theilvon 
den  Anfangsordinaten  ABf  A*B*  beider  Flächen  begrenzt  wird. 
Eine  solche  Fläche  ist  die  Figur 

ABKL'J'AB'K!LJA^% 

Denn  an  sie  wird  die  Fläche 

A'B'D'OA'^V 

eben  so  wie  die  Fläche 

ABDCA  =  fi 

hinzugefügt  (addirt),  also  sind  sie  beide  positiv.  Dagegen  wer- 
den der  Fläche  %  die  zwei  Flächen  f'^  und  (^  entzogen  (subtra* 
hirt),  mithin  sie  zugleich  negativ. 

3* 
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Ueberdies  sind  die  zwei  gemischtlinigen  Vierecke  fi  und  P, 
woferD  OA=:OA'=a  und  OC=OC=b  ist,  wie  sich  leicht  durch 
AufeinaDderlegu^  beweisen  lässt,  congruent,  also  auch  in 
Glosse  gleich.  Da  sie  nun  auch  in  algebraischer  Beziehung  eiii- 
ander  gleichen,  so  sind  sie  völlig  gleich,  nemlich  fi=f.  Ein 
Gleiches  gilt  auch  von  i^  ^^^  ^^>  ^^'ofem  zugleich  OE=OE'  ist. 
—  Hiedurch  ist  sofort  die  GiJtigkeit  der  Gleichung  (25)  geome- 
trisch bestätiget.  * 

*  ^ 

III.  Nehmen  wir  die  untere  Grenze  negativ  und 
die  obere  positiv,  beide  aber  gleich,  lassen  wir  also  die 
Fläche  f  von  a:=^xo=''a=OA'  und  y^A'B'  in  Taf.  I.  Fig. 
2.  bis  ar=^o  =  +  «— P-^  ""^  y=^Aß  sich  ausbreiten.  Da  i«t« 
wenn  man  sich  vorstellt,  dass.  (4y  und  Oy  einander  stets  glei- 
chend, unendlich  wachsen,  also  auch  yG  und  vG^  einander 
gleich  bleibend,  unendlich  abnehmen,  die  Grenze  der  Fläche 


dx 


— a  — a  +0 

=A*B'G'yOA'  +  ABGyOA 

=  9'  +  9i- 

Diese  zwei  Flächen  q>'  und  q>i  sind  aber  offenbar  congnient, 
da  sie,  wenn  man  die  eine  bei  festgehaltenem  Punkte  O  um  einen 
gestrekten  Winkel  herumdreht,  zur  volligen  Deckung  gebracht 
werden  können. 

Denkt  man  sich  nun  auf  ein  Rechteck  A'N*NA ,  von  dem  zwei 
parallele  Seiten  Verlängerungen  der  Ordinaten  ^^  und  ^'^  sind 
lind  die  zur  A*A  parallele  Seite  N'N  noch  über  die  Fläche  q>* 
hinaus  liegt,  die  Gruppe  der  zwei  congruenten  Scbeitelvierecke 
Qp'  und  9>i,  wie  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  aufgelegt,  so  wird  diesem 
Riechtecke  A'N  einerseits  das  gemischtlinige  Viereck  tp'  ent- 
zogen und  andererseits  das  gemischtlinige  Viereck  91  an  der 
übrig  bleibenden  Fläche  O,  zugesetzt.  Somit  zeigt  sich  fp'  sub- 
tractiv  und  q>i  additiv,  oder  da  in  unseren  Annahmen  die  Addi- 
tion die  positive  Beziehung  ist,  die  91  positiv,  folglich  9'  nega- 
tiv. Weil  aber  auch  noch  tpx  und  q>*  congruent  sind,  so  ist 
9'= — 9i,  folglich  9'  +  9i=0. 

Demnach  gibt  obige  Flächenaggregation 

AN^  (9' +9i)  =^'2V+9'+9i  =  (^'iV.-9i)  +  91  =  ^+9i 
oder  auch 

und  lugleich  ist 
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(47)    A'B'G'yOi/GBAOA'=  /^"—  =0= Jl  ^=  4ll. 


—a 


Dadurch  wird  sonach  die  Gleichung  (36)  geometrisch  bestätiget» 

IV.  Nehmen  wir  endlich,  wie  früher,  die  untere 
Grenze  negativ  und  die  obere  positiv,  jedoch  die  obere 
absolut  betrachtet  grösser  als  die  untere,  lassen  wir  nemlich 
die  Fläche  f  von  i==a7o=— a  =  0^'  und  y=zA'B',  in  Taf.  !• 
Fig.  2.,  bis  a:=j^= +6=000^'  und  y^CD  sich  erstrecken., 
Da  ist,  mit  Berücksichtigung  von  Nr.  111.  und  1.,  die  ii;itegrirte 
Fläche 

(48)    A'B'G'ÜOyGDCÄ'=f'^^=f'"^^.f^'^ 

-«  -a  +• 

=  (9>'+9'i)  +  fi=fi 

I  -M^- 

In  der  That,  wenn  man  auf  das  Rechteck  AN  die  zwei  ver- 
bondenen  gemischtiinigen  nicht  congruenten  Scheitelvierecke  q>' 
und  OyGDCO=(pi-i-fi  auflegt,  so  erscheint  wieder  97' subtractiv 
oder  negativ,  und  <Pi+fi  additiv  oder  positiv,  also  9'= — 9^9 
folglich  ist  dieses  Flächenaggregat 

AN+  (<p'+9i  +fi) = A'^+  (-9i+9i)  +  fi  =  ^'^^+  fi . 

Und   dadurch  ist  denn   auch   die  Gleichung  (29)  oder  (37)  geome- 
trisch bestätiget. 


§.  21. 

•    Nachdem  wir  nunmehr  sowohl  analytisch  als  geometrisch  aufs 
Strengste  erwiesen  haben,  dass  für  jedwede  absolute  Zahl  a 


(36)  J      -=0 


und    för  die    wie  immer  algebraisch  beziehlichen  Grenzzahlen  a 
and  b 


f 


ist;    mfissen  wir  noch  prflfen,    ob  mit  diesen    festgestellteii 


3g 

Thats^chen  die  von  Cauchv,  zuerst  in  seinem  bereits  mehr- 
nials  ervVähnten  Resum^,  24.  le^on^  gelehrte  Bestimniung  der 
Werthe  solcher  begrenzter  Integrale,  die  in  ihrem  Grenzes- 
Intervall  unbestimmt  werden,  in  Einklang  stehe.  Auf  Seite  95» 
Z^ii^/7  — 18  arguraentirt  er  wie  folgt: 

>,Nach  der  bekannten  Zertheilung  des  Intervalls  der  Integra* 
tionsgrenzen  findet  man 

-,1-1 

mithin  erscheint  dieses  Integral  unbestimmt.  Um  sich  zu  versi- 
chern, was  dasselbe  eigentlich  sei,  genügt  es  zu  beachten,  dass 
wenn  man  mit  €  eine  unendlich  kleine  Zahl  und  durch  fi,  v  zwei 
will  kür  Hohe  positive  Constanten  bezeichnet,  gewissen  früher 
erwiesenen  Formeln  6)  S.  94.  gemäss,  sich  ergibt: 


10)      r^=iin.r'"^ 

-1  -1 

/^— =  lim     r^^ 
X  «=0  tj  X 


VI 


Mithin  wird  die  Formel  (9)  werden 


—1  —1  rf 

=  Iim[l(f«)  +  lQ]=lJ. 

für  das  fragliche  Integral  einen  völlig  unbestimmten  Werth 
ieten ,  weil  dieser  der  Neper'sche  Logarithme  der  willkurKcheD 

Constante   -  sein  wird.*'* 


und 
darbieten 


Zum  Schluss  nennt  er  auf  S.  96.,  Z.  18  —  22.  den  für  ft=:v 
sich  ergebenden  Werth  eines  solchen  Integrals  den  Haupt  werth 
(valeur  principale)  desselben »  der  im  vorliegenden  Falle  Null 
wird.» 

Diese  Lehre  haben  auch  Duhamel,  Moigno  und  Schl5- 
milch  in  ihre  Lehrbücher  der  Integralrechnung  aufgenommen. 

Gegen  solchen  Vorgang  Ca uchy's  müssen  wir  jedoch  Folgen- 
des bemerklieb  machen. 
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1.    In  seinen  Gleichungen  10)  sin^   die .  angeblichen  Grenzen 
keine  wirklichen,   d.  i.  bestimmte  fixe -endliche  Grenzen,    son- 
dern Dar  zur  Abkörzuns  der  Rede  so  genannte  (!)   unendliche 
Greozeo ;   weil  ja  der  Unterschied  zwischen  derlei  unbestimmten» 
salbst  nicht  fixirten.    Grossen    und   der   gegen  sie  hinstrebenden 
Veränderlichen  keinesfalls  kleiner  als  jede  beliebige  noch  so  klein 
angenommene    Grosse   zu    werden    vermag.     Für   solche    Quasi- 
Grenzen  sind  jedoch  seine  Gleichungen  6)  nicht  erwiesen.  Darum 
sagen    die   Gleichungen   10)   auch   nichts  Anderes    als  die  Glei- 
chung 9),  nemlich:  dass  die  dortigen  Integrale  b^z^^sweise  —so 
and  -f  oo  sind,  folglich  ihre  Summe  unbestimmbar  sei. 

Bei  der  Cerfallung  des  Grenzen-Intervalls,  von  — 1  bis  -f  1, 
in  die  beiden  engeren  Intervalle,  von  —1  bis  —  fte  und  von  +  vä 
bis  +1,  wurde  das  Zwischen- Intervall  von  —  fis  bis  -{-vs  ausge- 
lassen, da  eigentlich  wie  folgt  zerfällt  werden  sollte: 

weil  nur  so  alle  Grenzen  genau  an  einander  sich  anschliessen. 
Cauchy  nahm  daher  stillschweigend  an,  dass  das  von  ihm  aus- 
gelassene Mittel-Integral  bei  unendlicher  Abnahme  von  t  der 
Grenze  Null  deshalb  zustrebe,  weil  auch  seine  beiden  Integra- 
tionsgrenzen ~fi£  und  -\-vB  gegen  die  Null,  als  ihrer  unerreich- 
baren Grenze,  mit  einander  zugleich  unaufhörlich  convergiren. 
Er  setzte  nemlich 


(ÖO)         Um    r+-^=  r^^^o 


oder  auch 


-^(JLt  0 


/+0  dx 
—  =0. 


— o 

I 

Allein  bei  dieser  Grenzwerth  •  Bestimmung  ward  übersehen 
dass  die  Integrationsgrenzen  —  fte,  -\-ve  nicht  gleichen  Schrit- 
tes ihrer  gemeinsamen  Grenze  Null  zueilen,  was  unerlässlich 
bleibt.     Darf  man  ja  bekanntlich  auch  nicht  sich  erlauben,  etwa 


oder 


|.      sinfic sinO 

f=0      VB  0  '"" 


hm  =  -TS— =  1 


IL  dgl.  zu  setzen,  so  lange  fiB  und  vt  also  auch  fi  und  v  ven  ein- 
ander verschieden  sind,  wohl  aber,  wenn  sie  unter  sich  völ- 
lig gleich  sind. 

Fordert  aber  0 auch y's  Annahme  (50)  unbedingt,  dass  fi=:v 
•ei,  so  verwandelt  sich  seine  Gteichnng  II)  noth wendig  in 
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J      -=U=-0; 

mithin  besitzt  dieses  Integral  keineswegs  einen  nnbestimmten,  also 
auch  keinen  Hauptwerth^  sondern  lediglieh  einen  einzigen 
ySlIig  bestinrimten  Werth,  und  dieser  ist  mill,  wie  er  auch  von 
uns  nach  der  2ten    Bestimmungsweise  in  §.  18.  gefunden  wurde. 

Suchen  wir  zur  vollkommenen  Vergewisserung  noch  den  rieb- 
tigen  Werth  des  aus  11)  weggelassenen  Mittel -Integrals 

+^*  dx 


s 


X  # 

bei  der  Annahme,  dass  ft  und  v  ungleich  seien.  Da  finden  wir, 
zufolge  der  Gleichungen  (28),  (29)  und  (36)  dann  nach  §.  5.  : 

1)  wenn  ft<v,  also  fif<vf  ist, 

X        J  X     V  X    "  ft£"~    f*  ' 

—fte  -fii.  ^fxe 

2)  wenn  ft>v,  also  fi€>.v€  und  — fu<— va  ist, 

X  "J  X  ^J  X  ""    -fif  "*"""(*' 

—fit  —fxt  —ve 

Und  wirklich,  wenn  man  in  Cauchy's  Gleichung  11)  das  man- 
gelnde  Mittel -Integral  an  seine  richtige  Stelle  einschiebt,  zeigt 
sich  dieser  Werth  als  die  erforderliche  Ergänzung.  Denn  so  fin- 
det man 

—1  -1  — .0£  -\-Vf 

=  l^+l-  =  l^=ll  =  0, 

'   welcher    Werth    allein    mit    allen    unseren    früheren   Ergebnissen 
übereinstimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die,  in  §.  18.   4te  Bestimmungsweise  auf- 
gestellten Lehren  ist  nun  leicht  wahrnehmbar,   dass  ähnlich  auch    . 
überhaupt  in  allen  jenen  begrenzten  Integralen  von  der  Form  -. 


(p(x)dX  y 


— a 


deren  Differential  Coefficient  q>{x)  mit  seiner  VeranderLiehen  x  w-- 


fMch  sein  Vorzeichen  ändert  und  für  x^^O  unstetig  wird,  C'au- 
cliys  Lehre  von  den  sogenannten  Hauptirerlhen  solcher  unbestimmt 
•werdender  begrenzter  Integrale  eine  strenge  Prüfung  nitht  bestehe. 

Bemerkung  des  Herausgebers. 

Oa  die  vorhergehende  Abhandlung  hau pt^ficli lieh  gegen  eine 
VOM  Cauchy,  Schlümilch  und  mir  veitheidigte  Aneiclit  gerich- 
tet ist,  so  glaube  ich,  obae  mich  hier  irgend  in  Weitläußglceiten 
einlassen  zu  ivollcn,  doch  Folgendes  bemerken  zu  müsfc-en,  und 
xwar  um  so  mehr,  weil  die  tu  Rede  stehende  Ansicht  wohl  bei 
allen  den  Mtitbematikern  Eingang  und  Annahme  gefunden  hat, 
weiche  sich,  go  /u  sagen,  der  äcbule  in  der  Analysis  ange- 
schlossen haben,  die  noch  neuerlich  erst  von  einigen  verdienten 
MtUhematikern  mit  dem  Namen  der  neueren  kritischen  Schule 
Whrt  worden  ist;  hevorworte  aber  ausdrücklich,  das»  ich  durch 
die  folgenden,  abäichtllcb  mügllcbst  allgemein  gehaltenen, 
ganz  kurzen  Bemerkungen  dem  geehrten  Herrn  Verlasser  der  obi- 
gen Abhandlung  keineswegs  etHu  Behauptungen  unterschieben 
will,  die  derselbe  vielleicht  gar  nicht  gemacht  hat  oder  hat  ma- 
chen wollen.  Ich  glaube  nämlich,  dass  es  weder  Cauchy  noch 
irgend  einem  Anderen  eingelallen  Ist,  geradezu  zu  Itehunpten  oder 
such  nur  etiilschweigend  anzunehmen,  dass  es  geradezu  unmug- 

/dx 
—  unter  einen  ganz  allgemeinen  Ausdruck  zu  bringen. 

Sa  lange  ai^er  Cauchy  das  Reelle  und  ImaginSre  in  derAnalysis 
Clterall  streng  vnn  einander  sondert  und  aus  einander  hält,  was 
nach  meiner  Ansicht  gerade  mit  einen  Haiintpunkt  in  seiner  ge- 
satumten  so  hüchat  ausgezeichneten  Darstellung  und  Begründung 
der  Analysis,  der  an  wirklicher  niuthenialischer  Strenge  bis  jetzt 
otivas  Anderes  nicht  gleich  kommt,  ausmacht;  so  lange  also  o^ich 
nur  von  Üifferentialquotieu  ten  im  eigentlichen  Sinne 
*«B  reellen  Functionen  gesprochen,  und-  das  Imaginäre  mehr 
nur  symbolisch  auft;ei'asst  wird,  was  also  natürlich  auch  um^- 
kehrt  in  die  Integral  rech  nnng  zu  übertragen  ist:  so  lange  wird 
er  berechtigt  sein,  die  Schreibart 


/^ 


\.a; 


weiche  das  Integral  eben  nur  als  reell  auffasst,  für  die  allein  rieh- 
tige  anzusehen.  Auch  in  meinen  Schriften  ßher  Diflerential-  und 
Integralrechnung  fasse  ich  ursprünglich  durchaus  nur  das  lieclle 
in'«  Auge,  und  weiss  in  der  That  auch  Iieute  noch  nicht,  wie 
üdi  den  Begriff  der  Gränze  n\a  solcher  im  eigentlichen 
Sinne  auf  das  Imaginäre  ohne  Weiteres  übertragen  boII,  eben 
M  wenig  wie  dies  Oanchy  wissen  wird.  Die  obige  Abhandlung 
hAe  ich,  um  auch  entgegengesetzten  Ansichten  Gelegenheit  au 
sehen,  nirh  geltend  zu  machen,  gern  im  Archiv  abdrucken  lassen. 
Bin  aber  durch  dieselbe  in  meiner  Grundansicht  von  der  Sache 
nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  worden,  so  wie  ich  auoh 
durch  die  bei  vielen  analytischen  Entwickelungeu  gemachte  Erfab- 
rune  langst  von  der  Vnrtrefilichkei'  der  obigen,  vor  allen  Fehl- 
gri^n    in  der  kürzesten  und  einfachsten  Weise  sicher   stellenden 


SbS 


Si'hreibart  überzeui;!  tiurden    liiu.      [)a88   bei  allen  AuweodunM 
der   Uiflerential-  und   Integralrechnung  Unterbrechung  eil    der  SM 
lijikeit  flberali  foltstSndig  vermieden ,  und  die  Fälle,  "o  sie  aid 
linden,  jederzeit  besonders  discntirt  werden  müssen,  ist  eine  Sacti« 
die  eich  jetzt  so  sehr  von  selbst  versteht,  dass  sie  besonders  j^a 
nicht  mehr  bemerkt  zu  nerdon  braucht,  und  deshalb  auch  imm« 
stillschiveigend  als  selbstv  erstand  lieh  anueuoromen  wiril.  Im  Grund 
aber  scheint  mir  der  geehrte  Herr  Verfasser  der   obii^en  Abhand 
hrng,  wenn  ich  denselben,  »vas  ich  ausdrücklich'  bevorworfc 
überall  richtig  verstand  en  habe,  nicht  eiamal  so  sehr  v 
scntlicb    von    Caucfay  abzuweichen,  ivnbei  ich  es  übrigens  jel 
gaiw  dahin  gestellt  sein  lassen  will,    ob  von  demselben  ganz  g 
würdigt  worden  ist,  dass  der  genannte,   namentlich  durch  höchst 
Strenge  und  Evidenz  bis  jcttt  unübertroffene  Mathematiker,    vi 
schon   vorher    bemerkt  wurde,   überall  das  Reelle  und  ImagiiiBf 
mit  der  erüssten  Strenge  und  scrupulilse^ten  Genauigkeit  a 
ander   hSlt.      WeitlSuGeer  hierüber  zu  sein,    ist  jetzt  nich' 
Absicht.      Mögen  die  Leser  sich  ihr  Crtheil  selbst   bilder 
habe  liier  ein  Urtheil  über  die  obige  Abhandlung,    die  ich  San 
absichtlich  aurgenommen  habe,   nicht  aussprechen  vrnllen   und  I 
meiner  EigeiischaFt  als  Herausgeber  auch  fSglieh   nicht  ausspra- 
chen   kSnnen;    aber   so  viel  glaube  ich  nochmals  wiederholen  ztf 
dürfen,  dass   ich  in  meiner  Grundansicht  über  die  Sache  durch  T 
diese  Abhandlung   nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  worden  j 
bin,  und  inieh  der  nach  meiner  Ansicht  nach  wie  vorher  sehr  vori_|_ 
trefilichen  Cauchy'schen  Schreibart,  die  in  grösster  Binfacbhei 
und  Eleganz  vor  alten  Fehlgriffen  sicher  stellt,  fortwährend  bedb 
nen  werde. 

Der  wissenschaftliche  Stand  der  Sache  Ißsst  sich  In  der  ein« 
facheten,  kürzesten  und  bündigsten  Weise  so  aussprechen: 

.So  lange  man  in  der  Hiffgrenliatrec hntinq  nur  beweist 
and  beweisen  kann,  dass,  den  Differentialquotienten  als  wirklich» 
GrSnze  im  eigendichen  Sinne  aufgefasst,  wasnur  bei  reellen 
Grössen  möglich  ist,  nur  für  positive  x  und  we 
Werlh  dieses  LogaiithmuS'  bezeichnet, 

ist,  so  lange  kann  und  darf  man  auch  nmgekelii't  in  der  Inteijrat- 
recknunq  nur 

das  obere  uder  untere  Zeichen  genommen,  je  tiachdeni  jt.  positiv 
oder  negativ  ist,  oder  kürzer  und  eleganter 


netten 


/' 


'öx^  1 


setzen. 

Und  so  lanse  dit-se  Auffassung  nchlig  ist,  hat  auch  der  Hei^ 
Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  das,  was  ich  namentlich  b 
dem  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  In  der  hühe 
ren  Anaiysis.  Leipzig.  ISm  S.  158  gesagt  halic,  nicht 
widerlegt.  «'  '■ 
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II. 

Bemerkunipeii    zur    ConTer^enz    der 

unendlichen  Reihen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrar  an  der  Realschule  za  Stralsund. 


L  In  den  folgenden  Blättern  beabsichtige  ich  einige  Unter- 
sncbongen  über  die  Grenzen  der  Summen  convergenter  Reihen 
za  verOffentiichen.  Sie  sind  hervorgerufen  durch  das  Studium 
dnes  Satzes  von  Cauchy.  der  so  lautet  (Coürs  d'Anaiyse 
p,   131.): 

»»Lorsque  les  differens  termes  d'une  s^rie  sont  des  fonctions 
d'nne  m^me  variable  o?,  continues  par  rapport  ä  cette  variable 
danjs  le  voisinage  d'une  valeur  particuliere  pour  iaquelle  ia  s^rie 
est  convergente,  lasommede  Ia  s^rie  est  aussi,  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur  particuliere,  fonction  continue  de  x.*' 

Die  Analysten  haben  von  diesem  Satze  vielfachen  Gebrauch 
gemacht,  namentlich  um  die  Entwickelung  der  Logarithmen  und 
Kreisfonctionen  in  unendliche  Reihen  mit  Hülfe  der  Binomial- 
reihe  zu  bewerkstelligen ,  und  selbst  im  Eingange  der  Differential* 
rechnung  spielt  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  eine  Rolle,  in- 
dem man  sich  nur  an  die  Entwickelung  des  Differentials  der  Ex* 
ßoneotialgrusse,  sowie  man  selbige  in  Herrn  Cauchy  s  Schriften 
est,  zu  erinnern  braucht. 

Ich  glaube  den  grossen  Verdiensten  Cauchy's  um  die  Wis- 
senschaft nicht  zu  nahe  zu  treten,  wenn  ich  den  angeregten  Satz 
Ar  nnricbtig  erkläre,  and  es  dürften  die  folgenden  Betrachtungen 


••%.- 


u 

geeignet  sein,  zu  zeigen,  wie  ausserordentlich  vorsiejitig  man  mit 
den  unendlichen  Reihen ,  selbst  im  Falle  ihrer  Convergenz ,  um- 
gehen muss. 

Die  Richtigkeit  meiner  Behauptung  zeigt  sich   zunSchst    am 
mehreren  Beispielen.    So  ist  die  Function  « ' 

ar*»(l— .r)  +^«»+«(1—07)  +  Äa«+*(1— ar)  +  etc. , 

welche  bekanntlich  für  jedes  a:,  dessen  numerischer  Werth  klei- 

ner  als  1  ist,  die  Summe  ^ir  ^^^>  unstetig  für  x=l ,  da  sie  filr 
Riesen  Werth  verschwindet,  während  ^j--  gegen  die  Grenze  -^ 
conyergirt,  wenn  a;  sich  der  Einheit  nähert.  * 

Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  folgende  Reihe: 
^j<pz=zsinq> — aS>in2q>-{-  s-sinS^» —  etc., 

welche  bekanntlich  ftlr  alle  Werthe  von  q>  zwischen  — n  and  +i^ 
convergent  ist  Diese  Function  ijst  unstetig  fflr  ac=—- tt  und  q>=!:+np. 
denn  sie  verschwindet  für  q)=^n,  während  sie  für  9=^(« — a). 


wo 


a  positiv  und  kleiner  als  1,  den  Werth  +(-5 —^3-}  erlangt. 


Mit  anderen  Worten:  es  ist  unrichtig,  wenn  man,  um  die 
Grenze  der  Summe  einer  convergenten  Ifeihe  zu  bestimmen,  ia. 
jedem  einzelnen  Gliede  zur  Grenze  übergeht  und  das  Aggregat 
dieser  Grenzen  nimmt.  Und  diese  Bemerkung  bezieht  sich  nicht 
etwa  blos  auf  einzelne  Ausnahmen  von  einer  allgemeinen  Regel,, 
sondern  es  wird  aus  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zur  Ge- 
nüge erhellen,  dass  die  beiden  Grössen 

Lim[9i(ar)  +  <;P2(^) +93(0:)+...]  und  Limg7i(a:)+!Limg>2(^)+ 


nur  in  besonderen  Fällen  dieselben  Werthe  haben,    wenn   beide 
Reihen  ins  Unendliche  fortgehen. 

Man  darf  z.  B.,  wie  in  vielen  neueren  Schriften  zu^  lesen,  mtuk 
der  Gleichung 

i        11 

(l+aar)«=l+af +  2a:ar(l-«)+6af»(I— «)(1— 2a)+ etc;,  . 

wo  die  Coorergenz  von  a:= bis  x=:-\ —  stattfindet,  nicht  ohne 

eine  anderweitige  Untersuchung  die  foigeode  Gleichung  herleitenigl: 


V    V 


-  1  1 

Lira  [(1 -f  aar)**]  ~l-f-ar+-^;ra?+^ar'+  etc., 

WO  das  Zeichen  Lim.  bedeutet,  dass  a  gegen  Null  convergiren  soll. 

Ebenso  ist  die  Differentiation  einer  unendlichen  conversenten 
Reibe,  auch  wenn  die  resuitirende  Reihe  noch  convergirt,  im  AU- 
^meihen  nicht  zulässig.- 

Es  sei  z.  B. 

m 

F(a:) = /p(sc)  +  (pi  (x)  +  (p^{x)  + ..... 


Ar  einen  bestimlaten  Werth  y  von  x  und  fftr  die  Nachbarwerthe 
von  y^  also 

^(y) = 9>(y) + 9i(y) + 9a(y) + > 

F(y+0  =  9(y+0  +  <pi  (y+t) + ^»(y+i)  + ; 


wo  i  eine  endliche  Grosse  bedeutet,  so  beschaffen,  dass  obige 
Reihe  von  ^=y  bis  xz=.y-\-i  fortwährend  convergent  bleibt.  Da 
^  Subtraction  zweier  convergenter  Reihen  wieder  zu  einer  con- 
▼ergenten  Reihe  führt,  so  kommt 

/Xy+i)— F(y)  _  y(y+t)— y(y)       yi(y-fO--yi(y)  .  ^^^ 

Lässt  man  nun  i  sich  der  Null  näheru,  so  gehen  die  Glieder 
in  ihre  Ableitungen  über,  es  folgt  aber  nicht 

F'  (y)  =fp\y)  +  <p\(y)  +  q>'^{y)  +  etc. , 
wenn  immerhin  die  Reihe  rechter  Hand  convergent  ist* 

2,    Um  in  ein  näheres  Detail   unseres  Gegenstandes   einzu- 
dringen, «ei 

u\,  u^^)xy  u^^^xy  m(3)^  etc. 

eine  von  ar=j3— t  bis  x:=ß  convergente  Reihe,  und  alle  ihre  Glie- 
der Gar  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  stetige  Func- 
tioiieD  dieser  Variabein.    Setzt  man 

/(jj— i)  =  ttO^-.,  +  M(i)/5-£  +  ti<2)^_,-  f  etc., 

so  fragt  sich,  welchen  Werth  Lim.  f(ß—t)  hat,  indem  i  sich  der 
NuÜ  nähert.  Bezeichnen  wir  die  Grenze  von  uö»)«,  indem  x  ge- 
gen ß  convergirt,  mit  u^^ß,  setzen 

s=:u9ß  +  ui^)ß  +  ti^^^ß  +  etc. , 

und  betrachten  die  Differenz 


i 


/ 
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*— Aß-i)  =i=  (u^ß  -«V«)  +  («^^V— «^'^i^-0  +  (ui^^ß-m^^ß-i)  +  etc. ; 

die  Glieder  dieser  unendlichen  Reihe  werden  sich  mit  i  zugleich 
der  Null  nähern^  aber  es  braucht  deswegen  Lirnfs — f(ß—()]  nicht 
=0  zu  sein,  kann  vielmehr  einen  sehr  Deträchtlichen  Werth  ha- 
ben. Hiernach  haben  wir  uns  mit  folgender  Frage  zu  beschäf- 
tigen : 

„Es  sei  9(j?)  =  ü®a:+v(^^x+»^^)i;+  etc.  eine  unendliche  Reihe» 
convergent  von  x=ß — i  bis  x=zß,  wo  t  eine  endliche  Grosse  be- 
deutet, die  sehr  klein  sein  kann;  es  nähern  sich  ferner  alle  Glie- 
der der  Null,  wenn  x  gegen  die  Grenze  ß  geht.  Unter  welchen 
Bedingungen  i^t  q)(ü^)  gleichzeitig  mit  ß — x  uoendlich  klein  ?^' 

Eine  allgemeine  Losung  dieser  Aufgabe  dürfte  schwerlicb  er« 
reicht  werden  können.  Ich  werde  indessen  einige  Theoreme  über 
diesen  Gegenstand  entwickeln,  welche  bei  vielen  analytischen  Un- 
tersuchungen einigen  Nutzen  gewähren  dürften. 

3.  Erstes'  Theorem.  „Es  sei  v^x$  t^^*  'o^^^x^  etc.  eine 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  für  den  Werth  ß  von 
it  und  für  die  Nachbarvi^erthe  von  ß  (nach  einer  Seit!) 
hin  ist  nur  nothig)  stetige  iPunctionen  von  x  sind,  unil 
sich  der  Null  nähern,  wenn  x  gegen  die  Grenze  j9.  geht^ 
auch  sei  die  Reihe  für  die  bezeichneten  Werthe  von  af 
immer  convergent  Bezeichnet  man  nun  den  absoluten 
Werth 

von    t?(«):r  +  ü("+^^x  +  ©("+*>x+    Ctc.    mit    /2("):r, 


so  wird  die  Summe  der  obigen  Reihe  mit  ß — x  unend- 
lich klein,  wenn  sich  ein  Werth  |  von  x  ansehen  iäsAt« 
so  dass  der  Werth  /2('*)^  nicht  kleiner  ist  als  alle  die- 
jenigen Werthe  der  Function  R^^^x»  welche  sie  von  d:=:| 
bis  x=zß  erlangt,  und  zwar  unabhängig  von  den  beson- 
deren Werthen  der  Zahl  n,  wenigstens  nachdem  diese 
eine  bestimmte  Grenze  überstiegen  haf 


Beweis.    Es  bedeute  noch  s^^h  den  numerischen  WerÄ  von 

v^x  +  t?(*)x  +  ...  +r(**—^)  X  f   so  dass  nun 

■        ■      » 
ist,  wo  die  Vorzeichen  beliebig  sein  können.  .. 

Da  die  Reihe  für  x=^  convergent  vorausgesetzt  «ist,  so  kann 
man  einen  so  grossen  Werth  w'  von  n  angeben »  dass  /^"'^^^g-e, 

wird,  wo  ?  eipe  beliebig  kleine  positive  Grosse  bedeutet;  zugleich'aittf 
man  annehmen,  dass  der  Rest  /2<")x  die  im  Lehrsatze  ausgesprdK 
ebene  Eigenschaft  von  n=:n'   bis  n:=zco    habe.    Wenn  nun   die 

Summe  £("')|:  ebenfalls  schon  <H-e  ist,  so  folgt  s("')^+/2(«')^<  «. 
Wenn  aber  jene  Bedingung  nicht  stattfindet >  so  kann:  man.  eipei^ 
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Werth  J'  zwischen  §  und  ß  angeben,  8o  dass  «(«')^.  wirklich  <^f 

wird,  indem  die  Summe  s^^'^x  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dero  besteht«   welche  mit  ß  —  x  unendlich  klein  werden;    nun  ist 

vermöge  der  Annahme  Ä(«')^,       ß(«')^,  folglich  ist  auch  Ä(«')^.  < -6, 

also  wie  vorhin  5("')^/+Ä^"')|^' <6.  —  Hieraus  folfft  weiter,  däss 
der  absolute  Werth  von  q>(x)  für  die  vorhergehenden  Werthe  von 
X  und  n  ebenfalls  <€  ist,  und  da  diese  Schlösse  gelten,  wie 
klein  b  gedacht  werden  möge,  so  folgt,  dass  (p(a:)  dich  der  Null 
n&hert«  indem  x  gegen  seine  Grenze  ß  ^eht. 

4.  Zweites  Theorem,  ^„Es  sei  u^x,  u(^)x,  9^x  etc.  eine 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  für  den  Werth  ß  von 
X  und  für  die  Machbarwerthe  von  ß  stetige  Functio- 
nen von  X  sind,  und  sich  der  Null  nähern,  wenn  x  ge- 
gen die  Grenze  ß  geht;  alle  Glieder  seien  ferner  po- 
sitiv von  einem  bestimmten  Giiede  an,  und  die  Reihe 
immer  convergent,  für  die  bezeichneten  Werthe  von 
X,  Wenn  es  nun  einen  Werth  |  von  x  giebt,  so  dass 
f/A^  glicht  kleiner  ist  als  alle  diejenigen  Werthe, 
welche  v(")x  von  :r=|  bis  x=^ß  erlangt,  und  zwar  unab* 


hängig  von  den  besonderen  Werthen  der  Zahl  n,  w 
nigstens  nachdem  diese  eine  bestimmte  Grenze  übe 
schritten    hat,  so  wird   die    Summe  der    obigen   Reil 


we- 
er- 
he 
gegen   Null    convergiren,    wenn   x   sich   der    Grenze    ß 
näfiert." 


Der  Beweis  dieses  Theorems  reducirt  sich   auf  das  Vorher-, 
gehende. 

Man  denke  sich  nämlich  einen  Werth  n'  von  9t,  so  dass  nicht 

nur  e(*')|  die  im  Satze   ausgesprochene  Eigenschaft  hat,  «sondern 

*  ■  , 

aach  r(i»)|  fortwährend  positiv  bleibt  för  p  r*  n '   und  für  jedes  x 

zwischen  ^  und  ß.    Es  ist  dann,  indem  ^'  einen  beliebigen  Werth 
zwischen  |  und  ß  bedeutet, 

r<«»')^=t?(«')|' ,  t?(»'+i)^^t>(«'+i)^r,  t>(»'+*)|^r^tj(»'+«)|'etc., 
»^Ol  -f  ©(«'+1)^  +  ü(«'+2)^  4-  etc.  T  t?(«')|'  +  V  (»'+1)^'  +  ©(«'+2)|,  +  etc., 

d.  i.  iZ(«')^  ^  JBM^s 

ireiniiis  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  nach  dem  ersten  Theorem 
«rhetit 


ö.  Untersucht  man  die  Reihe  1— Jr,  ar(l— ^),  x^\^-^x)  etc., 
80  wird  man  finden,  dass  die  Bedingungen  des  zweiten  Theorems 
nickt  sänuntlieh  erfüllt  sind.  In  der  That  ist  die  Sumkne  dieser 
Bdht  «nstetig  für  xr=:L 
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Man    hat  hier    t(»)4r  =  a:«(l— ar)  =  i/;(a:),    also   die  AbleitoDg. 
i/;'(a:)  =  («+l)ar«-^f  •— r-|  —  ^  J     Da  diese  positiv  für  a;<— xif 

negativ  für  a?>     ,-|-,    so    folgt  bekanntlich »    dass    die    Function 


fUCx)  bis  j;= — i-T  fortwährend  wächst,   vo^i   a:  =  — r^  bis  a?  =  l 

w+i  n-f- 1 

fortwährend  abnimmt.    Wie  nahe  nun  auch  der  bestimmte  Werth 

Lder  Einheit  kommen  mag,  man  kann  n   gross   genug  nehmen, 
.88  ^(x)  wächst,  d.  h.  es  lässt  sich  kein  Werth  |  von  x  ange* 
ben,  so  dass  i?(n)^  alle  Werthe  von  ©(«)*  von  ar=|  bis  ar=l  öbet* 
treffe,  unabhängig  von  n.      Also   findet  das  Theorem  hier  keine   \ 
Anwendung. 


6.    Betrachten  wir  ferner  die  unendliche  Reihe 

Qq,  OiXi  a,^^,  a^x'^9  etc.» 


f 


und.  nehmen  zuerst  an,  dass  alle  Coefficienten,  sowie  auch  :r,  po^, : 
sitiv  seien.    Ist  diese  Reihe  convergent  von  x=y  bis  x=y-{-if  wo 
y,  %  positiv  sind,  so  folgt 

^    \  .  1 

J. 
/'(y+0-Ar)=«i»+«2[(y+0*-y*]  +  etc. 

Da  «n[(y  +  i)"  —  7**]  fortwährend  positiv  bleibt  und  stets  ab- 
nimmt, indem  i  sich  der  Nnll  nähert,  fiir  jedes  n,  so  wird  nach 
dem  zweiten  Theorem  f(y+t) — f(y)  mit  i  unendlich  klein  ^  d.  h. 
f(x)  ist  stetig  für  x=:y. 

Sind  die  Coefficienten  nicht  alle-  positiv,  so  seien  Aq,  Ai,  A^- 

etc.  ihre  absoluten  Werthe.    Wenn  aisdann  die  Reihe 

■  ■  •'i 

Aq,  AyX,  A^x^,  etc. 

i 

von  x=^y  bis  ar=y+i.convergirt,  wo  y,  i  positiv  sein  sollen,  so 
folgt  wie  vorhin,  dass  -4ii+A2[(y+*)*"~y^]+  etc.  mit  t  unendlich 
klein  wird,  folglich  wird  ait  +  ö2[(y+0* — )^]  ebenfalls  unendlich 
klein  mit  u 

Unter  den  nämlichen  Voraussetzungen  wird  fiy) — f(^ — t),  we 
t  positiv,  sich  mit  %  gleichzeitig  der  Null  nähern. 

Der  Fall,  wo  negative  Werthe  von  x  in  Betracht  kommen^ 
lässt  sich  auf  den  vorhergehenden  zurückführen.  Denn  macht  .pm  \ 
xzzi — y,  so  verwandelt  sich  die  gegebene  Reihe  in  cto»  "^.^l^ah  * 
^iiy^y  ' — ^3y^9  etc. ,  wo  nunmehr  y  eine  positive  Grosse  ist.    Man  ' 

ist  somit  zu  folgendem  Satze  gefangt: 

■  •      * 

Drittes  Theorem.  „Wenn  die  unendliche  Reihe 
Oq,  UiXy  a^x^fGtc.  von  x=zßjhi  bis  x  =  ß  convergent  bleibt^ 
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nachdem  alle  Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe 
reducirt  worden  (in  welchem  Falle  die  Reihe  bekannt- 
lich »e-lbst  convergirt),  so  ist  ihre  Summe  in  diesem 
Intervall  überall  eine  stetige  Function   von  x*** 

7.     Die  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen    sind  immer  zu- 
iissig»  wenn  die  Reihe 

«1*%  ö2[(r+0^~y^]»  «3[(y+0'-y'].  etc. 

ioeb  convergent  bleibt»  wenn  an  Stelle  der  einzelnen  Glieder  ihre 
iHimerischen  Werthe  gesetzt  i^^'erden.  Findet  diese  Bedingung 
aber  hiebt  statt,  was  sich  namentlich  an  den  Grenzen  des  !ßter- 
valls  von  x  häufig  ereignet,  so  scheint  mir  die  Behauptung,  dass 
«0+01^+0^^-1-  etc.  für  j::=7:  stetig  ist,  im  Allgemeinen  nicht  zu- 
lässig zu  sein.  —  In  der  Regel  genügen  aber  die  nach  Potenzen 
von  X  fortschreitenden  Reihen  den  Bedingungen  des  dritten  Theo- 

das  Verhältniss  bei  unendlich  wer- 


I 
reiDS  u.  a.  immer,  wenn 


On 


dendem  n  gegen  eine  bestimmte  Grenze  h  geht,  da  alsdann  die 
Convergenz   der  Reihe  der  absoluten  Werthe  von   ar= — j-  bis 

x^z\  j    stattfindet,  wenn  auch  nicht  immer  für  die  Grenzen  selbst. 

Ein  Fall  der  Art,  wo  man  zu  besonderen  Betrachtungen  seine 
Zoflucht  nehmen  muss,  ist  folgender: 

Angenommen,  es  sei  schon  erwiesen,  dass 

111 

l(l+.T)=:a;— 2  ^^+3  ^^"""4^+®*^*  * 

ffir  jedes  a;<l,  man  wisse  aber  noch  nicht,  dass  'diese  Gleichung 
ftr  ar=l  gelte.    Alsdann  setze  man 

5=1  — 2+3 -4  +  «tc. 
ind  betrachte  die  Differenz 

t -  l(l+ar) =1  --o:  ~  \ (1-ar«)  ^  j  (l— ar»)—  etc. 

Auf  diese  Reihe  kann  aber  das  zweite  Theorem  nicht  angewandt 
werden,  da  die  Glieder  eine  divergente  Reihe  geben,  wenn  man 
nt  auf  ihre  absoluten  Werthe  reducirt.  Wir  haben  daher  einen 
ttdero  Weg  einzuschlagen. 

Es  «ei.sf")«  der  absolute  Werth  von  der  Summe  der  n— 1  er- 
sten iSlieder,  W<^)x  der  absolute  Werth  des  Restes  der  Reihe,  also 


i'Ä^«>*=T 


1— a;«  .  1— a:»+i      1— a:"+2 


n 


~     n+1 


w+2 


±  etc.. 


Theil  XX. 


Zunäcbst  lässt  sich  zeigen»  dass  —  (1 — ^)    fortwährend  ahDiin 

indem  n  wächst,  wenn  dieses  nur  erst  eine  gewisse  Grenze  iil 
schritten  hat.  Die  Grösse  nx*  nShtrt  sich  bekanntlich  der- 1 
als  Grenze  mit  unendlicji  werdendem  n  {x  ist  nämlich  ein  äcl 
Bruch);  es  muss  sich  mithin  ein  Werth  n'  von  n  angeben  lass 
so  dass  nx^  von  n=^n'  bis  9t=QD  stets  kleiner  als  die  EinI 
.bleibt»  alsdann  ist  um  so  mehr  «ar"<l+a:+a:^+.. +a''»-^  wer 

leicht  folgt  —  >     i^,^^,^2^,.,.^.^n—  d.  1.  >  -jz^.    o 

>  -^ — -n — •  —  Die  Glieder  von  /?(»)*  werden  demnach,  ns 

dem  n  den  Werth  n*  erreicht  hat,  fortwährend   kleiner,  wor 
sich  leicht  ergiebt 

^  « 

für  ein  bestimmtes  x  und  von  n=:n^  bis  n=QO. 

Der  angenommene   Werth   von'o:  heisse  |;   «  bedeute  e 
beliebig     kleine    positive    Grösse.        Man    nehme    einen   We 

1—1*      1 
V  von    n   zwischen    n*    und    do,     so    dass   <o€wird,  m 

immer  möglich,  alsdann  wird  auch  /2('')|  <  ^e  sein.    Ist  nun« 

l       - 

nicht   <  Q-£,  so  lasse  man  ^  so  lange  zunehmen,  bis  diese  Sum 

1        .  1 

wirklich  kleiner  als  ^b  wird,  so  dass  z,  B,  *(*)|'  <ö'f>wo£'z 

sehen  |  und  s  liegen  soll,-  Da  nun  offenbar  < 


V 


V  V 

1—1*  1  1--J'*  1 

und  "^  9^  ^^^*  ®®  ^'^d  "™  ^®  mehr  -^^ —   ^Kh  folgl 

auch  JRC*)!^  >  <  g^  «,  «<*)^fH^ß(»)^'  <  €,  mithin  *-|()+i?r)  absolut  < 
und  da  £  beliebig  klein  sein  kann,  so  fqlgt  Lim.l(]-|-ar)=jp,  o 

■•'■■■■'■■       1     'l  ■    1     ■    '■  ■       '^ 

■         12=1-2.  + J.-J+ etc. 

.  '       .  •  ■  "  ■     I  ( 

\ 

8.  Endlich  will  ich  nach  den  vorhergehenden  Princlpien^  e 
Methode  verbessern,  deren  sich  ältere  Mathematiker,  nach  d 
Vorgange  Eulers,  bedient  haben',  um  die  unendlichen  Reihen 
den  Sinus  und  Cosinus  eines  Bosens  zu  finden.  (Introd.  in  A 
lysin  inf.  P.  I.  Cap.  MII.  p.  08.)  . 
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t 

Diese  Mcdiode  knüpft  an  die  beiden  biskannten  Reiheii'ab: 
cosii^  =  (l— 7iatg*ar+W4tg*a: — etc.)cos"a:, 
sin  n^= (7t|  tgof — %  tg^a:+«5tg*a:  —  etc.)  cos*ar ; 

wo  n|,  n^,  7139  efc.  BinömialcoefBcienten  bedeuten.  Diese  Reiben, 
welche,  wenn  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  ins  Unendliche  fort- 
geben,  convergiren  für  jedes  a:,  dessen  absoluter  Werth  kleiner 

als  j  ^  ist. 

Setzt. man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  -— «m  statt  n,  wo 

1 

«positiv  sein  soll,  y^=mx  und  —  =  ^,  so  kommt 

e.,cos^.^=l-H|  (^my  ,  (!±£^^(tiMy  _  etc. 


Es  sei 


c=\-^ 


yt 


y 


1. 2''"  1.9.3.4      i.'i...6+  **'^' 


welche  Reihe  ans  der  vorhergehenden  resultirt,  wenn  man  in  je- 
dem Gliede  zu  seiner  Grenze  für  g)=ö  äberjteht,  und  von  y= — 'Oe 
Usy=-|-ai  .convergent  ist.    Es  bezeichne  ferner  <p{q)  die  Reihe 

flir  coByco^oy.    Wir  wollen  beweisen,   dass  C—<f){Q)  sich  mit  9  ' 
gleichzeitig  der  Null  nähert. 

Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  Differenz  der  beiden  Reihen 


*'  + 1.2^  1.2.3.4 +1.2..6+  ®'^*'  ' 


»— -r  I2T  12.3.4  Tj  2.  ß-r  "iv., 

TOB  denen  die  erste  fSr  jedes  y,   die  andere  för  alle  y  zwischen 
—  j-  und  +  j-  convergirt.    Man  hat 


1 

o 


etc. 


4* 
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Diese  Reihe  genil^  allen  BediDgiingen  des  zweiten  Theoreins, 
denn  alle  Glieder  sind  positiv,  und  werden  immer  kleiner»  wenn  q 

abnimmt,  da  dies  von  dem  absoluten  Werth  der  Grosse  — ^   er- 

wiesen  werden  kann  *).  Es  convergirt  also  f(Q)—s  gleichzeitig,  mit  ^ 
Q  gegen  Null,  folglich  auch  (S--^(p(q),  da  diese  Grosse  absolut  nie-  ^ 
mals  grösser  als  die  vorhergehende  ist 

Geht  man  nun  zu  den  Grenzen  über**),  so  kommt 
cosy  -  J      12  +  1. 2, 3. 4     1.  2...  0  +  ^^^'  Uis  3^  =  +  «V 

■ '  ■  •  n 

Auf  fthnliche  Art  gelangt  man  mit  Hfllfe  der  Reihe  fiir  sinn^r    .; 
zu  der  bekannten  Enlwickelung  von  siny,  wobei  wir  uns  nicht  län- 
ger aufzuhalten  brauchen«  * 


Von  den  Doppelreihen. 


1 

■  .j 


9.  Doppelreihe  heisst  jede  Verbindung  von  Horizontal-  und  ' 
Vertikälreihen ,  deren  jede  ins  Unendliche  fortgeht,  sie  wird  also  ■ 
durch  folgendes  Schema  dargestellt:  i 

v^^)i,  t)(i)a,  v(\,  etc.  '-] 

^^    ]v(^)i,  t?(3)2,  t>(3)3,  etc.  '\ 

'■'  1 
etc.    etc.    etc.  '  .  >s.  3 

•.    i 
Als  Grundlage  unserer  Untersuchung  diene  die  Annahme«  dass       \ 


tsov  W-5S'n2^y      a 

*)    Die  Ableitung  von    fU(Q)z:z-^^    ist     ib'(Q)= = 3—'   ■ 

^  Q  "^  w  (^cos^y)« 

alfo  >0  für  ein  pocitives  ^,    isresbalb  y/(())  mit  q  zugleich  wächst  uihI 
abnimmt. 


'*''*')    Um  die  Grenze  von  tf=cos   Qgy  für  (i=0  zn  finden,  hatmu,,- 
Icos^iy^^'  —  öl(l-ftg^^^)  gesetzt,  nach  der  iDgarithroischea  Reihe: 

111  1 

lw5=2^(tg*^2^-2tg*w+3tgVy--etc.)<2rtg«ey; 

aber  tg^^=0,  ^=:y  ffir  y=0,  folglich  1m=0,  m  =  1. 
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1.  alle  Hortzoiitalsuromen  gegen  bestimmte  tireu? 
zen   u^^\  te(®),  «O)  etc.  coQvergiTen>  und    . 

2.  dass  die  unendliche  Reihe 

teW,  iiW,  m(3),  m(*),  elc. 

wiederum  eine  cönvergente  »et. 

Hiernach  ist  jede  Doppelreihe  auf  eine  einfache  Reihe  zurück- 
(ohrfoary  deren  Glieder  die  JSummen  der  unendlichen  Horizontalreihen 
mnd.  Unter  Voraussetzung  jener  beiden  Bedingungen  soll  die 
Doppelreihe  convergent  und  die  Summe  der  einfachen  Reihe, 
aui  welche  wir  sie  reducirt  haben,   ihre  Summe  genannt  werden. 

Umgekehrt,  man  kann  die  einfache  cönvergente  Reihe 
iß),  tt(2),  tt(3),  etc.  in  eine  Doppelreihe  umgestalten  dadurch, 
dass  man  für  jedes  Glied  eine  unendliche  cönvergente  Reihe  setzt. 
Man  kann  hiermit  verschiedene  Absichten  verbinden,  z.  B.  die, 
um  durch  Summation  der  Vertikalreihe  eine  stärker  convergirende 
lUihe,.  oder  gar  die  Summe  der  ursprünglichen  einfachen  Reihe 
«1  ertöten:    ^ 

• 

*  Damit  das  hier  angedeutete  Verfahren  aber  zulässig  sei,  ist 
erstens  nothig,  dass  jede  Vertikalreihe  convergent  sei>  zwei- 
tens, dass  die  Summen  der  Vertikalreihen  wiederum  eine  cön- 
vergente Reihe  bilden,,  und  drittens  ist  fraglich,  ob  die  Summe 
der  letzten  Reihe  der  Summe  der  Doppelreihe  gleich  komme. 
Dass ,  nun  diese  drei  Bedingungen  im  Allgemeinen  aus  der  Con- 
vergenz  der  Doppelreihe  sich  nicht  als  notimendige  Folge  erge- 
ben, werden  nachstehende  Betrachtungen  lehren.. 

10.  Indem  die  beiden  Bedingungen  tn  9.  als  erfSlIt  angenom- 
men werden,  setze  man  allgemem 

w(P>  =  t)(p),+r(i»)a+i?(P)3+...  +  r(P)rt  +  ß(P^ii, 

sodass  12(P)n  die  Ergänzung  der  Horizontah-eihe,  und  <s("*)p  die 
Summe  der  m  ersten  Glieder  der  Vertikalreihe  ist.    Dies  giebt 

(2)  teW + mW  + ... + «("«)  =  <y('»),  +  crC"»)^  +  ....+ <y<«)« 

+  /?(!)„  +  ÄW  „  + .... + AM  „. 

Betrachtet  man  nun  m  als  constant,  und  lässt  n  ins  Unendliche 
wachsen,  so  convergirt  die  zweite  Summe  rechter  Hand  gegen 
Null,  da  dies  von  jedem  ihrer  m  Glieder  in  Folge  der  ersten  Be- 
dingung in  9.  gilt;  die  Summe  (2)  linker  Hand  bleibt  ferner  con- 
stant, folglich  Kommt 

(3)  t«(i)  +  m(^)  + ...  +  mW  =  cr("»)i  +  aC"»)^  +  oi"^)^  +  in  inf. 
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d.  h.  irenn  m  Horizontalreihen  convergent  sind,  wo  m 
eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  so  bilden  dip  m 
gliedrigen  Vertikalsaramen  ebenfalls  eine  convergente 
Reihe,  deren  Summe  dem  Aggregat  der  m  Horizental- 
summen  gleich  ist. 

Lässt  man  nun  in  (3)  die  Zahl  m  unendlich  werden,  so  con- 
vergirt  die  Summe  linker  Hand  gegen  eine  bestimmte  Grenze  (die 
Summe  der  Doppelreihe)  in  Folge  der  zweiten  Bedingung  in  9., 
folglich  wird  die  Summe  rechter  Hand.sich  derselben  Crrenze  ni- 
hern,  oder,  wenn  s  die  Summe  der  Doppelreihe  genannt  wird^  86 
kommt 

(4)    *= Lim  [öC«)!  +  a("»)a  +  ^('»^s  +  in  inf.], 

wo  das  Zeichen  Lim.  bedeutet,  dass  m  unendlich  werden  soll* 
Man  wurde  nun  einen  bedeutenden  Fojilschlnss  machen,  wenn  man 
statt  des  Ausdrucks  rechter  Hand  den  folgenden  setzte: 

Lim  ö(»»)i  +  Lim  <y("»)2 + Lim  <y<«)3  -|  in  Inf. 

Denn  es  ist  einerseits  zu  bemerken,   dass   c(^^\,  tf^'*)^»  etc.   «ie| 
mit  unendlich  werdendem  m  gar  keinen  bestimmten  Grenzen  it 
nähern  brauchen,  und  andrerseits  dass,  wenn  dies  auch  stattfindet  J 
die  Gleichunjg  Lim.  r0(«)i+<y(«)a+in  Inf.]  ==Lim.(y(«)i+Llm.tf<«)a+fete  j 
dennoch  völlig  unrichtig  sein  kann.    Der  Grund  dieser  6ehauptiiiri[^| 
ergiebt  sich  aus  den  weiter  oben  angestellten  Betrachtungen,  üfm\ 
man  wird  nun  übersehen,   wie  eng  die  Theorie  der  Doppelreihei 
mit  unseren  früheren  Betrachtungen  zusammenhängt^  - 

Vermag  man  die  unendliche  Reihe  tf(»)| ,  <T<"»)2,  «r^'^^a,  etc  zt 
Summiren,  so  gelangt  man  zur  Summe  der  Doppelreibe  (s),  wen 
man  in  jener  Summe,  'die  eine  Function  von  m  sein  wird,  dit 
Zahl  m  unendlich  werden  lässt  Die  Gl.  (4)  kann  also  voi  No- 
tzen  sein.  , 


Beispiel.    Die  Doppelreihe 

■*,  "  '••>  •*'  ,. '"'"  m  ,  eic. 
|1,  —  2iar,32a:^,— 43  a;'  etc. 
|1, — Si^r,  4^^,-—^a:^  etc* 
etc.    etc.    etc. 

ist  unserer  Definition  zufolge  convergent,  wenn  x  positiv  und 
kleiner  als  die  Einheit;  die  Summen  der  Horizontalreihen  sind 

und  diese  Reihe  convergirt  gleichfalls  unter  der  gemachten  Tor* 
aussetzung,  ihre  Summe  =  — .  —  Die  Vertikalreihen  sind  aber 
sämmtlich  divergent,  indem 
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*H,  ^,(»»+l)fea:,. +(«1+1)33;«,  —  «te..\ 


(  ^     A 


die  Werthe  für  die  Tiigfiedrigen  Vertikalsuraraen ,  mit*  m  zugfeich 
Jt  OD  werden.    Nach  (4)  ist  aber  s  =  Lim.  \m^  —  (m+ 1)2  ^  +  etc.J 

,./  ri-^(i+^)-~l     1      .        .. 

=1j1Qi.I    —      • — -  ■  =  — ,  wie  YOrhm. 

IJ.     Da  die  Convergenz  der .  Vertikalreiheu  iai  Allgc^ineineri  1 
keine  Dothwendige  Folge  aus  der  der  Doppelreihe  ist,  so  fivollen  \ 
wir  ntio  aonehroen,  das«  alle  Vertikalreiben  gegen  bestimmte  Gren« 
len  coDvergiren,  und  die  letzteren  mit  (^i»  c^i  etc.  bezeichnen. 

Macht  man  in  (2)  ni  =  0D>  n  als  constant  betrachtend,  so  er- 
7\  giebt  sich 

(5)  1=  tt(0 +  «(«)+ 1*0+  in  inf.  =  ü^  +<r2  +  . ..  +  (;„ 

+  /?(!)  „+Ä(^„+Ä(»)«  +  inf., 

d.h.  die  Ergänzungen  der  Horizontalreih  eh  bilden  eitie  convergente 
Reihe.  Ob  nun  die  Reihe  cTj,  cr^,  «^3  etc.  convergent  oder  diver- 
teiit  ist,  hängt  davon  ab,  was  aus  R^^n\  R^^^n^r  in  inf.  wird,  in- 
dem n  ins  Unendliche  wächst.  In  Betreff  der  Anwendungen,  wei- 
che Ton  den  Doppelreihen  gemacht  werden,  ist  nun  der  Fall  be- 
tonders  iii<fbcbtig,  wo  die  Vertikalsummen  eine,  convergente  Reihe 
geben;  setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  <)i+cr2+'ty3+etc.=tf, 
80  folgt  aus  (5) 

(6)  5  —  <y  =  Lim  \m  « +  ÄW  „  +  /?(3)„  +  etc.]. 

«=00 
1  ' 

Wenn  nun  auch  alle  Glieder  rechter  Hand  för  7^  =  Qlo  verschwin- 
den, 80  folfft  keineswegs,  dass  die  Summe  dieser  Reihe  mit  un- 
endlich werdendem  n  ebenfalls  verschwindet;  sie  kann  vielmehr 
einen  sehr  beträchtlichen  Werth  haben,  oder  selbst  unendlich 
werden. 

Vorausgesetzt  also,  dass  alle  Horizontaireihen  in  dem  Schema 
(1)  convergent  sind,  und  auch  ilire  Summen  eine  convergente  Reihe 

feben,  dass  ferner  alle  Vertikalreihen  convergent  sind,   und  ihre 
ammen  eine  convergente  Reihe  ^eben,  so  braucht  doch  die  erste 
^  Totalsumme  (?)  nicht  der  zweiten  (a)  gleich  zu  sein.     Der  Unter- 
schied zwischen  s  und  er  lässt  sich  nach  der  Formel  (4)  auch  so 
ausdrücken : 

(7)  « -  <f = Lim  [(0(«)i  -  (Ti )+(ö('»)2-.<ya)+(cf^"')3  - ^^ + <>tc.]. 

ntaX 

Als  Anwendung  dieser  Formeln  kann  folgendes  Beispiel  die- 
Den,  aiff  welches  ich  schon  im  Th.  Xh  des  Archivs  p.  319 
aufmerksam  gemacht  habe. 

Die  Doppelreihe  sei 


S6 


K'4)-K'4)4('-4)404)IO-Ö4('-4)- 

K'4r-K'4)'.K'4)'-K-4)'-K'-4)'-K'-4)'- 

K'4)'-K'4)'4C4)-K'4)"K'4)-K'4)'- 


etc.  etc.  etc. 


Hier  sind  nun  alle  Horizootalreihen  cpnvergent,  ihre  SammeD 

1 

bilden  eine  convergente  Reihe»  deren  Summe  '=  o   ^^^ 

Ferner  convergiren  alle  Vertikalreihen,  ihre  Sammeli 

1—?.    1-i    ?_i    i-?. 

/        1 
bilden  eine  convergente  Reihe»  deren  Summe  <T= — 5-    ist,    al 

führen  die  beiden  Suromirungen  nicht  zu  demselben  Resultat 
In   der  That    kommt    hier    Ä(i)«  +  R^K  +  Ä^*)«  +  etc.  : 

1 

1 j35,  welcher  Werth  =,1  wird  furw=Qc,  also  nach  (5)  ä— tf= 

wie  es  sein  muss.  —  Ebenso  erhält  man  (<y(»")i — tfi)+(tf("*)a — <^a)+® 

=[(r'-ör']+[ar-an 
+[ar-ar>-='-ar'  - 

welcher  Werth  ebenfalls  =1  wird  für  i?i=qo. 
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12«  Mit  Hülfe  der  vorhergehetideh  Principien  iSsst  skh  nun 
ein  strenger  Beweis  für  einen  von  Cauchy  herrührenden  Haupt- 
satz über  Doppelreihen  geben. 

Man  betrachte  alle  Glieder  in  dem  Schema  (1)  zunächst  als 
positiv.  Es  werde  angenommen»  dass  nicht  nur  alle  Horizontai- 
reihen  conversiren,  sondern  auch  ihre  Summeii  eine  convergentcf 
Reihe  bilden.  Nach  (4)  convergirt  die  Summe  <y('»),+0('»)2+(?("»)3+etc. 
mit  unendlich  werdendem  m  gegen  eine  bestimmte  Grenze  (s).  Nun 
ist,  da  alle  Glieder  positiv  sind,  allgemein  o(***)p<^s,  und  aus  dem- 
selben Grunde  wächst  ö(^)p  fortwährend  mit  m  zugleich;  eine 
Grosse  aber,  die  fortwährend  wächst,  ohne  eine  bestimmte  end- 
liche Grenze  zu  erreichen,  muss  sich  noth wendig  einer  bestimm* 
teo  endlichen  Grenze  nähern,  indem  es  eine  kleinste  Grösse 
geben  wird,  über  die  sie  nicht  hinaus  wächst,  folglich  geht  a^^)p, 
wenn  m  unendlich  wird,  an  eine  bestimmte  endliche  Grenze  (<Sp), 
d.  h.  alle  Vertikalreihen  sind  convergent. 

N^ch  (5)  ist  ferner  (fj  +<y2+...+<y„=5— Ä(i)«— JB(2)„— Ä(»)«-etc. 
In  der  convergenten  Reihe  R^%,  R^^)n,  /2(^)n,  etc.  nähern  sich  alle 
Glieder  der  Null,  wenn  n  ins  Unendliche  zunimmt,  und  sind  sämmt- 
lieh  positiv.  Ferner  erhellt  leicht,  dass  die  Function  R^^  über- 
haupt >  R(^)u^p  Ist,  unabhängig  von  den  besonderen  Werthen  von 
i.  Alithin  findet  das  zweite  Theorein  Anwendung,  nach  welchem 
folgt: 

Lim  [ÄW„+JBW„+Ä(»)„+etc.]  =  0, 

»=00 

folglich  ist  ljim[(ii-\-(S2+:+(Sn]  =  Sf  d.  h.  die  Summen  der  Vertikal- 
reihen  bilden  eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  =5  ist. 

Wenn  nun  die  Glieder^in  (1)  nicht  sämmtlich  positiv  sind,,  die 
Doppelreihe  aber  noch  die  vorhin  erwähnten  beiden  Figenschaften 
behält,  nachdem  alle  Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  redu- 
drt  sind,  so  convergirt  zuerst  die  Reihe  der  absoluten  Werthe  je- 
der Vertikalreihe,  also  bekanntlich  auch  die  Vertikalreihe  selbst. 
Zweitens  ist  Lim  [^(^)n+$(^^n+^^^^n+etc.]  =  0,  wo  Q(p)n  die  Summe 

«=00 

der  absoluten  Werthe  der  Glieder   in  R^P)n  bedeutet,  und  daraus 
folgt  leicht  Lim  [Ä(i)«+/?(2)„+JB(3)„+etc.]  =  0,  folglich  wiederum 

«=00 

^+Äj+<y3  +  etc.  =  *. 

Wir  haben  also  Folgendes  erwiesen  : 

„Wenn  alle  Horizontalreihen  convergiren,  und  auch 
ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bilden,  deren 
Summe  wir  mit  s  bezeichnen  wollen,  wenn  ferner  diese 
doppelte  Eigenschaft  noch  besteht,  nachdem  sämmt- 
licne  Glieder  der  Doppelreihe  auf  ihre  numerischen 
Werthe  gebracht  sind,  so  convergiren  I.  alle  Vertikal- 
reihen, 2.  bilden  deren  Summen  eine  convergente  Reihe 
und  3.  ist  die  Summe  der  letzten  Reihe  ebenfalls  =  5.*V 
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13.    Noch  wird  folgender  Satz  öfter  mit  Nutzen  angewandt : 

Es  seien  die  Vorzeichen    der  Glieder  der  Doppel 
reihe  so  beschaffen,    wie  das  folgende  Schema  zeigt: 

+  —  +  —  +  —  etc. 
+  -+-  +  —  etc. 

H 1- 1 etc. 

etc.         etc.  etc. 

Die  Horizontalreihen  sollen  convergent  sein  and 
Ihre  Summen  eine  convergente  Reibe  mit  der  Summe 
«bilden.  Wenn  alsdann  alle  Vertikalreihen  conver- 
giren,  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bilden, 
und  wenn  endlich  die  .numerischen  Werthe  der  Glie- 
der in  jeder  Horizontalreihe  fort  während  abnehmen , 
80  hat  die  Reihe  der  Vertikalsummen  ebeafalls.  die 
Grosse  s  zur  Grenze. 

Beweis.  Setzt  man  allgemein^  die  obigen  Bezeichnungen 
beibehaltend,  4zV^)n-\^i4-v(P^nf2i:V^PK+z^tc.=±R^)n,  so  erhellt, 
dass  unter  den  gemachten  Voraussetzons^en  /^P)«  <  t^^^n-fi  ist 
Die  Vertikalreihe  +p^)ii-fi,  +i?^^)«-|-i,  dt^^^^w+i»  ©*©•>  wo  die  Zei- 
chen sich  auf  einander  beziehen,  ist  convergent,  folglich  convergirt 
die  Reihe  jiR^^K,  JzR^^^n,  ±/2(^)n  etc.  ebenfalls,  und  man  hat 

JBWn  +  Ä(2)«  +  Ä(»)n  +  etc.    <  rW„+l  +  t^n+l  +  »(»)«+.!  +  CtC, 

d.  i.  <  On^i ; 

da  nun  wegen  der  Convergenz  der  Reihe  <f|,  6^,  ^3  etc.  das  all- 
eemeine Glied  an-\-i  für  n  =  ao  verschwindet,,  so  gilt  dasselbe  von 
äW«+jK(*)«+  etc.,  daher  nach  (5)  s=^ai+c^i-a^+  eic 
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III. 

Heber  Aristarcbs  Metliode  zur  Bestim- 
■mnir  der  £iitfernnag:  der  Sonae  Ton 

der  £rde. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ueber  Aristarchs  Methode  zur  Bestimmung  der  Entfernung 
der  Sonne  von  der  Erde  habe  ich  schon  im  Archiv  Thl.  V.  S.  401. 
eine  Abhandlung  geliefert,  in  der  ich  mich  vorzugsweise  der  Ele- 
mente der  gewohnlichen  Trigonometrie  bedient  habe,  will  nun 
aber  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  diese  Aufgabe  noch  mit  Hülfe 
der  analytischen  tieometrie  behandeln,  weil  ich  die  auf  diesem 
Wege  von  mir  gefundene  Auflosung  för  nicht  ganz  uninteressant 
balte.  Als  eine  Cebung  für  Schüler ,  selbst  in  der  praktischen 
Anwendung  des  Spiegelsextanten  zur  Messung  der  WinKcl,  scheint 
mir  diese  Methode  immer  noch  einen  wohlbegründeten  Werth  zu 
besitzen,  und  daher  die  folgende  neue  Behandlung  wohl  zu  ver- 
dienen. 

Durch  das  Auge  des  Beobachters,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sonne ,  and  den  Mittelpunkt  des  Monds  denken  wir  uns 
eine  Ebene  gelegt,  in  welcher  alle^  folgenden  Winkelmessungen 
ansgeführt  werden.  Diese  Ebene  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  die  Ebene 
des  Papiers.  Bemerke  ich  nun,  dass  in  dieser  Figur  E  das 
Auge  des  Beobachters,  O  der  Mittelpunkt  des  Monds  und  O^ 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  sein  soll,  so  wird  dieselbe  Im  Uebri- 
gen  ganz  durch  sich   selbst  verständlich  sein*)*    Gemessen  wird 


*)    Zur  weiteren  Erläuterung  der  Methode  Aristarchs   rerweise  ich 
aaf  Thl.  V.  S.  401. 


80 

mit  dem  Spieeelsextanten  der  Winkel  AEB  zwischen  der  Licht- 
gränze  A  auf  dem  Monde  und  dem  äusseren  und  inneren  Sonnen- 
rande B,  welchen  Winkel  ich  im  Folgenden  durch  a  bezeichnen 
werde;  ferner  der  scheinbare  Halbmesser  A  des  Monds,  and 
der  scheinbare  Halbmesser  A^  der  Sonne,  welchen  letzteren  wir 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten  wollen»  jenachdem^  d«r 
Winkel  a  dem  äusseren  oder  inneren  Sonnenrande  entspricht; 
endlich  die  scheinbare  Entfernung  des  erleuchteten  Mondrandes 
respective  von  dem  äusseren  oder  inheren  Sonnenrande,  welche 
ich  durch  Ö  bezeichnen  werde.  Bezeichnen  wir  nun  den  Winkel 
AEO,  indem  wir  denselben  als  positiv  oder  als  negativ  betrach- 
ten, lenachdem  die  scheinbare  Grösse  des  erleuchteten  Theils 
des  Monds  grösser  oder  kleiner  als  der  scheinbare  Halbmesser  \ 
des  Monds  ist»  durch  o;  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

(»=«•— ö — A, 

und  der  Winkel  cd  kann  also  au&  den  gemessenen  Wipkeln  a, 
6,  A  leicht  berechnet  werden;  man  könnte,  um, den  Winkel  oi 
zu  erhalten,  auch  die  scheinbare  Grösse  des  erleuchteten  Theiis 
des  Monds  messen,  und  davon  dessen  scheinbaren  Halbmesser  ab- 
ziehen. Auch  ist,  das  Obige  vorausgesetzt,  in  völliger  Allge- 
meinheit 

'  Die  wahren  Halbmesser  des  Monds  und  der  Sonne  seien  r 
und  T]^,  und  die  Entfernungen  der  Mittelpunkte  dieser  beiden 
Weltkörper  von  dem  Auge  des  Beobachters  wollen  wir  durch  q 
und  Qi  bezeichnen^) 

Man  nehme  jetzt  das  Auge  des  Beobachters  als  den  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an;  die  durch 
das  Auge  des  Beobachters,  den  Mittelpunkt  des  Monds  und  den 
Mittelpunkt  der  Sonne  gelegte  Ebene  sei  die  Ebene  der  a:y;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  von  dem  Auge  des  Beobachters 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  hin  gerichtet,  und  der  positive 
Theil  der  Axe^  cier  y  werde  so  genommen,  dass  er  von  dem  Auge 
des  Beobachters  an  auf  der  Seite  der  Axe  der  x  liegt,  auf  wel- 
cher sich  der  Mittelpunkt  des  Monds  befindet.  Dies  vorausgesetzt, 
sind  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Monds: 

^cos(a  —  ca — A),  ^sin(a — o  —  A); 

und  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Sonne  sind: 

Also  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  in  denen  von  der 
Ebene  der  xy  die  Oberflächen  des  Monds  und  der  Sonne  ge- 
schnitten werden,  respective; 


')  Will  man  die  gemessenen  Winkel  wegen  der  Refraction  corrigiren, 
so  muss  man  noch  die  Höhe  des  Monds  und  der  Sonne  messen. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Berfihrungspunkte  der 
an  diese  beiden  Kreise  gezogenen  gemeinschaftliclien  äusseren 
Tangenten  mit  diesen  beiden  Kreisen  für  den  Mond  und  die  Sonne 
respective  durch  ^p,  q  und  p^^  ^i ;  so  haben  wir  nach  1)  die 
Gleichungen : 

Die  gemeinschaftlichen  Berührenden  werden  durch  die  Gleichung 

3)  ^  _ 

cbarakterisirt ;  und  die  Gleichungen  der  nach  den  Berührungspu|rk< 
ten  gezogenen  Halbmesser  des  Monds  und  der  Sonne  sind: 

l  ö  — psinTa  —  g)  —  ^\)  ,  v 

\^      ^        p — ^cos(a  —  0) — ^Ij)  ^ 

^) 

Abo  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

P'-^Pi'  p  —  peos(a — 00 — ^i)         * 

t|  \       P—Pi   Pi-Qi 

Aus  den  vier  Gleichungen  2)  und  5)  müssten  die  Coordinaten  p, 
i}  Pi  *  9i  bestimmt  werden.  Es  lassen  sich  aber  aus  den  in 
Rede  stehenden  Gleichungen  verschiedene  andere  Gleichungen 
herleiten,  welche  die  Rechnung^  erleichtern ^  indem  es  uns  übrigens 
hier  nicht  eigentlich  auf  die  Kenntniss  der  Coordinaten  p,  qi  Pu 
9i  selbst  ankommt. 

Aas  den  beiden  Gleichungen  5>  ergiebt  sich  die  Gleichung 


y  — gsin(tt--(io--z:/i)__      yi      ^ 
,     />  — ^cos(a  — (o-z:/i)       Pt-qi' 


also 
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^— ^sid(a— CO— z/i)==--2^{p--.^os(a--iö— -^i)},^ 
und  folglich  nach  der  ersten  der  Gleichungen  2) : 

|p_pCO8(o-»-z/0PU +  (^-)' =1* 

oder 

d.  i.  nach  der- zweiten  der  Gleichungen  2): 

Fo|lglich  ist 

ril/?  —  (>cos(a— (ö— z/ji)}=+r(pi— ^i).  . 

Verbindet  man  nun  mit  dieser  Gleichung  die  Gleichung  6; ,  so  er- 
hält man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeicbeo  auf  ein* 
ander:  S 

rilp  — ^cos(a— (ö— z^i)}=  +  KPi  — ?i)» 
r^ty  — ^sin(a— CD  — -^i)}=±r^i. 

Für  die  äusseren  Tangenten^  auf  die  es  uns  hier  nur  ankommt» 
haben  ofifenbar 

p  —  Qcos(a — Gf — ^i)  und  pi  —  Qi 

gleiche  Vorzeichen,  und  für  diese  Tangenten  müssen  wir  daher 
in  den  vorstehenden  Gleichungen  die  oberen  Zeichen  nehmen, 
wodurch  wir  erhatten: 


7) 


y  ri  {p -— (>cos(a  -  cö  — z^i) } = r(pi  -  (>ji) 
C  ri{9  —  ^sin(ci{ — cö— -^i)}=r<7i. 


Weil/ wenn  mün  das  obere  oder  untere  Z^icbeu  tiimmt^  je^. 
nachdem  A^  positiv  oder  negativ  ist^  ,  <  . 

i 

3)  r==^sinii/,  '*i=d:^isini^i 

ist ;  so  werden  die  Gleichungen  7) : 

( (?ilp— ^c<«(o{— (»— ^i))sinz/j| d=±e(/?i-f4)6in^. 

(  ^1  { ^ —  ^sin(€f—  CO — z^i) jsin^x  =  i  ^yisinz/; 
oder 


i ; 


sr 
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9*) 

{— — sin(a — o — z/j)  |  sin-Ji  =  ±  ~  sin-J. 

•  ■ 

Nach  5)  haben  wir  ferner  die  Gieichangea: 

(P  —Pi)  {p—QCos (ä— ß)  — /^i))  +  (g—qi)  { g—  ^siB(a— w— ii/i)  j=0, 

(p-Pi)(Pi—Qi)+(g—9i)9i  =  ^'^ 
oder 

Wegen  der  Gleichungen  2)  ist  aber: 
P*  +  9*  =^  2^  { j9Cos(a  —  00 — Ji)  +  g8in(cc — o  — -^i)  I  +  r* — p* , 

oder  nach  8): 

■    'i 

p^  -f-  ^*  =2^  {pcos(a —  G)  —  ^i)  +  ^sin(o; — cd  —  Ji)  ]  —  q^cosJ^, 

Also  ist  nach  dem  Yorhergehenden : 

2Q{pcos(a — (o  —  Ji)  +  ^sin(a — w — /di)] — q^cosJ^ 
=PPi  +  Wi  +  ?t  (p— /?i)cos(a  —  (ö— z^i)  +  (g  —  gi)sm(a-'(o-Ji)], 

oder 
PPi+9gi=Q{(p+Pi)^08(a-(0'--^Ji)+(g+gi)s\n(a^(o-'Ji)]^Q^^^ 

Also  ist 

^  { (p  +/>i)cos(a—  CO  —  ^/i)  +  (g  +  yi)sin(a—  ©— z^i) }  —  ^*cos-^ 

= ^i  (P  +  Pi) -^  ^i^osz/j« , 

oder 

10)  p^cos^— ^i2cosz/ji2=:—  {^1  — ^cos(a— CO— z^i)}.(p+/ij 

Endlich  hat  man  ofifenbar  auch  die  Gleichung: 
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11)  9'=^tong(«— -i^i). 

Nach  dem  Obigen  (9))  ist: 

also 

oder 

q  +^1=        psiD(«--«-^i)  +  ( 1+  ^Jl^  J  117-  98in(«— «— //i) } ; 
folglich  nach  dem  Vorbeigehenden: 

t 

^l^COS-^l  ^  —  ^^COS-^*  =3  ^1*  —  ^*cos(a  —  » — ;^i)* 

+  {l±^^!{pi  — ?cos(a— CD— .i/i)){;?— ^cos(a— w-^i)} 

=^i^^^*+ll±^f|^- 1 1  ^1  -^cos(a— ©--i/jllp— ^cos(a  — ©  —  ^i)} 

also 5  wie  sogleich  erhellet: 

psiD^/(^sin  jd^QiBxn  A{) 
=  {^1  — ^cos(a  —  CO  —  A^W'p  —  ^cos(€K — oo — A{)\ 
—  ^siii(cu  —  cö -^  ii/i)  { ^ — ^sin(o{— ca— ^i)}. 

Weil  ferner 

^=>>tang(o{-z^i) 

ist,  so  ist  1 
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ako,  wie  man  ieieht  findet: 

—  ^sinio  =:sin(tt — J{)  •  |p  —  ipcos(a — «  —  z/i) } 

—  cos(a —  jdi)  .{q — ^sin(tt—-  o —  z/^) )  • 

Durch  Elimination  von 

q — ^in(a  —  w — z/|) 

ergiebt  sich: 

p(^sin2^7^isini^i)sinz^cos(tt-^i^i)-fp^sina>sin(a —  oi — ^^i)} . 
=  t  ?iC08(a— z/j) — ^cosa>Up— ^cos(a — © — ^i)]» 

und  durch  Elimination  von 

p—  pCOs(a  —  Oft  —  ^i) 

eihfilt  man :  ^ 

^^sin.^f  ^isia^i)sin^sin(a — ^i)-\-Q  { ^i — ^cos(a— (»7-  ^{)  ]  sinio 
= { ^1  cos(a  — ^i)  —  ^coso}  { q  —  ^sia(a  —  an  —  ^i)  ] . 

Qoadrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  und  addirt 
£eselben  dann  zueinander,  so  erhält  man,  weil  nach  dem  Obigen 

(p— ^os(a  —« — -^1)  p  +  { ^— 9sin(a —  o —  J{)  }*  =3  r*=  p*sin-^' 

ist,  die  bemerkenswerthe  Gleichung: 

)'/     i^psin^^f  ^sin2/ji)sin^/cos(a  —  jd{)  -f  psinosin(a —  00  — /li)  )^ 
'\r\{(^v^^'^QiB\njdi)s\njdsin{a  —  ^i)  +  (^1— ^cos(a— cd— 2/|))sin(»|* 

= { Pi  co8(a -^ -Ji )  r— ^cos  » l^ittJ* ; 

oder,  wenn  man 

12)  M=^ 

aetziy  die  Gleichung: 

{ (ttsinz/=f  8inz^i)8in^co8(a  — -^1)  +  usinG>sin(a —  00  —  /1i)  )* 
+  t(ifsin2/=Fsin^i)sin^sin(a  — ^^i)  +  (1  — t£Cos(«---  co— •z^i))sinö)}« 

=4  cos(a  —  -^1 ) '—  «cos  CO  psin  -^ , 

oder : 

Thcil  \X.  5 


;; 


m 

m 

•|-l(8lQ^«io(ah-*'^l)'^9iaiü>ci>s(«f-r«(o — ^^/i))tt+sra^sinz/i8iD(a— ^i)+siii«}* 

Aus  dieser  GleichuiiK  müsste  man  dft»  Verkf^kniss  u  cFer  En%^ 
ferouiigen  o  und  qi  des  Monds  und  der  Sonne  von  der  Erde  be- 
stimmen; die  Rechnung  <v«1rd  aber  etwas  weitläufig,  und  das  fol- 
gende Verfahren  führte  wie  es  mir  scheint,  kürzer  zum  Zweck. 
Aus  dem  Obigef)  erhält  man  leicht: 

^=cos(« — ©. — Ji) 

(QBiBJ^Qi6inJi)8iiiJco8(a — ^|)-f  psinosin(«—  o — ^^i)      l !       ... 

^icoai(o?  —  ii/i)  — ^cos© 


■^     •         « 


^=sin<üf-i»— z^i) 

(p  sin  J  T  Pi8'"-^i)  sluJ  8'"(<^ — '^i )  + 1  Qi  ^  (g>icos(«— m— v/|)tsinttl[ 
■  PiCQs(a — ü^i)--*|icoso» 

also,  wie  man  leicht  findet:  *  iW* 

p  pi  j  cos(cif ^  cö' — -J|)=Fsin2^snizfi}— i^os^  -  - 

^  ^'       *•  piCOs(a— ^i)-^^cosoo 

V     «uf«    ^>gj{cps(ar-a>-^i)+sifi4sMtl--^goQs^:^  :;V 
p  9lCos(a  —  iiii) — pcosw 


. « 


wobei  man  die  leicht  zu  beweisenjde  Relation 
sin«  +  cos(a—  ^|)sin(a —  o — Ji)  =  sin(a—  z^i)cos(€e  —  w — ^|) 

".  .  »         -     ■         :.,i  .'     •iir.v«    ,    •  .  .  ..■•.■    ...       ^.    ■;■     .      ^    .    .;.>  .j  • 

0*  f  ^iCos(a — ^1)  — ocosfio  '         j    '    .     ]| 

Mach  dem  Obigen  ist  aber 

" — a~  =2( -cos(a — «•^^|)+  -sin(a— cd— -</,)| —cos^  » 
also  , 

'      •  ■  '  •  .  ■  <  ■     .  .     . 

und  setzen  wir  nun 


i. 
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cos(g— 'CO — Ji)^BinJainJi  — ucosJi 

cos(a — Ji) — neos  09 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

tJ*  =  2t7COS  Gl  —  COSJ^ 

oder 

v^ — 2cos».r  +  cos^=:0, 
woraus^  wenn  man  die  Quadratwurzel  positiv  und  negativ  nimmt, 

V  =^  cos  CO  +  V^cos  Cö* — cos^ 
oder 

V  =  cos »  +  V  sin  (^  +  o})sin(^  —  cd) 

folgt    Aus  der  Gleichung  13)  ergieht  sich  aber: 

cos(g**^  o  -^j/j)  T  sin  Jsin^i  —  pcos(tt  -^  Jx) 
'     cos^— ijcoscö 

also 

8ini»sin(a-- ^1 ) + sin^sin^i  —  cos(a — J^)  V  sin(^  -f  (a)sm{J —  cj) 

M^^  I  III  I  ■  I ^  n    I     ■  j     ,  I  I  I  - 1-  -  —      1  -     —    -     ^^^  ^  ■■■■■■  ■         I«  ■■  • 

cos-^ — cos w*  —  cos© V  sin(^  +  G>)sin(^  —  o) 
oder 

sinosin(a<— ^i)  fsin^sin^i  — co8(a — ^|)V8in(^-f  fi>)sin(^ — «) 

M '     '  ■      I  '      I ■   ■■  11  I  '  ■■      « 

— sin(^+  fi>)sin(^  —  cö) — coso V  sin  (J  +  o)  sin  (^  —  w) 

wo  sich  nun  noch  frSgt,  mit  welchem  Vorseichen  man  in  dieser 
Formet  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  hat,  worüber  sich  asf  fol- 
gende  Art  eine  Entscheidung  geben  lässt. 

Erstens  ist  zu  bemerken»  dass 

t;=cosG>  +  Vcbsw* — cos^ 

immer  positiv  ist,  man  mag  die  Quadratwurzel  positiv  oder  ne* 
ntiv  nehmen,  weil  Im  vorliegenden  Falle  coso»  immer  positiv  ist 
Ferner  Ist  nach  dem  Obigen 

d.  i.  'ZzzvsinAEOi. 

5* 
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Nähme  man  nan  V^co«w*  —  cos^  positir,  so  irfird  i>>co6io, 

—  >  cosamnAEO, , 

oder  q  >  £0 « cosasknAEOg , 

Es  ist  aber 


also 


woraus 


^  =  EA .  sin  AEOi , 
EA .  siüAEOi  >  EO  •  eos»sin^JEJ(^ , 


EA^EO.cosm 


fel^t,  was   offenbar  falsch  ist,  da  der  Winkel  EAO  hier  je< 
falls  stampf«  folglich 


EA<EO.eosm 

leei 
näi 


ist,  wie  aneenblicklich  erhellt,  wenn  nan  sieh  von  O  auf 
über  A  verlängerte  EA  ein  Perpendikel  gefallt  denkt  A 
mnss  man 


V  cos«* — cos^  ~  V"sin(^  +  cp)sin(^^  o) 
negativ  ndimen,  und  daher  nach  dem  Obigen 

13) 

sJnmsinC«  *"^i)Tgin^^P^i  -Fcos(« — ^i) V  sin(^-|-  ii>)sin(^  - 
cos»  V  siB(^-f  •)8in(^ —  ai) — sm(A  -f  myBm{A —  m) 

setaes.  Mütelaft  dieser  Formel,  in  welcher  man  das  obere  o 
mtent. Zeichen  nehmen  mnsa,  lenachdem  Ai  positiv  oder  neg: 
ist,  d.  h.  ienachdem  der  Winkel  «  dem  äosserea  oder  inne 
Soonenrande  entspricht,  kann- man  das  Verhältniss 

MHolttelbar  ans  den  gemessenen  Winkeln  berechnen»  und  hat  i 
^,  d.  h*  die  Entlemnng.des  Monds  von  der  Erde^  anderwe 
bestimmt,  so  kennt  man  noch  die  Entfemwig 

14)  ft=| 

der  Sonne  ron  der  Erde« 


«9 


'.  '• 


/  . 


Heller  eintg^e  Aufgraben  der  hohem 

Oeometrie^ 

dem  Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytecbnUchen  Schule  za  Carlaruh«. 


L 


A 


^  Wickelt  man'  eincin  Fa<)en  auf.  eine  ebene  Kurve ,  fasst  einen 
seioer  Endpunkte  und  beschreibt  mit  demselben  eine  Kurve,  in- 
dem man  den  Faden  von  der  gegebenen  Kurve  abivickelt,  d.  h. 
ibaibrlfräfarend  gespannt  erhäJt>  so  beschreibt  er  eine  Evolvente 
der  gegebenen  KurTe. 

Geometrisch  gesprochen  viird  also  die  Erzeugungs weise  der 
Evolvente  folgende  sein:  In  einen»  Punkte  (^v^i)  der  gegebenen 
Mienen)  Kurve  ziehe  man  eine  Tangente  und  nehme  auf  dersel- 
ben einen  Punkt  an,  dessen  Entfernung  vom  Punkte  (a?i  yi)  gleich 
'CMI4  ia  irgend  eineni  beliebigen  andern  Punkte  (:r^)  dieser  Kurve 
siehe  man  gleichfalls  eine  Tangente  und  nehme  auf  derselben ,  in< 
derselben  Richtung  wie  vorhin,  einen  Punkt  an,  dessen  Entfernung 
vom  Punkte  (xiy)  gleich  9  4  ^^m  Bogen  der  Kurve  sei,  der  zwi- 
schen dem  anfängheh^  gewählten  Punkte-  (^1  ^1)  und  dem  jetzigen 
Punkte  (x  y}  enthalteh  i^t.  Der  Ort  dieser  Punkte  auf  den  ver^ 
sehiedeoeo'  Tangenten  ist  nun  die  Evolvente. 

Sei  (aß)  ein  Punkt  der  Evolvente,  der  dem  Punkte  (xy)  der 
gegebenen  Kurve,  welche  in  so  ferne  Evolute  heisst,  entspricht^ 
80  Ist  die  Bogenlänge  vom  Punkte  (^1^1)  zum  Punkte  (xy)  gleich 


ä^y  ^•^' 
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je  nachdem  der  BogeD  wächst  mit  wachsendem  x  oder  Dicht  Geht 
nun  die  Abwickelung  so  vor  sich^  dass  mit  wachsendem  oß  der 
abgewickelte  Bogen  wftchst,  wie  in  Taf.  L  Fig.  3.»  so  ist  ^offenbar 
:r  >  a,  während 


also 


^i»=+/V  +(l)*3*' 


Geht  sie  aber  so   vor  sich ,  dass  mit  wachsendem  x  der  jabge- 
wickelte  Bogen  abnfanmt,  wie  in  Taf.  I.  F^.  4.»  so  ist 

o: < «und ^»=-V   'V^+^y^^' 


also 


BÄ'  =  a-/VH(|)'a*. 


Zugleich  ist  immer 

(a;-a)»  +  (y-|J)«=(aiy     y  uC^^dx)*,  (1) 

»1 

worin  die  Zeichen  nach  obigen  Bestimmungen  zu  wählen  sindL 
Da  ferner  der  Punkt  (aß)  in  der  Tangente  im  Ponkte  {xy)  üeg^ 
so  ist 

ans  welcher  Gleichui^  in  Verbindung  mit  (1),  folgt,  dass  im  Fidlem 
der  ersten  Figur: 


•  l.V 


«-/Yh®)'»- 


« — x=^ 


<»-.V= 


n 

ood  iift  FttHe  der  svrtfteii:  ' 


■  V  •  I 


tf  —  X  = 


a 


-/Yh(|)v 

ß-»= '■  ^  ; 


welche  FofiQtln  s^cii  in  eine  einzige  zusaiiunenfassen  lassen : 


T«-/YH®'a« 


«f— ;r 


V^ 


9 


|S-«=  ,,,.... ^  ;  (3) 

worin  die  obern  Zeichen  im  Falle  der  ersten,  die  nntern  im  Falle 
der  zweiten  Figor  gelten. 

Die  Grosse  a  hat  den  Charakter  einer  wiltktihrli«hen  Kon- 
stante,  so  dass  es  also  unendlich  viele  Evolventen  einer  Kurve 
giebt.  Die  alleeiAelne  Gleichung  derselben  wird  erhalten ,  wenn 
toM  in  den  Gleichungen  (3)  y  durch  a:  erset^t^  veriAuge  der  gege- 
benen Gleichung  der  Evolute,  und  sodann  x  zwischen  beiden  GleU 
cbongen  eliminirt« 

Aus  (3)  folgt: 


Ans  (3)  folgt  ferner,  dass  a  und  ß  Funktionen  von  ^r  slodj 
und  dass  man  also  die  Differentialqnotienten  g-s  g-  aus  diesen 
Gleichungen  ziehen  kai\n.  I^an  erhält,  wenn  man  die  00  anwendet: 


ii-m^ff, 


v->yUB 


dl  Sj 


woraus : 


Beachtet  man  die  Gleichung  (2),  so  ergiebt  sich  hieraus: 


1  '1  ■ 


i 


welche  Gleichung  ausdruckt,  dass  die  Tangente  im  Punkte  (xy) 
der  Evolute  Normale  sei  in  dem  entsprechenden  Punkte  (aß)  der 
Evolvente. 

Daraus  ergiebt  sich  nun,  dass  alle  Evolventen  einer  gegebe- 
nen Kurve  einander  parallel  seien,  so  dass  die  Lehrsätze  über 
parallele  Kurven  ohne  Weiteres  auf  sie  anwendbar  sind.  (Siehe 
darüber  Grelle:  Sammlung  mathemathischer  Aufsätze 
und  Bemerkungen,  zweiter  Band.  S.  204  ff.).  Zugleich 
ersieht  sich  daraus  eine  andere,  oftmals  bequemere  Art,  die  Glei- 
chung der  Evolventen  zu  erhalten.  Man  eliminire  nämlich  vermit- 
telst der  Gleichung  der  Evolute  or,  .v»  ö^  ^o^  ^^n  zwei  Gleichungen 
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(«_^)|->0J_y)  =  O.  ^1  +  1=0;  (6) 

SO  wird  daa  Resultat  die  Differ^Dtialgleicbüng  sSmiiitli^ber  E?ol- 
venteii  sein. 

Es  erhellt  aus  dem  Obigen ,  dass  die  Evolute  einer  gegebe- 
nen (ebenen)  Kurve  nichts  Anderes  ist,  als  die  einhüllende  Kurve 
alfer  Normalen  dieser  letzteren,  so  dass,  wenn  (xy)  ein  Punkt  der 
gegebenen  Kurve  ist,  man  die  Gleichung  ihrer  Evolute  erhalten 
wird,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 

X,  y,  g^,  K-^  eiiminirt  zwischen  den  Gleichungen : 

«-*+|(^)=o.  -i-(|y+.S(^-3')=0;   (6) 

80  dass  die  erhaltene  Gleichung  zwischen  a  und  ß  die  gesuchte 
Gleichung  der  Evolute  ist.  Ein^  gegebene  Kurve 'hat  also  eine 
einzige  Evolute.  Aus  den  zwei  .Gleichungen  (6)  folgt  zugleich 
aach,  dass  die  Evolute  die  Kurve  der  Krömmungsmittelpunkte  der 
gegebenen  krummen  Linie  ist. 

Es  könnte  bei  dieser  Art,  die  Untei^sucbungj  zu  führen,  die 
Frage  entstehen,  ob  eine  Kurve,  die  zu  einer  gegebenen  Kurve 
in  einem  solchen  Verhältniss  stehe,  dass  ihre  Punkte  sämmtlich 
auf  den  Tangenten  der  gegebenen  Kurve  liegen,  jeder  Punkt  auf 
einer  andern,  und  dass  diese  Tangenten  zugleich  Normalen  an  dje 
gesuchte  Kurve  seien,  nothwendig  eine  Evolvente  der  gegebenen 
Kurve  sei.  Die  eben  angegebenen  Bedingungen,  in  die  analytische 
Sprache  eingekleidet,  geben  die  Gleichungen  (5),  aus  denen  un- 
mittelbar die  (3')  abgeleitet  werden,  welche  die  Frage  bejahen. 
Dass  dies  so  ist,  lässt  sich  leicht  beweisen.  Aus  der  ersten  Glei- 
chung (5)  folgt,  wenn  man  nach  x  diflferenzirt: 

Ferner  ist  das  Resultat  der  Elimination  von  -J^  zwiiscben  den  (5): 
and  wenn  man  obigen  Werth  von   o -.  einsetzt  und  beachtet,  dass 


s 
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iKE)]|-c^-*)a?=0; 


welche  Glelehangen  die  DifferentialgieichiuigeD  Tom  (30  siid« 
Gesetzt«  die  (gegebene)  Gleichung  der  Evolute  sei 


60  ist 


2'5T  =  g^(^-P)*» 


aa:~27j» 
12     (x-p)*  12    .         .,8^ 


dj? 


(-^)^m'; 


also 


so  dass  die  gesuchte  DifferentialgleichuDg  ist: 

oder  wenn  man  q~— p'  setzt: 

Daraus  folgt  durch  Differentiation  nach  «: 

oder 

weiche  Gleichung  zwischen  den  zwei  Veränderlichen  a  und  ß\  in 
dem  man  sie  schreibt: 
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zum  lateral  hat: 

'l+pP'»  -Jr+f 


AM-r        r^+Pß'*  ~JfHf        1 


Nun  ist 


yvgy  _p  dß'       rdß'     pß'dß'    ,  /    /?'    \ 

also 

_/j?£L'    V"  1+5'« 

ß'  . 


und 


3p 
2 


3p  1  p 

Das  Integral  dieser  Grösse  nach  ß'  ist: 

so  dass  also  das  gesuchte  Integral  ist: 

eliminirt  man  nun  zwischen  dieser  Gleichung  and 

(«-p)r+|S/J'8-|=0 

I 

die  Grosse  ß^,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Evolvente. 

Ffir  den  Fall,  dass  C=0,  erhält  man  dadurch  ß^^ip'a,  die 
C9dchimg  der  Parabel,  wie  bekannt 
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II. 


% 

/ 


Dehnt  man  dieselbe  Betrachtungsweise  aaf  Kurven  doppel- 
ter KrQniraung  aus,  so  erhält  man,  wenn  man  unter  ein^r  Evol- 
vente einer  doppelt  gekrümmten  Kurve  eine  krumme  Linie  ver- 
steht, die  durch  den  einen  Endpunkt  eines  Fadens  beschrieben 
wird,  der  sich  von  der  gegebenen  Kurve  abwickelt,  die  Gleichun- 
gen der  Evolvente,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichungen  4^t  ge- 
gebenen Kurve  ;r,  y,  z  eüminirt  zwischen: 

(7) 


^'-fv^*c&*m 


y— «= 


2 

dz 


VM:iy+(i) 


8z  \a     ai* 


in  welchen  Formeln  die  obern  Zeichen  gelten,  wenn  die  Abwicke* 
lung  so  vor  sich  ^eht^  dass  der  abgewickelte  Bogen  wächst  mit 
wachsendem  x,  die  untern  im  entgegengesetzten  Falle. 

Durch  Differentiation  nach  a:  zieht  man  aus  den  Gleichungen  (7): 


dx 


D+dr-^CffiXK 


+  ^ß-y^\jxBa!^Sa!~dx^~\Sx)   Sa^X~^' 


£i}'^\£)  +fe)  Jsi 
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irährend 


dx' 


Daraus  ersieht  sich  nun,  indem  man  obige  Gleichnngen  addirt: 


{dx'^Bxdx'^dxBxJV^ydx)   ^VßxJJ—^' 


d.  b. 


^+dttdx  +  d«Bx-^'         ^^ 


\ 


welche  Gleicbuoe  aussäst^  dass  die  Tangeiife  im  Punkte  (x^z) 
der  gegebenen  Kurve  (Evolute)  eine  Normale  an  die  Evolvente 
im  entsprechenden  Punkte  {aßy)  ist. 

Die  Evolrente  hat  also  ebenfalls  die  Eigenschaft  auf  den  Tan- 
genten an  die  Evolute  senkrecht  zu  stehen  und  sie  sämmtlich  zu 
schneiden»  Nun  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  jede  Kurve, 
welche  diese  Eigenschaften  hat;  nothwendig  eine  Evolvente  der  ge- 
gebenen Kurve  sein  muss,  . 

« 

Sei  nämlich  (xyz)  ein  Punkt  der  gegebenen  Kurve,  a,  ß,  y 
die  Koordinaten  desjenigen  Punkts  der  mit  den  genannten  Eigen- 
schaften begabten  Kurve,  der  in  der  Tangente  an  die  erste  Kurve 
liegt,  so  hat  man  als  analytischen  Ausdruck  der  zwei  Eigenschaf- 
ten die  Gleichudgen^ 


|.-,=|(..-.).  ^>=|(.-.).  i+|g+g|=o> 


m 


welche  Gleichungen  man  auch  nach  x  diflferenziren  darf,  indem 
man  a,  ß,  y  als  Funktionen  von  x  ansieht.     Aus  den  ersten  zwei 

folgt: 

dß     8y  8«  .  ,       v3*v     8y     8^  ^^  .  ,       ^^^ 


dx      ox  ex 


dx^      dx      dxdx 


wShrend  die  dritte  auch  geschrieben  werden  kann: 

Sx'^Sxdx  *8xdx 

■oß   By 
Fährt  man   hier   obige   Werthe   von    g^»  ö|     ein,  so  ergiebtsich: 


78 


«• 


c8><^ 


® 


©« 


e« 


CO  >CO 


CO 


\ä\ 


+ 


I 


II 


CO  ICO 

lo'co 


•H 


CO 'CO 


*i 


colco 


l   fH 


H 

I 

T 

II 


.§ 


H 
CO 


cg'^ 


IcS 


CO 'cd 

V 


Ko  CO 


+1  + 

Koico 

4^ 


CD 


03 


O 
ä 
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9 
cd 


IcS 


Hiei 


CO  Ico 


cTl 


CO 


colco 


ei 


^c§ 


->\M 


H 

CO 


cS 


.2     c 


cS'icg 


Wt»t 

KD  ico 


CpICD 


II 


fco  ico. 


i! 
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Darch  theiiweise  Integration  ergiebt  sich: 


tf 


"  yf^sr<%y 


9a: 


='^^W*M  -/v  H©%  cö''- 


also  endHcb: 


a — a:=^ 


VH(g)%(|)V 


und  daraus: 


V  H(|)'+(feX    ''■ 

welche  Gleichungen  nichts  Anderes  sindj  als  die  Gleichungen  (7), 
Qod  somit  die  Bebaiiptang  rechtfertigen. 

Eine  jede  Tangente  ap  die  Evolute  liegt  also  in  der  Normal- 
ebene  der  Evolvente,  die  in  dem,  dem  angenommenen  Punkte  ent- 
sprechenden Punkte  errichtet  ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Durch- 
schnittspunkt zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  in  der  Ge- 
raden liegen  mqss^  in  der  zwei  auf  einander  folgende  Normalebe- 
nen  der  Evolvente*  sich  schneiden.  Daraus  ergieht  sich  denn  der 
bekannte  Satz,  dass  eine  Evolute  einer  gegebenen  Kurve  doppel- 
ter Krjimmung  sieh  in  der  abwickelbaren  Fläche  befanden  rouss^ 
die  der  Ort  aller  dieser  Durchschnittslinien  ist. 

Zugleich  folgt  aber  auch/ da«&  eine  gegebene  Kiirve  doppelter 
Krümmung  unendlleb  viele  Evoluten  habe.  Es  iSsst  sich  dies  geo- 
metrisch einfach  so  nachweisen:  Seien  o,  6,  c, ....  eine  Reihe  auf 
einander  folgender  Punkte  der  gegebenen  Kurve;  Qr,j3,y,...  die  die- 
sen Punkten  entsprechenden  geraden  Linien  in  der  abwickelbaren 
FISche  (nebenbei  gesagt.  Gerade,  die  auf  den  Krämmungsebeneii 
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der  gegebenen  Kurve  und  zwar  im  Mittelpunkte  erster  KrSmniilog 
senkrecht  stehen).  Von  a  aus  ziehe  man  nach  einem  beliebi- 
gen Punkte  c^  von  a  die  Gerade  au  und  lege  durch  aa  und  ab 
eine  Ebene,  welche  die  Gerade  ß  in  einem  Punkte  ß'  schneiden 
wird,  der  (nebst  a')  ein  Punkt  der  Evolute  sein  wird;  durch  bß' 
und  bc  lege  man  wieder  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  y  im 
Punkte  /  schneiden  wird,  der  ein  dritter  Punkt  der  fraslicben 
Evolute  sein  wird,  u.  s.  w.  Offenbar  ist  nämlich  a'  ß'  die  Verlän- 
gerung vpn  äff',  da  aa'  in  der  durch  a  gehenden  Normalebene 
liegt,  in  d^r  a  und  ß  liegen ;  eben  so  ist  |3'/  die  Verlängerung  von 

6/r, ,  un^  aa\  oß\  ...  sind  Normalen  an  die  gegebene  Kurve; 

mithin  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  gegenene  Kurve  eine 
Evolvente  der  erhaltenen,  und  folglich  letztere  eine  Evolute  der 
gegebenen.  In  so  ferne  af,  willkührlich  war,  giebt  es  unendlich 
viele  Evoluten  einer  gegebenen  Kurve« 

Es  lässt  sich  dies  übrigens  analytisch  in  folgender  Weise  zei- 
gen. Aus  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  folgt,  dass  wenn  {xyi) 
ein  Punkt  der  Evolvente,  (ftßy)  der  entsprechende  Punkt  einer 
Evolute  ist,  man  haben  muss:  \. 

welche  Gleichungen .  man  nach  x  differenziren  darf,    indem  man 
a,  I?,  y  als  Funktionen  von  x  ansieht. 

. 
Man  zieht  zunächst  aus  der  Verbhidang  der  drei  Gleichmh. 
gen  (10) : 

ix-a)  +  (y-^)^  +  (2-y)  |^  =0.  (11)1 


Aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (10)  zieht  man: 


r .  ;.         .f ' 

•         ••» 

•:»-il 


während  die  dritte  giebt:  V  "-^ 

•;  •"  'til"» 

d^a      ff^dß      Byd^ß      S^dz      Shdy_^  • 


• 

a  •• ■  II     I 


S^ß   8»y  

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  von  g~^*g^*  'R^<V^ 

aus  den  vorigen  zwei,  so  erhält  man:  ' 
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d.  h.,  wenn  man  (11)  beachtet: 

Sß   dy 
SeCtt  man  hier  die  Werthe  von   r-»  rp  aus  den  zwei  ersten  Glei- 

da   oa 

ckongen  (10)>  so  erhält  man:  > 

(,-^.^+(-,)S+@y+CE)-+.=«.  (-») 

'ndem  zufolge  der,  dritten  Gleichung  (10): 

daSa:      daSx 

m 

Die  GleiebiAig  (11)  zeigt,  dass  der  Punkt  (a^y)  imder  Normal- 
ebene  an  die  gegebene  Kurve  im  Punkte  {xyz)  ist  Da  (12)  erhal- 
tep  wird,  wenn  ijoan  in  (11)  nach  o?  differen^irt,  aber  a,  ß,  y  als 
eonstant  ansieht,  so  rolgt  aus  (ll)uQd  (12),  dass  der  Punkt  (aßy) 
I  in  der  Durchschnittslinie  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender 
'  fiormalebenen  enthalten  ist.  Eiiroinirt  man,  unter  Zuziehung  der 
Clj^ch'unfren  der  gegebenen  Kurve,  x  zwischeifi  den  Gleichungen 
(11)  und  (12),  so  erhält  man  die  Gleichung  der  'wickelbaren  Fläche, 
welche  der  Ort  aller  dieser  Durchschnittslinien  ist.  Verbindet  man 
mit  dieser  Gleichune  die  aas  den  zwiei  ersten  Gtelqhqngen  hervor- 
Itebende  Gleichung  (nachdem  man  x  eliminirt),  so  ^ind  diese  zwei 
Gleichungen  die  einer  Evolute.  Da  aber  dieselben  Differential- 
cleichungen  sind,  so  folgt  daraus,  dass  es  unendlich  viele  Evolu 
ten  gebe^ 


i  >• 


Dass  dieselben  Sätze  auch  für  ebene  Kurven  bestehen,  ist 
Idar;  die  mehrfach  angeführte  abwickelbare  fläche  ist  dann  eine 
Zjlinderfiäche,  die  auf  der  Ebene  der  Kurve. senkrecht  steht,  und 
die  in  I.  vorzügsweiise  so  genannte  Evolute  ist  eben  die  Kurve 
der  Krfimmungsmittelpunkte. 

Dass  bei  doppelt  gekrümmten  Kurven  die  Kurve  der  Kriim- 
roongsmittelpunkte  nicht  Evolute  der  Kurve  ist,  folgt  daraus  schon, 
ilass  die  auf  einander  folgenden  Krümmungshalbmesser  (erster 
KMmmung)  einander  nicht  schneiden «  wie  dies  leicht  nachgewie- 
sen werden  kann.  Sind  nämlich  a,  ß,  y  die  Koordinaten  des  dem 
Packte  («,y,z)  entsprechenden  Krjimmiiiigsmittelpunkts,  so  müssen 

Theil    XX.  6 
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dieselben  ailftser^  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  noch  ,der  C 
chung:  '.     .' 

genügen. 

Sind  X,  Y,  Z  laufende  Koordinaten,  so  sind  also  die  G 
«bangen  des  Krümmnngshalbmessers: 

Jt-«=  55=^  (Z-z),     F-y  =  ^  (Z-^i). 
,  y — z  ^        '  ^     Y — z  ^        ' 

Lässt  mau  x  um  dx  wacbsen,  wodurch  y^  z,  a,  ß,  y  resp. 

^  8a:, y  g^^'^  werden»  so.  erhält  man  die  Gleichung  des  näcl 

liegenden  KrümÄiungshs^lbmes^ers.    Damit  beide  sich  schneie 


muss: 


8a:\y— 1/  8a:\  y — ^z  /      84:\y— z/Si\  y—z  /' 


d.  h.  nach  leichter  Reduktion: 


/dß      dady\  /da  dz      8y\ 

^y-'Krx-siFx)  +  ^-y>V8i&'^3i/ 

+  V''    '^\dxdx     dxdxj-^ 


( 


sein.  Zieht  man  aus  (11),  (12),  (13)  dieWerthe  von  v— ;z,^^,«- 
d  substiüirt  sie  in  (14),  so  erhält  man  nach  leicnter  Keduki 


und 

die  Gleichung: 


dtt/8^S»      8^zBi\     dß3h      dyS^.. 
SAß:^dx'^S^BxJ^dxdx^^^da^'^^' 


( 


Differenzirt  man  nun  die  Gleichung  (13)  nach  o*,  indem  man  a, 
als  Funktionen  dieser  Grösse  ansieht,   so  erhält  man,  wenn  i 
(15)  beachtet: 

und  wenn  man  hier  wieder  die  Werthe  von  x^a,  y—ß,  z — y  s 
stituirt  und  reduzirt;  . 

r 

/ 

welche  Gleiehung  bekanntlich  ausdrückt,  dass  die  betracbtefe  Ku 


1^ 
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eben  ist^  so  Aass  also  ein  Schneiden  der  Kriimniungshalbmesser 
BV  bei  solchen  Kurven  statt  hat. 


III. 

Sei  A  ein  Punkt  einer  krummen  Oberfläche,  deren  Gleichung 
K=Osei;  man  nehme  die  Tangentialebene  im  Punkteil  als  Ebene 
der  xy;  A  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  die  Normale 
in  A  zur  Axe  der  z;  zugleich  seien  die  Axen  der  a:  und  p  so 
gerichtet«  dass  die  Ebenen  der  az  und  yz  zusammenfallen  mit  den 
oelden  Haupt- (krürnmungs)- schnitten  der  krummen  Oberfläche  im 
Punkte il.  Alsdann  ist  bekanntlich  ;r=^:i-;z=0^  d.h.  im  Punkteil: 

Su     ^    du     ^     S^tt      ^    dz      ^  .,-,v 

Man  gehe  nun  vom  Punkte  A  ans  auf  der  krummen  Oberfläche 
nach  einem  (nnendlich)  nahen  Pqnkt^  B  so,  dass  AB  mit  der 
Axe  der  x  den  Winkel  (p  mache  und  mithin  die  Gleichungen  der 
Tangente  an  AB  in  Ä  sind:  2=0,  y^a:t^(p.    Sind  nun  Ja:,  Ay^ 

^i  die  Koordinaten  von  B,  so  ist  ~p  =  tg9  für  ein  unendlich  ab- 
nehmendes Axi  zugleich  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  B 
ao  die  krumnie  Oberfläche  gezogenen  Normale: 

du      B^u  ffhi  Bhi 

rr        A        Bx       BxBz  Öl/S«    ^       ÖZ*  f^     ^  V, 

wenn  man  in  deii  vorkommenden  Differentialquotienten  a:^^=z=0 
setzt,  wobei  dann  die  Gleichungen  (17)  zu  beachten  sind. 

Man  le^e  nun  durch  die  Axe  der  z  und  die  Tangente  AB  im 
Punkte  A  eine  Ebene,  so  ist  deren  Gleichung  ^— a:tg9>=0,  und 
die  Im  Punkte  A  aiif  dieser  Ebene  senkrecht  stehenae  Linie  hat 
in  Gleichungen: 

2=0,    a:  +  tgg>,y=0.  (18) 

;  Ist  nun  €  der  Winkel  der  Normale  an  die  Fläche  im  Punkte 
B  und  der  durch  diiet  Axe  der  z  und  AB  gelegten  Ebene ;  c'  der 
Winkel  zwischen  eben  dieser  Linie  und  der  Linie  fl8)/so  ist 
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«^ 


ö^ 


«d 


«d 


'lai 


+ 


8S 

kt  nao  ^  der  KrfimmuDgshalbmesser  des  Schnitts,  deo  die 
Ebene  der  xz  in  die  krumme  Oberfl&che  macht ,  f^^  der  fSr  deo 
Schnitt  mit  der  Ebene  der  yi^  so  ist  bekanntlich 


d«ii 

dsu 

8j;«       1 

öy«     1 

wenn  man  die  Krflmmungsbaibmesser  mit  dem  ihnen  gehörenden 
Vorzeichen  nimmt.    Demnach  ist: 

ein  Satz 9  den  bekanntlich  schon  Bertrand  im  Liouvi II e' sehen 
Journale  (1844)  bemesen  hat,  und  worin  d«  die  Länge  des  Ele- 
ments AB  bedeutet»  dessen  Richtung  durch  den  Winkel  9  gege- 
ben, ist. 

Ist  AB  ein  Element  einer  auf  der  krummen  Oberfläche  von  A 
ans  gezogenen  kürzesten  Linie,  so  ist  die  Ebene  durch  AB 
und  die  Normale  in  A  eine  Krilmmungsebene  dieser  Kurve,  so 
wie  I  die  Krummungsebene  derselben  in  B  durch  die  Normale  in 
B  an  die  Oberfläche  geht.  Der  Winkel  t  ist  alsdann  der  Winkel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgepder  Krümmungsebenen,  wäh 

rend  —  der  Werth  des  Halbmessers  r  der  zweiten  Krümmung  im 

Punkte  ^  ist.     Demnach  ist,   im  Falle  einer  kürzesten  (geodäti- 
schen) Linie: 

^=       ?£l£|^  (20) 

(Pi-^)sin29 

welchen  Satz  Tortolini  in  seiner  Abhandlung :  Sulla  determi 
nazione  delLa  Linea  Geodesica  etc....  (Atti  delT  Ac- 
cademia  pontificia  de  nuovi  Liocei,  anno  IV.  —  Ses« 
sione  VI  delT  IL  Maggie  1851)  8.  33  ff.  angewendet  hat, 
om  den  Halbmesser  zweiter  Krümmung  der  geodätischen  Linien 
auf  einem  dreiaxigen  Eliipsoid  zu  ünden. 

Für  fi  =  ^  sind  alle  kürzesten  Linien,  die  durch  den  Punkt 
Jgehen,  eben;.^essgleichen  sind  diejenigen  eben,  deren  Richtung 

TL 

in  die  Richtung  der  Hauptschnitte  fallt  (9=0,  oder  ^).     Die  kür- 
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zesten  Linien  auf  einer  krummen  Fläche  sind  also  nur  dann  duvdb« 
sSngis  ebene  Kurven,  wenn  die  betreffende  Fläche  eine  Kugel 
ist.  In  keinem  andern  Falle  werden  alle  kürzesten  Linien  ebene 
Kurven  sein,  ja  selbst  dann  nicht,  wenn  auch  einer  der  beiden 
Uauptkrummungshaibmesser  beständig  unendlich  gross  ist.  Eben 
so  werden  auch  die  Krümmungslinieii  einer  krummen  Linie  nur 
in.  so  ferne  kürzeste  Linien  sein  können,  als  sie  ebene  Kurven 
sind.  Umgekehrt,  wenn  die  Krtimmungslinieo  ebene  Kurven  sind, 
so  müssen  sie  nothweodig  kürzeste  Linien  auf  der  Oberfläche  sein. 
Die  Krümmungsebeoe  einer  solchen  Kurve  (die  Ebene»  der  Kurve 
selbst)  enthält  nämlich  immer  die  Normale  der  krummen  Fläche 
in  demselben  Punkte,  mithin  ist  die  Kurre  eine  kürzeste  Lhiie. 


IV. 

Sei  ti=0  die  Gleichung  einer  krummen  Oberfläche;  x=az-{-b, 
vzsia*z-{-b'  die  Gleichungen  einer  Geraden,  welche  auf  diese  Ober- 
fläche projizirt  wird:  man  verlangt  die  Gleichungen  der  Projektion 
dieser  Geraden  auf  die  gegebene  Oberfläche. 

Die  Gleichungen  der  Normale  an  die  gegebene  Oberfläche  im 
Punkte  (xyz)  sind: 

Su  du 

dz  dz 

Da  dieselbe  nun  durch  einen  Punkt  {x'y'i')'  der  gegebenen  Gera- 
den gehen  soll,  so  muss  folglich:. 

du  du 

x'-x^^ii^^z),  y-2^  =  ^(2'-2),  :r'=ai'+6,  y=aV+6'     (21) 

dz  dz  .  ^     ■ 

sein.    Daraus  folgt: 

du     du  '  .        « 8tt      du 

(az'  +  6-;r)g  =  ^(z'-.).(aV+6'-^)g^=^(z'-.).      , 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  ^,  ?j-»  k-  ihre  Werthe 

aus  der  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  und  eliminirt  z'  aus 
denselben,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  a;,y,z,  die,  verbunden 
mit  2£=0,  die  Gleichungen  der  gesuchten  Projektion  ausmacht. 
Demnach  sind  dieselben: 


»Ti 


«=•>'  §(y-fl'*-40+fe"»;^*-*)+S^«'*-«»+'**'-«'*)=®•  f'^> 


wie  man  leicht  findet. 


Will  man  dep  Punkt  (^V^O  haben,  der  dem  Pankte  {xyz) 
~|  KnrVe  (22)  entspricht,  d.  h.  ^ssen  Projektion  letzterer  ist,  s6 
A  den  drei  der  Cfleichungen  (21)  diese  Aufgabe  lösen. 


der 
wer* 


I 


Für  den  Fall  der  Kugel  Ä«fy«+2«=r«  ist  g~=2a:,  g^=2y. 
^=2z,  also  die  zweite  Gleichung  (22): 

by — 6'ar  +  (a6'— o'A)  2=0, 

d.  h.  die  Projektion  gehört  einem  grössten  Kreise  der  Kugel  an, 
wie  das  zu  erwarten  war. 


V.,       . 

Sei  g  die  Beschleunigung  dei;  Schwere,  s  der  Bogen  einer 
(ebenen)  Kurve,  längs  der  herab  ein  schwerer  Körper  fällt,  so 
dass  wir  uiis  die  Ebene  der  Kurve  vertikal  denken,  wobei  der  Bo- 
gen vom  tiefsten  Punkte  der  Kurve  aus  gerechnet 'werden  soll. 
Die  Vertikale  durch  diesen  Punkt  sei  Axe  der  z  und  eine  in  der^ 
Ebene  der  Kurve  liegende  Horizontale  durch  jenen  Punkt  Axe  der 
Xi  so  ist,  wenn  die  Bewegung  im  leeren  Räume  vor  ^Ich  geht : 

g<5=-5^3,'  (23) 

wenn  i  die  Zeit  bedeutet.  Wir  wollen  nun  die  Kurve  so  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  sie  eine  Tautochrone  sei,  d.  h.  eine 
Kurve  9  in  der  ein  fallender  Körper  immer  in  derselben  Zeit  nach 
dem  tiefsten  Punkte  gelangt,  von  welchem  Punkte  er  auch  ausge* 
ken  möge,  in  so  ferne  seine  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist. 

Ans  (23)  folgt: 

^S^sds  «    dz  /B$y        „     .  ^ 


und  da  für  zz:zh,   5|=0: 
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Nun  soll  s  als  Funktion  von  z  ^o  bestimmt  werden,  dass  |< 
teres  Integral  einen  konstanten  Werth  erhält»  was  auch  k  t 
Man  setze  desshalb: 


so  wird  also 


sein  müssen.    Nnn  ist 

J       \fz{\^z)         ^^       V        V  2(1-2) 
.0  '  0  ^ 

wenn  0  zwischen  0  und  I ;   also  niuss,   was  auch  immer  A 
^(Ad)  konstant  sein,  d.h.  man  wird  offenbar  ^(2)  selbst  gleich  ei 
Konstanten  haben  müssen.     Demnach 

was  bekanntlich  eine  Zykloide  ausdrückt,  welches  somit  die  I 
tochrone  im  leeren  Räume  isL 


VI. 

Wenn  auf  einer  krummen  Oberfläche  eine  geodätische  Li 
gezogen  (gemessen)  werden  soll,  so  geschieht  dies  in  folgen 
Weise : 

Man  lässt  die  Messstange  AB  auf  die  Fläche  auflegen  ( 
bei  wir,  wenn  wir  uns  z.  B.  die  Ci^e  als  die  krumme  Fläche  c 
ken.  wohl  annehmen  dürfen,  die  geradlinige  Messstaoge  liege 
ihrer  ganzen  Länge  wirklich  auf,  d.  h.  Aß  sei  als  ein  Elen 
der  entstehenden  krummen  Linie  zu  betrachten);  in  dem  t 
punkte  ß  errichtet  man  eine  Normale  an  die  krumme  Fläche, 
sodann  eine  zweite  Messstange  BC  (etwa  gleich  AB)  in  die  ^ 
längerong  von  Aß  und  dreht  nun  diese  BC  so,  dass  sie  bes 
diff  in  der  Ebene  bleibt,  welche  durch  die  Normale  in  B  und 
gät,  und  sich  auf  die  krumme  Fläche  legt;  in  C  verfahrt  i 


8» 

.4 


wieder  wie  in  B  vl.  e.  f.*).  Daraus  folgt,  dass  die  durch  die  Ele- 
mente Aß,  BC  gebende  Ebene  zugleich  die  Normale  der  krum- 
men Fläche  in  B  in  sich  enthält,  aus  welcher  Eigenschaft  es  sehr 
leicht  sein  wird,  die  Gleichungen  der  geodätischen  Linie  abzuleiten. 

Sei  nädslioh  «,==0  die  Gleichung  der  krummen  Oberfläche,  so 
sind  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (xyz)  derselben, 
wenn  X,  T^  Z  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten: 

dx  dy  dz  d^x  3^  dh 
Beziehen  sich  die  Differentialquotienten  3~»5I' g;»^'g7ä'gl2 

aofdie  geodätische,  durch  (^^2)  gehende  Kurve,  worin  d«  das  Ele- 
ment derselben  bedeutet,  so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  der 
durch  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  gehenden  Ebene  — 
der  Krnmmungsebene :  , 

Zieht  man  nun  aus  (24)  die  Werthe  von  X—Xy  Y — y  und 
«etzt  sie  in  (25) ,  so  muss  diese  Gleichung  erfüllt  sein,  was  auch 
immer  der  Werth  von  Z  — 2  sei,  d.  h.  man  muss  haben: 

(26) 

/Sz c%     (^x (9^z\8tt      /8a? d^y     dy d^x\du    ^ 
+  \ßs  ds^  ■"  8*  dsydy  +  V878i^  -  8^  Wjdi"^ 

Da  die  geodätische  Kurve  aber  auf  der  krummen  Oberfläche  liegt, 
80  ist  auch : 

8tt  8£     8m  dy     düBz  /dx\^      /dy\2      /dz^  _ 

8ar8i +8y8*+8z8«^"'     ^8*/  +W   """  W         ' 

dxd^x     dy8^     dzSh ^ 

878^  +  8^8^  +  &8l«— ^' 

weiche  letzteren  zwei  Gleichungen  aus  einem  bekannten  allgeniei- 
neö^SatJE  der  analytischen  Geometrie  stammen.    Ellminirt  man  ver- 


/^8^_8z8«^\8t« 


*)  £«1  kommt  dies  daiauf  hi.iauA,  vermittelst  des  Fernrohrs  eines 
Theodolithen,  das  sich  bloss  in  einer  Ebene  bewegt,  die  einen  Noruial- 
schnitt  der  Erde  bildet,  das  Anlegen  der  Messstnngen  zu  regeln,  indem 
man  den  Theodolithen  jeweils  in  ß.  T,  ...  aufstellt. 


\ 


90 

mittelst  der  ersten  dieser  Gleichungen  g-   aus    (26)^    ao   .^hält 
nmn: 

I  ... 

[dydt&h     /dzyfi^     /BxY!^     dvBxS'x-idu 
5i  8*3?  ~  \jdsj  3*»"  ~  \ß7j  dt^'^SBt  WJBx 

^  Lw  S$^'~ds  a«a«a~S*  d's  8«»      \tij  8*«  jSy~"* 
d.  h.  wenn  man  die  zweite  beacftet:  < 

■■■•..■  '  .  ! 

[Bydzd^z      /dyyS^y     dydxd^x     ^"|8ti  •    ' 

oder  endlich,  wenn  man  die  dritte  beachtet: 

8««  5^     8*«8.«~"'  ^^'^   ; 

welche  Gleichung,^  in  Verbindung  mit  ti^O,  die  geodätische  Kurve 
bezeichnet. 

Bekanntlich  ist  (27)  auch  die  Gleichung  der  kürzesten  Li- 
nien auf  einer  krummen  Oberfläche,  so  dass  also  die  geodätischet 
Kurven  diese  Eigenschaft  haben.  ^ 

Für  den  Fall  der  Erde  ist 

also  die  Gleichung  (27): 

ff^j:       8*y      ^         8y       8a:     ^ 
2'8^-^8i*=®'    ^8F-3'8i  =  ^5 

80  dass  die  Gleichungen  einer  geodätischen  Linie  aof  der  Erde 
sind : 

(oder:  j:^-yg^=0. 
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Sei  a  die  b^lbe  grosse  Axe  des  Erdellipsoids,  6  die  fialbö 
kleine,  €*= ^ — 5  ferner  Ä  die  geographische  Breite  eines  Pank^- 

tes  M  des  Erdellipsoids ,  dessen  Meridian  wir  als  den  ersten  an- 
nehmen wollen,  B'  die  geographische  Breite  eines  zweiten  Punk- 
tes iV,  und  der  Längenunterschied  beider  gleich  X "),  Auf  den  in 
M  und  N  errichteten  Normalen  dienken  wir  uns  zwei  Punkte  JU'» 
iV',  deren  Entfernungen  von  M  und  JS  h  und  A'  seien.  Alsdann 
sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M*i 

Von  N': 

(Vergleiche  Archiv,  T heil  VII.,  S.  73.)  Die  Grössen* 
und  h*  pflegt  man  gewöhnlich  die  Höben  der  Punkte  M\  N'  über 
der  Meeresfläche  zu  heissen.  Um  nun, das  Azimuth  der  geodä- 
tischen Linie  MN  zu  bestimmen,  pflegt  man  in  der  Geodäsie  den 
Winkel  zu  messen,  der  gebildet  wird  von  der  Projektion  der  Ge- 
raden M'N'  auf  die  in  M'  auf  MM'  senkrecht  gestellte  (Horizon- 
tal-) Ebene  und  der  Durchschniftslinie  der  Meridianebene  durch  M 
mit  derselben  Ebene.  Dieser  Winkel  ist  aber,  strenge  gßnomm'en, 
nicht  das  wirkliche  Azimuth,  das  man,  aus  den  so  eben  gemach- 
ten Angaben,  berechnen  könnte,  und  wir  wollen  nun  jenen  Win- 
iiel  bestimmen,  um  ihn  dann  mit  dem  wahren  Azimuthe  zu  ver- 
gleichen. 

Die  Gleichungen  der  Normale  MM*  finden  sich  leicht: 


y  =  ^'^=^^^-Vl-eW^ 


*)  Die  Breite  vom  Aeqnator  an«  nach  Norden  von  0  bis  ^^ ,  nach 
Soden  Ton  0  bis  — 90^;  die  Lance  Ton  Westen  narh  Osten  von  0  bis 
360**  gezählt.  Zugleich  ist  der  Mittelpunkt  der  Erde  Anfangspunkt  der 
Koordinaten,  die  £bene  des  Aequators  Ebene  der  xy^  die  nach  dem  Nord- 
pol gerichtete  Erdaxe  Axe  der  2; 'die  Axe  der  X  liegt  im  Oten,  die  der 
y  im  90«ten  Meridiangrad. 


03 

demnacb  Ut  di«  Gleicbacig  der  Jarch  MM'  aod  den  Pankt  N'  % 
beodeo  Ebene: 

(renn  x",  y",  t'  die  oben  angeeebenen  Wetibe  der  Koardioaleo  t 
A'  siad.  Soll  diese  Eliene  die  Gerade  MM'  enChalIeD ,  eo  mnt 
wenn 

gesetzt  wtrd,  diese  Gleicbnng  identisch  erfüllt  sein.    Daraas  foli 
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Die  Grosse  —  wird  in  der  Regel  so  kfein  seio^  dass  man  sie 
wird  vernachlässigen  können,  eben  so  wird  es  mit 

«       ■  /       sinJ?  sinJJ'        \ 

VV^l— e«8in«Ä     VT-e«sin«Ä'/ 

der  Fall  -sein,  wenn  B  und  B\  wie  gewöhnlich,  wenig  von  einan- 
der Terschieden  sind. 

'Will  man  aber  nichts  vernaehlässifiren»  so  wird  man  nach  (28) 
immer  den  betreffenden  Winkel  berechnen  können.  Wir  wollen 
den  Fall  untersuchen,  da  B=^B\    Alsdann  wird  (28)  zu: 

»  .    •  2sinciC0Sä  cotgö 

cosBsmX  .  2       2  .         °2  . 


.,.•- 


-*■  8in£fcos^(l — cosA.)      —    .   »>  «   .  «1,        "~  sinB 

Wir  wollen  nun  X  =  2«,  Ä  =  52042'2^-53251*)  annehmen,  und 
den  Winkel  darnacl)  berechnen. 

Es  ist  alsdann: 

logcotg  g  Xzi:  1 17580785313 
—  log  sin  Ä=  0-0993702321 

log  tga:=:  11-8574487634 
a:=89012'16''16124. 

Wir  wollen  nun  das  Azimuth  der  geodätischen  Linie  MN  di- 
rekt berechnen,  indem  wir  dabei  von  den  Gauss  Ischen  Forkneln 
(a.  a.  O.)  ausgehen. 

Zunächst  haben  wir  nun  die  Punkte  M  und  N  auf  die  Kugel 
überzutragen.  Die  Breite  der  ihnen  entsprechenden  Punkte  Mf, 
Ni  auf  der  Kugel  ist  52<'40'0^'00000  (Gauss,  S.  9.). 

Was  den  Längenunterschied  li  der  Punkte  JUi,  Ni  auf  der 
Kugel  anbelangt,  so  ist: 

i^''=«r  (S.  6),    log«=:0-0001966553, 

also  da 


*)  Vergleiche:    Gauss,    Untersuchungen  über  Gegenstände 
<ler  höhern  Geodäsie.    Seite  10. 
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log  1"= 3-8573324964 
loga=000019665S3 

log;Li"=3-857Ö291517. 
Xi''=7203-26109=2<«'3''-26109. 

Man  hat  also  ein  sphärisches  Dreieck  anfzulusen,  in  dem  zwei 
Seiten  gleich  90^—52940',  und  der  von  ihnen  gebildete  Winkel 
200/3^.26109  ist.  Der  Winkel  z,  welcher  der  einen  der  bleichen 
Seiten  entgegensteht^  wird  folglich  erhalten  aus  der  Gleicnung:  . 


_cotglooa^^'63054 
*S^^       sin52O40' 


Nun  ist 


log  cotg  loO'r-63054  =  11-7578818321 
— iogsin52«40'=  00995668873 


logtgi=ll  8574487194 
2=8901216''16159, 

welcher  Werth  von  dem  oben  für  x  gefundenen  erst  in  der  vie^ 
ten  Dezimalstelle  der  Sekunden  abweicht.  Es  ergiebt  sich  da^ 
aus  9  dass  man  den  beobachteten  Winkel  a;  ^unbedenklich  ifir  den 
zu  suchenden  %  annehmen  kann. 
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IFeber  IPoiiiciiiat's 'Pendelversaeii  zvni 
Beweise  für  die  irmdrelmkis  d<»*  Slrde 

um  üire  Axe. 
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dem  |Iera^sgel>er. 
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Das  Archiv,  hat  an  seitie  Leser  eioe  Schuld  abzutragen.  Denn 
ra  den  Zwecken,  deren  Erreichung  diese  Zeitschrift  sich  yoi^- 
setzt  hat 9  gehurt  namentlich  auch  die  Besprechung  aller  der  Er« 
scheinungen  auf  dem  Gebiete  der  Wissenscnaft ,  welche  In  irgend 
»iner  Beziehung  zu  besonderer  Geltung  gekommen  sind;  undaasis 
tu  diesen  Erscheinungen  r^6ht  eigentlich  Foucault^s  höchst 
Derkwürdiger  Pendelversuch  zum  Öeweise  für  die  Umdrehung  der 
!rde  um  ihre  Axe  gehurt ^  wird  gewiss  Niemand ^  am  wenigstens 
:b  selbst,  in  ^Abrede  zu  stelieii  geneigt  sein.  f>ieser  Vei^uch 
flrfte  aber  utn'  so  mehr  eine .  Besprechung  ini  Aitshive  fär  sich  in 
lüspruch  ^n  ifiehmen  berechtigt  sein;  weilman ^denselben  bekannt* 
cfa  auch  vielfach  vor  .das  grosse  Publikum  zu  bringein  <= zweck« 
iSssig  gefunden .  hat.  Ob  man  damit  recht  gethän  hat ^  will  ich 
ier  nicht  untersuchen,  will  aber  auch  nicht  verhehlen,  dass  die 
drechtigung  zu  der  bereits  so  vielfach  versuchten  uffentlicheh 
urschaustellung  des  wissenschaftlich  so  überaus  merkwürdigen 
bncault'schen  Versuchs  vor  den  Augen  des  grossen  Publikums 
lir,  wenigstens  sehr  *  zweifelhaft  scheint,  und  dass  ich  darin 
lleridings  mehr  eine  elhe^  wissenschaftlichen  Mathematikers  oder 
%sikers  nicht  sehr  würdige  Escamotage*),  als  einen  selbst  für 


*) .  Insofern  nämlich  das  grosse  Publikam  leicht  zu  der  Mei* 
ug  verleitet  wird,  etwas  von  der. Sache  za^verstehen ,  was  in  dieseni 
alle  gar  nicht  möglich  ist,  and  doch  leider  oft  in  dergleichen  Fällen 
egianbt  wird. 
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das  Bogenannte  gebililete  grosse  Pubtikam  ffirklio| 
fiberzeugen  den  Versuch  zu  linden  geneigt  bin.  Oass  ich  (fbrigei 
mit  dieser  Ansicht  kein^swees  ieolirt  da^^tebe,  beMeisl  mir  t 
eben  zu  meiner  grossen  Freude  die  Art  und  Weise,  wie  d«  v^ 
mir  hochverehrte  treltüche  Quetelet  in  Brüssel,  durch  des 
ununlerbrochene  Freiindschan  ich  seit  langer  Zeit  mich  so  s  _ 
faegliickt  und  geehrt  fiihle,  »-ich  in  dura  „lta|M)ort",  welchea  I 
als  beständiijer  Sekretair  der  Ki>rtii;lichen  AltaiUiiiie  der  Wissen«  | 
schallen  in  Brfit^sel  über  die  Arbeiten  der  „C  lasse  des  a 
ces"  im  Jahre  ]85l  der  Akademie  erstaltet  bat,  iiber  den  Fos 
caidt'scben  Versucb,  namentlich  über  dessen  Ponulurisim 
spricht;  und  ich  kann  mir  nicht  versagen,  seine  Worte  selCst  dfli 
Lesern  des  Archivs  hier  niitzulheilen,  wobei  ich  zu  ht 
Verständnisa  bemerke,  dass  dabei  auf  ein  Memoire  eines 
zeichneten  Mathemalilters  in  (Jent,  Herrn  Schaar's. 
den  F Ott cault'e eben  Versuch  Bezug  genommen  iäl.  Herr  Qu 
telet  sagt: 

„M.  Schaar  a  «Studie,  a  l'aide  de  Tanalyse,  un  probleme  li 
teressant,  qui  ti  eu  le  privilege  d'occuper  pendant  plusieurs  mt. 
Tattention  de  l'Europc;  je  veux  parier  de  l'eipffrience  de  M.  Foi 
cault.  A  en  croire  les  premiers  t^nioins,  on  n'avait  qu'  ä  ouvri| 
le»  yeui  pour  voir  tourner  ta  terre;  et  quant  k  Texhlicalion,  elf 
etait  ä  ia  port^e  de  tnutes  les  iti  teil  igen  ces.  M.  äcnaar  est  vet 
nous  (lire,  et  non  sans  raison,  que  cette  expeneiice  et  son  ei 
plication  sont  loin  d'Atre  aussi  simple  qu'  on  le  pense,  et  que  dtl 
savaiits  Inrt  habiles  s'y  «ont  tronip^s.  It  a  soumis  ce  prublfen' 
de  mticanique  ä  un  exaiiieit  apprufondl,  et  il  a    reodti  cnmpte  d 

Iietltes  ])articulurites  qui  a?aient  ^te  nignalees  deja  par  les  mei 
eurs  nbservaf eurs ,  et  »läme  ä  une  epoiiite  recnUe,  par  les  diaa 
ples  de  Gntilee;  car  il  s'est  trnuve,  comnie  il  arrive  rrequeiiiiDc9 
riaiis  les  Sciences,  que  Texperience  linutelle  avait  äte  signalH 
depuis  tongteuips.  Une  pareille  rencontre,  du  rexte,  ne  dimlntd 
en  rien  le  mrrtte  de  celui  qui  mniitre  l'importance  d'mi  fait  qtn 
toutes  les  aulres  ont  meconnu  ou  perdu  de  vue." 

Der   Grund,    warum   das  Arcbir,    mit  Aasnahme    eines  Agfe' 
Satzes  von   Herrn    Director   Eschweiler  in   Oolii  in  Tbl.  XOT 
Nr.  IV,,   dessen   Darstellung,   wie    ich   gehiirt   aber  nicht  setbi^ 
gesehen  habe,  auch  in  eine  von  Herrn  Garlbe  in  Cflln    herauf 
gegebene  Schrill  üli ergegangen  ist,  fiber  den  Foucault'scben  VfL 
such    bisher  geschwiegen    hat,  ist   der,  weil  ich  die  Acte»  dm 
denselben  noch    lanse  nicht  lÜr  voIlstSndig  spruchreif,  viel  iveKhff 
ger  Tiir  geschlossen  halte.      Eine  sehr  tiefgehende  analytisch -iM?  fl 
thematische    Gebandbjng    scheint    mir   jedenfalls  nr>(hig  xa  seli^^ 
wenn    man  sich  eine  vollständige    Einsicht  in  die  eigen tb umlief 
Natur    dieses  merkwürdigen   Versuchs    verschaffen    iiill,    und  ic^ 
kUDH  in  dieser  Beziebnne  die  Leser  des  Archivs  auf  nichts  Be« 
seres  verweisen,   als   aur  die  schon    oben    erwähnte,    nach    denl 
Urtheil  competenter  Richter  sehr  ausgezeichnete  Ahbandluug  von.' 
Herrn  Schaar  in  Gent,  die  in  den  „Memoires    de    l'Acade-l 
mie  des    Bciences,   des  lettres   et   des   beaiix-arts   d*l 
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<  erscheinen  wird  oder  schon  erschienen 
ist:  iiv<\  unreine  trelllkhe  Abhandlung  von  Herrn  Hofralh  CUusbd 
Darpat,  die  unter  dem  Titel:  „Ueber  den  EinflusR  det 
Ctudreliiini;  der  Erde  auf  die  acheiuharen  ttewegun- 
JCKD  an  der  Oberfläche  derselben;  von  Herrn  Observa' 
tnr  Claiiseii  in  Dorpat"  sich  in  dpiii  „Bulletin  pbys.  ma-  ' 
Ih^m.  T.  X.  Nr.  2."  der  Kaiseiliflien  Akademie  der  "Wissen- 
Miliallen  in  Feleri«burg  abgedruckt  tindet. 

S«  sehr    ich    »her    auch   aus    vollkommenster    UebefKeueung 
r  dem  Studium  dieser  tief  gehenden  analytischen  Untersuchung 
K«R   das    Wort  reden    bann,   an  scheint  mir  dach  hei  dem  vorlie- 

Srideii  Gegenstände,  selbst  fHr  den  Mathematiker,  und  namentlich  ' 
r  d«ii  Lehrzweck,  eine  vorläuljge  einfachere  DarslellunK  ivfin- 
«chetisiverlh  zu  sein,  Hasauch  sclinn  vielfach  gefdidt  norden  ist, 
H'te  z.  li.  der  schon  oben  erwähnte  Aufsatz  des  Herrn  Uireclor 
Eticbvreiler  in  Colli,  und  noch  mehr  znei  andere  ganz  neuer- 
lich erschienene,  trelllithe  Mathematik  er  und  Physiker  zu  Ver- 
rsssern  habende  Abhandlungen  beweisen.  Die  eine  dieser  beiden 
'"  andlungen  rtlhrl  von  Herrn  Crahay  in  LDwen  her,  und  liii- 
l^ich  iu  dem  „Bulletin  de  l'Acad^niie  Rovale  des 
IfeB,  des  lettres  et  de«  beaus-arts  de  ßelgique. 
S  XIX.  —  I"  Partie.  1852.  p.  537."  nnter  dem  Tileli 
I  ^l^mentaire  de  la  vitesse  de  deviatioD 
pfan  d'oscitlalioii  du  pendule,  a  diverses  latitudes; 
_mhre  de  t'Academie";  die  andere,  welchs 
DOter  allen  eher  diesen  Gegenstand  mir  bekannt  gewordenen  Ar- 
feilen  die  neueste  ist,  hat  Herrn  Payani  in  LKwen  «um  Ver* 
I  hsner.  und  bndet  sich  in  demselhen  „Bulletin.  Tome  XIX.  — 
I  B"Parte.  p.  161."  unter  dem  Titel:  „Sur  le  thöoreme  d'Ea- 
elatil'a  Iu  decompnsition  du  mouvement  de  lota- 
I  iion  des  cnrps.  Note  par  IVI.  Pagani,  Membre  del'Aca- 
Herrn  Crahay  s  Darstellung  geheint  sich  der  von 
I  Herrn  Uirectur  Eschweiler  gebraiichlen  Darstellun:;  eintgerma* 
.  ohne  dafs  ich  im  Entferntesten  die  Absicht  habe, 
I  o^ch  bier  auf  ein  ürtheil  über  diese  Arbeiten  einzulassen.  Herr 
PttfCaui  geht  auf  Euler's  Theorem  über  die  Zerlegung  der 
Cmarehungsheweeiing  eines  Kiirpers  zurück,  und  leitet  seinen 
Aufsatz  mit  den  fnlgenden  Worten  ein;  „Les  experiences  recen- 
tfi»,  par  IcRrpielles  on  a.  constale  la  d^clinaison  du  plan  iloscilla- 
Grtn  du  pendule,  ont  ramene  l'attention  de»  geom^tres  sur  le  beau 
Ultfarenic  d'Kuler,  au  moyen  duquel  on  peut  eupllquer  assex 
stmldenietil  la  loi  {le  cette  declinaison.  Mais  pour  mettre  lezyili- 
cation  de  ce  phenomene  ä  la  portee  de  ceux  qui  iie  sunt  yn'mt 
UfnUi.irises  avec  les  caiculs  superieurs,  il  manquait  ä  la  sciencB 
demonstration  elementuire  de  ce  theoreme ,  t|ue  Ton  iloi( 
cniiMd^rer  comme  le  cnrrelatif  de  celiii  qui  porte  le  nom  d« 
Parallelogramme  des  forces,  et  qui  sert  aussi   ä  la  cumpo- 


,   (lea  ich  aller  nnch  n 


Hition  et  a  la  i^ecomposIHon  du  inouvement  du»  |ioint  juatünel*) 
Hierbei  i^t  zu  ervTJihiieii,  «lass  auch  Herr  Uirectnr  v.  Littroiv  ^ 
Wien  in  derlrellQichen  vierten  Auflage  der,,  Wunder  des  Hiiüi 
moU  von  J.  J.  v.  Littrow.  S.  55.".  von  welcher  bis  jetzt  dlj 
b»i4len  ersten  Lieferungen  erschienen  sind,  im  Grunde  eigentlicl 
das' Eiuter'scbe  Theorem,  auf  welches  Herr  Pa.£;ani  biuweisl 
in -sehr  schtlner  und  wahrhaft  populärer,  aber  doch  wissenecfaaA 
lieber  Weise,  zur  Erkihrun^  des  roucaulftfchen  Versucbs  beoutl 
bat,  ohne  natürlich,  dem  ^tiecke  seines  Buchs  ganz  uvniftss  uol 
entsprecheiid,  dasselhe  auf  seinen  kürzesten  matheoia  tisch  eil  Auf 
drack  zu  rUringeu,  nesfialli  wir  uns  wegen  dieser  uopulären  l>« 
Stellung  hier  auf  das  genannte  au >« gezeichnete  Werk,  das  |><Tpul& 
dahei   aber  doch  Öcht  H'issenschaftlicb   ist^  zu  verweisen  erlaube] 


r  atich  schou  imLite  rarischen  Berichte  Nr.  LXXI> 
S.-i940.  getban  haben. 

-xiWenn  Mir  nun  aber  aucb,  wie  schon  oben  erwähnt)  die  Actef 
über  den  Foucaitlt'scben  Versuch  .  namentlich  über  die  beste  mlie 
liuhst  elementar-niathematisciie  Uarätellun^.**)  der  Grand) 
desselben,  noi^h  keiDesnei>s  für  vollkomuien  spruchreif,  viel  w^ 
uigfir  itir  eeachlussen  erachten,  und  wenn  uir  auch  zu  «iaubei 
Uvi^aöh  .hallen,  daes  iu  dieser  Beziehung  die  Ansichten  der  AI^ 
Iheiiultiker  und  Physiker  noch  vielfach  aus  einander  geben,  ni 
meptlich  auch  was  die  eeeicnetste  Darsteltuiig  fUr  die  Zwecke  de 
mal  he  (D«  tischen  und  pTtyNikaüscben  Unterrtohts  betrifft:  so  sin 
wir,  wefln  wir  die  bisherigen  llterarischeu  Erscbeinungeo  üb« 
den  genannten  merkwürdigen  Versuch  betrachten,  doch  der  Mf^ 
nung,  dass  jetzt  die  %ett  gekommeti  ist,  wo  ilaa  Archiv  über  ()ct. 
selben  fiicht<  mehr  schweigen  darf.  Wir  glauben  aber  am  Melstei 
im  Interesse  unserer  geehrten  Leser  zu  handeln,  und  amMeiid 
den  Zwecken,  welche  das  Archiv  zu  erreichen  strebt,  zu  dieneuf 
ween  wir  ihnea    namentlich   die   uns  bemerkenswerth  scheineaden 


1..I  .'  ,  : 

"7'^)  Herr  CWbeati  tone  in  einer  U  drm  Ph  i  lojiep  hicnl  M^g»- 
iiüv,  fnncth  aerie«.  Vol.  1.  |i.  57-2.  befindlichon  Atilnindbing,  «Hemal 
RUcIiinlCrfinl^-B  J  iiiirnal  f  ür  Pliysib  und  pti^iikaliiRhs  Clien'^" 
lies  AiiBjRorica,  Rand  II.  llefL  3.  S.  »58.  überBe(«t  findet,  n 
l$.''3KI.  «uch:  .,Aiicb  der  ittternt  TOD  Frist  auff;OKUIIlHn  und  du« 
Knlerlund  Pointiil  viiila[äiidi|^r  entwickelten  Thcnriu  der  UrtJui» 
bann  di«  .KiiiatiiinsgeaEhwindi^keit  der  Erde  nU  die  Keiultaute  T' 
zwei  Winkelgesuhwindighcitrii  lictrnrhtet  worden,  wi»  die  eine  On 
ll^K  nm  'li"  VitrtikHle  des  Pankles  erfulet.  nn  welrhem  aii-ti  der  Bm 
achter  ließndet,  nnd  die  andere  um  den  Meridian  nder  dk-  nacli  Kortfei 
und  Säderi  geriibtele  Hnri^nntnllinie  —  ..(welcliea  Leletere  frbtliU 
^twaa  kinUeuElirh  nnd  aiivh  nicht  ^anz  riehtig  iat),-'  —  Die^  entere  Cöif 
jionente  i*t  gleich  tu'mlf  —  ,.(s.  nnten  II.  121  und  12*))"  —  iind  da  4  ^^ 
!^eii»)nf;nns8elione  nn  dieser ,Bewe|cimg  nidit  Theil  nimmt,  sn  bbnkrdl 
in  Bezu^  anf  dieacllie  in  Kühe,  nnd  einen  mit  jenem  Punlite  sieh  bS' 
wDgendun  Beiibnvhter  scheint  sie  denhalh  mit  der*cllinn  Goach windig^ 
keil  in  der  onlgegna geseilten  tlit;btung  itii;h  zu  dieben.'' 


.')     V... 


nthei 


I   ünrsipllimgon    rede  idh 


Icmentnr-niatheiliatiscbcn  UehaniUiiagen  ditfees  Vetaücb^i 
isbeeondere  Heim  nie  von  anerkumileii  iMutheioälikern  unill 
'bysihern  herrühren,  in  müglithst  unveränderter  und  utiverkiira- 
IT  l>e»tslt  nach  und  iiäch  mitth^tlen,  was'  von  nun  an'  ge- 
ehebeii  soll.  Uabei  bevorworleii  wir  aber  aua<lriicl(licb ,  doHa  - 
ms  bei  diesen  Mittheilungen  jeder  Kritik  «ntbalten  irerdeii, 
vir  bei  diesem  Gegenslaiide,  d.  h.  natürlich  huoplaachlicb 
ur  In  Bezug  auf  «eine  mijglichst  elementare  llarsltrli- 
»S«  "'"  ..adbucsab  judice  liü  est"  (ür  ilas  die  biiiJhe' 
1  Meisten  l'iirderndc  Verfahren  halten,  indem  wir-  tiiiclry  hrei- 
ii  ,, Iudex''  uhzugeben,  liir  jetzt  Mreiiigittens  uuä  noch  iiiubt 
ierbeÜiiseuii  wollen  u[i<l  därfeii.  Auü  diesem  tlesiuhtspuiikte  bit-' 
ir  die  Leser  die  fibei  den  Foucault'scben  Versuch  im  Ai- 
_  iim  Jetzt  an  ersuheinenden ,  von  uns  mitgetberlteii.  Auf- 
Ilse  nufzulBssen,  und  ihr  Urtheil  Über  dieselben  sich  selbst 
'lillden.  —    Prüfet  Alles  und  das  U«ste  bebultett 

iHdem  idt  dUh  nach  dler-er  VQrlaullgen  etn>as' >tteillIlu%Hn,Mia 
«eoi  Falle  über  you  mir  für  outhig  gehalterte»  li^fiiectotiati«». 
■Ich  insbesondere  xu  dem  vorliegen  deü  Aufsatze^^enile^ifaiit 
reichem  ich  die  Reihe  der  Aufsätze  Tiber  den  Fuucault'scben  Ver- 
*i  eröffne,  so  beBierke  ich,  dass  derselbe  Im  Folgenden  eine 
mir  selbst  herrfihrende  niilglichst  elementttr  gebaFtene  analy- 
bch -geometrische  Uarstellung  des  in  dem  oben  erwähnten  Auf- 
kUe  von  Herrn  Pagani'in  Erinnerung  gebrachten  Euler'schen 
fbearems  enlhalteo,  vn.d  daran  einige  iieii>erkungen  über  die  Art 
nd  Weise  anschliessen  wird,  wie  man  dieses  Theorem  zur  Er- 
ilSnin^  des  Fmicaslf&cbeit  yersuvhs  benutiit  hat.  Ich  sehe  da- 
m  jetzt  Bodeich  r.u  iler  Entwickelung  des  Euler'schen  Theorems 
I  der  erwähnten  Weise  über. 


Wir  denken  uns  einen  festen  kürper  und  drei  auf  einander 
Knitrecbt  stehende  Axen  der  x,  y,  i,  die  sich  in  deffl-lRunkte 
0  schneiden  niö^cn,  der  also  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 
Diesem  Küriier  werden  gleiohzeitt{r  um. die  drei  Axen  der  x,  y,  x 
[fei  Winkelgeschwindigkeiten  ertbeilt,  die  wir  respective  durch 
i>  r«.  »a  bezeichnen  wollen,  wobei  wir  unter  VVinkelgeschwin- 
i^eit  den  mit  der  'Längeneinheit  als'  Halbmesiier  beschriebenen 
ttetsbogen  verstehen,  welchen  jeder  von  der  betreffenden  Ureb- 
>SsxB  um  die  Längeneinheit  entfernte  Punkt  des  Körpers  in 
r  Zeiteinheit  beschreibt.  Diese  WlDkelgeschrvindigkeiten  tj,  Vg, 
_  sollen  aber  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden,  je> 
laclidem  ihnen  respective  um  die  Axe  der  x,y,  t  eine  Drehung 
Wiieclive  in  der  Richtung  von  dem  pnsilivcn  Thctle  der  Asi"  der 
<  an  durch  den  rechten  Winket  (i/i)  lilnilurcb  'nach  dem  positiven 
"heile  der  Ase  der  i  hin,  in  der  Richtung  von  dem  positiven 
'heile  der  Axe  der  t  an  durch  den  rechteH' Winkel  (la^)  Ihindurch 
acb  dem  positiven  Thelle  der  Ase  der  x  hin,  in  der  Richtung 
'on   Jem    positiven    Thelle  der'.Aic    dtr  x  an  durch  den  rechten 
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Winkel  {ay)  hindarch  nach  dem  positiven  Thetle  der  Aze  der  f 
hin  entspricht 

\  -      ■    ■   ■      « 

Fassen  wir  nun  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  PanbtjiBr 
sers  Körpers  in's  Auf^e»  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  drei 
Axen  respective  r»  i^,  |,  sein  mögen.  Die  Entrernnng  dieses 
Punktes  von  der  Aze  der  x  sei  r^.  Dann  ist  mit  gehöriger  RQck<r 
sieht' anf  das  Vorzeichen  der  als  geradlinig  zu  betrachtende  Weg, 
welchen  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  t  der  Punkt  Cm)  bei  der 
Drehung  des  Körpers  am  die  Axe  der  x  vermöge  der  Winkelge^ 
schwindigkeit  ei  zurücklegen  würde,  oder  die  der  als  Zeiteinheit  be* 
trachteten  unendlich  kleinen  Zeit  x  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes  (rt)?),  offenbar  tiisix.  Bezeichnen  wir  den  epitiSB 
Winkel»  nnter  welchem  die  auf  Tx  senkrecht  stehende  RicIitiiBg 
der  Bewegung  des  Punktes  (rt^f)  gegen  die  Ebene  der  xy  geneigt 
ist»  durch  Qi\  so  sind,  wie  mittelst  einer  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  ans  Taf.  II.  Fig.  1*.,  welche  eine  Darstellung  aller  mOg*  j 
liehen  Fälle  liefert,  auf  der  Stelle  erhellen  wird,  die  Compesan- 
ten  von  TiöiX  nach  den  Azen  der  y  und  2,  mit  gehöriger  llflck- 
sicht  auf  ihre  Von^eichen, 

im  Isten  rechten  Winkel: 
— rjüiTcosöi,  +rit7iTsinöi; 

im  2ten  rechten  Winkel: 
— tif>iXQOB6i9  — TiVixnxn  öi; 

im  3ten  rechten  Winkel: 
+  ritiTcosö^ ,  — rie^rsin^i : 

im  4ten  rechten  Winkel: 
+  rit7ircosöi,  +ri»iTsindi. 

Ferner  ist  aber  offenbar 

im  Isten  rechten  Winkel: 
1;= -f  nsin^i ,  f  =  4- riC08(9i ; 
'    im  2ten  rechten  Winkel: 
1^=— -risinöi,  |  =  +  riCosöi: 

im  3ten  rechten  Winkel: 
1?=— risinöi,  j=  — ricosöi; 

im  4ten  rechten  Winkel: 
i)  =  +r|SinÖi,  |=— ricosöi- 
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.  .Hill MMdieft mit  4en Qbi§^i> zM^miDQQ,  MMe^figlt/t  §klK}4wm 
9U|s.  aM^meia  iK^  Coiwo^aitten  ifoii  r|t»|r  A««fli:  de*  Axeii  der 
Sf  und  X,  mit  gehöriger  KiiclLsicIit  auf  ihre  Vdrzelclieii>  mtipMßifB 

rind. 


■  4  ■  •  « 


'^  .l^fefti',  man  eine  •  SlmKohe  Betrachtung  Übet  den  Pphl^f  (jrä^) 
rijdcBieti^cli  der  beiden  Axen  der^  und  z  an,  und  bezeicnqet  ote 
unetiiabgeii  de«  Punktes  (rt^O  von  diesen  zvrei  Axen  respective 
durch  rn  «nd  r^;  so  ist  aus  dem  Vorhergehenden  Iclar/dass  die 
Cfjvmpaftan-  TOD  i^W  nach  -  den  Axen  der  z  und  x.,  mit  geh5- 
I  %)Uf  f^iffifcsicht  aoi-^ihre  Voiizeichen,  respeetive 

''  — tv^t  und  +if>%t; 

»■'"■■• 

.'s.-."' 

ie' Coili^osant(Bn  von  r^v^t  nach  den  Axen  der  x  und  y,  mit  ge- 
IMgto  Rficksicbt  auf  iure  Vorzeichen,  respeetive 

— ^jT  und  -i-t^T 

«iod.    Abo  sind  offenbar  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  (r^i) 
nädk  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  respeetive: 

^ =  J»a— V^  * 

^ =rr,  — jüj, 

.    +5»ir-rPftT_  ^ 

Mittelst  dieser  Formeln  lassen  sich  nun  die  folgenden  Fragen 
leicht  beantworten. 

Zunächst  lässt  sich  fragen ,  ob  ^  bei  der  Bewegnng  unseres 
Körpers  gewisse  Punkte  desselben  in  *Rufae  bleiben.  Soll  aber 
der  Funkt  (rt^>)  in  Ruhe  bleiben,  so  muss,  wie  auf  der  Stelle  er* 
bellet,  zugleicn 

also 

Vi         v%       tj 

oder 

r:t):|=ri:ra:tJ8 
sein;  und  man  sieht  also,  dass  überhaupt  alle  die  Punkte  unsers 


t04 

Körferii  in  UtAe  bleiben ,  welebe  hi  der  dnrdj  <toi  -gemeWaMiaft- 
neben  Mrdischnittiqpimkt  -  O  der  drei  A]|ea  gebunden «  dilrch  die. 
GMebangen-  »'  '  ■•     •    «'.■•■'  •.•■•■  »•-.i  .:  !■ -. 

«»1         ^2       »5 

cl^afalcterisirten  geraden  Lipie  liegen,  ,so  dass  folslieh  d^e.  Bewe- 
gte iiDsers  'KorpeVd  gerade  e^ö  tror  i^ieb  j^ehi ,  ajy  W&bq  et.  sich 
um  aie Üürcb  diese  Gleichungen' cb^^aktensille.'geräLde  Linie  wW 
nm  eine  fester  Ax0' drehte. :'    ./      ;■  ••        ■.•-       "■         ■'•■•••■• 

=  Be^eichneti  >ir  die  180^  nicht  fibefstlsi^eiideii  ll^i«^^  WaMie? 
der  eine  der  beiden  Theüe*  dieser  darch  dre'Glelcbnngen  1)  MP 
rakterisirten  Axe,  in  welche  dieselbe,  durch  den  Punkt  O  getbellt 
wird,  mit  den  positiven  tlieilen  der  Äxed  der  XiV,  2  einschliessj^ 
rctspejctive  durch  a,  ß^/^;  so  sind  nach  den.Learen  .der  ana^yfi*, 
sehen  Geometrie  die  GleicbüDg^n.  der  in  Rede  stehenden  A^:  * ' 


2) 


cosa     cos/3     cosy 


Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  d^n'^  derselben  Axe.  eot*; 
sprechenden  Gleichungen  1),  indjem  man  diese  neiden  Systeme 
▼on  Gleichungen  auf  me  Formen 


und 


cosj5  cosy 

^      cosa  cosa 


1  •   -i 


•  ■      * 


Vrtiigf;  80  erhält 'man  auf  dei*  Stelle  die  GfeitehimgftÄ':  \'} 

3)  .cos^_t?a      cosy__t?3  .  .  ^      ... 

..  ,.     ,:   ..■    7      .        .co^a     t?/    cbsa  ■    Vy  *:.,;;- 

Nimmt  man  liun  zu  diesen  bbiden  Gleichungen  noch  die  l&^k^jimj^' 
Gleichung:  '  ..'^'m 

4)  .  ■  •■  costt*  +  cosjP  +  cesy^-i \^    n 

so  erhält  man,  mittelst  eines  hinreichend  bekannten  Verfahrenii 
sogleich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den 
folgenden  Formeln  auf  einander: 


»  ■'■ 


im 

t^l'       :i'i  r    ::if    ■   I   ■•■}.■::■■'*. 


<.    ■  • 


5) 


■.'1 


Bezeiclmeii  wir  die  wirkliche  -  tVinkelgeiteliwindigkeit  nnsers 

KOcpens  in  Bezug  auf  seine  durcli  ^ie  Gleichungen  1)  charakte- 

\    ijIsiHe  .br^boilgsaxe  durch  v,  die  Entferoung'des  heliebfgetolSink- 

tM  (ff^)  ded  KiSrpers  voh  dieser  Drehungsftze  durch  r.  inhl  düer 

180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  Richtuns  der !  B«i^ 

w^ng  des  Punktes  (tt}})  mit  den  positiven  Th  eilen  der  Axen 

iet  X,  ff,  z  einschliesst,  respective  durch  (p,  fff,  %;  so  ist»  wenn 

T  wieder  eine  unendlich  kleine  ^^it  bezeichnet,  nach  dem  Obigen 

ofenbar: 

.;;..     TVt.:C0S(pz^(}V2rrpf)^)i,  ■,';••.     .".«.vi. 

...  .      .  .  j 


Irvt.  eo8% = (t;i?i — rpi)T ; 


■» 


:il    .  / 


also  •'.■•"/:■.  ': .  ■'   .       :  ■  •  .      i:  '.  .•    .       :•,;;.    -»i;: 

fTcesqp  ^=  ji?2  ""^^  ^^  > 
6)  'S  i»»C0Ä^i=:f«?3— ftj,' 


^ . 


1  ; 


:i:;rcos%±:=i^i'— fPa. 


Ans  dieMn  Gleichungen  folgt,   mit  Rücksicht  auf  die  Oleh 

dnmg '■  •■  ■     •'■''  ■'  ■•  ■  i  .  :;;•. 

■'•••'■:■':•■•  •        •   ■  ■  ■.'■  ■       ■■■.'.*■'  ...'.-.ii    i. .■■:.!    .'  .\f\ 

«>S9*  +  COS'^*  +  -CO»3{*=!,  ■•   '     ■  ■•■.:■'/' 

•  I  ■-  ,.  ,,  •;»*.■#. 

auf  der  Stelle: .- '     >■.'.■  .:!'■•■..■..■  »;q 

;•  ■  •  *    ■     '  •..•    ■■■'...  .   .  ■;'■,... 

Weil  aber  r  das  von  dem  Punkte  (tt)})  auf  die  durch  die  Glei« 
chnngen  1)  charakterisirte  Drehungsaxe  des  Körpers  gefällte  Per- 
pendikel Ist,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

also  ist  nach  7): 

« 

9)  tJ=rVri*  +  ra«+r3*. 
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Ferner  ist  nach  6) : 

cos9= — ^ 


10)  <G08^  = 


C08X= 


-  In  den  vorhergehenden  Formeln  ist  das  Theorem  von  £i 
enthalten^  welches  man  in  möglichster  Kurse  auf  folgende 
aussprechen  kann: 


Lehrsatz. 

Wenn  einem  Kor  per  am  drei  in  einem  gemein  seh 
liehen  Punkte  O  sich  rechtwinklig  durchschneide 
Axen  gleichzeitig  drei  WinkelgeschwlDdlgkeiten  f?i 
Vg    ertheilt  werden,    so    dreht    sich    derselbe  mit 

Winkelgeschwindigkeit  9=:  Vv|^-l-t%*-f  t^t*  umeinedi 

den  Punkt  O  gehende  mittlere  Axe,  derenLage  ge 

die  drei  ersten  Axen  durch  die  der  Proportion 

« 

cosa:  cos/3 :  cosyi=^  ri :  v« :  fs 

genügenden  Winkel  4x9  ß,  y  bestimmt  wird*). 

Warum  Herr  Pagani  dieses  Theorem  „\e  corr^lati 
celui»  qui  porte  le  nom  de /^ara/Z^/o^ranim«  des 
css^*^)  nennen  konnte,  erhellet  jedem  Kundigen  nun  ge? 
auf  der  Stelle,  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  t 
Man  kann  mittelst  dieses  Theorems  allerdings  drei  drehende 
wegungen  eines  Körpers  um  drei  senkrecht  aof  einander  steh 
Axen  m  eine  drehende  Bewegung  um  eine  mittlere  Axe  zu 
mensetzen,  und  aurh  sowohl  die  Lage  dieser  mittleren  Azc 
cen  die  drei  ersten  Axen,  als  auch  die  Winkelgeschwindij 
der  mittleren  Bewegung  aus  den  gegebenen  Winkelgeschwii 
keiten  der  Bewegungen  um  die  drei  sich  rechtwinklig  durchiscl 


*^    So  findet  ticli  der  SaU  x.  B.  aasgedrüclct  in  dem  zwar  all 
aber  immer  noch  sehr  enipfeblen«werthen    Sjstem   der  reinen 
angewandten    Mechanik     fester     Korper.      Von   J.   J.  A. 
Zweiter  Theil.    Berlin.   1802.     S.  824.  §.  290.    Auf  neuere  1 
bäcber  der  Mechanik  will  ich  absichtlich  nicht  weiter  verweisen. 

**)    Oder  vielmehr  noch   allgemeiner   le   correlatif   de    c« 
qui  porte  lenom  de  paraii^iepipeäe  des  forces. 


denden  Axcn  leiclit  bestimmten.  Eben  so  kann  man  eher  nun  na- 
tÜHivh  auch  umeekehrl  «iiie  drehende  Beweguns;  um  eine  Äx«  in 
drei  drefaetide  Benegungen  um  drei  sich  in  einem  Punkte  dieeei 
Ax»  recbtiTinklig  durchschneidende  Äsen  zerlegen,  tras  einer  wei- 
leren  Erläuterung  hier  nicht  hedilrleii  nird. 

Wir  wollen,  aneerm  eigeDtlicfaen  Zwecke  jetet  näher  tretend, 
hier  nur  noch  den  folgenden  besonderen  Fall  rtwae  genauer  be- 
trachten. Im  Tat  II.  Fig.  II*.  sei  der  um  O  als  Mitlelpuiikl  in  der 
Eiiene  des  Papiers  besi^hriehene  Krei»  ein  Meridian  der  ab  eine 
Kugel  betrachteten  Erde,  deren  Halbmesser  «ir  durch  r  bezeich- 
nen wollen.  Der  Üun-bschnilt  der  Ebene  des  Erdäquatnra -mit 
der  Ebene  dieses  Meridians  sei  AB,  die  Erdaxe,  um  welche  die 
Erde  sich  dreht,  sei  PQ,  und  P  sei  der  IVurdpul,  Q  dagegen  sei 
itr  Südpol  der  Erde.  Ein  unter  dem  in  Rede  siehenden  Meri- 
ilJaoe  in  der  nördlichen  Hältite  der  ErdoberllüL-he  liegender  Ort, 
dessen  geographische  Breite  wir  durch  L  hexeiuhnen  wollen,  sei 
jtf,  so  uass  also  Oa;  die  Vertikale  dieses  Orts  ist;  die  Mitta^s- 
Unie  desselben  sei  JSS,  und  Oj  sei  durch  den  Miltelnunkt  O  der 
Erde  mit  iVS  parallel  gezogen.  Die  Linien  Ox  und  Oy  wollen 
"  "  dB  die  positiven  Tlieüe  der  Axen  der  ,t  und  y  eines  durch 
•^elpunkt  O  der  Erde  als  Anfang  gelegten  rechtwinkligen 
ttensystems  der  xnz  annehmen,  dessen  dritte  Axe  der  z 
Mittelpunkte  O  der  Erde  auf  dei  Ebene  des  Meridians 
i  Ji/ senkrecht  steht,  und  wollen  nun  nach  dem  Euler' sehen 
Avaren^  die  Rotation.sbewegung  der  Erde  um  die  Erdaxe  PQ  in 
drei  Bewegungen  nm  die  Axen  der  x.  ^,  i  zu  zerlegen,  oder  jene 
eine  Bewesjuiip  durch  diese  drei  Bewegungen  zu  ersetzen  su- 
chen, wobei  wir  uns  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  For- 
meln bedienen,  and  allen  dort  gehrauchten  Symbolen  ihre  frühere 
Bedeutung  lassen,  indem  die  Toordinaten  r,  if,  }  sich  jetzt  auf 
den  Punkt  JH,  dessen  geographische  Breite  L  ist,  beziehen. 

Wenn  wir,  was  nach  dem  Obigen  offenbar  veretattet  ist,  die 
Winkel  a,  ß,  y  jetzt  dem  nach  dorn  Nordpole  P  der  Erde  ge- 
richteten Theilo  OP  der  Erdaxe  entsprechen  lassen,  so  ist 
ofenbar : 


=  90"- 


=90»; 


cosa=:BinZ>,  cosß:=<:osL,  cos}'=:0; 


l^llich  nach  3): 


S^^+v+v' 


*^^.,«Tr/+r: 


-\^»+p.;''+03^ 


10» 

Wea  0i0L  «fld  tmL  1>«de  pontir  sM,  nd  n  dies«  FotimIv 
Mdb  bebundidi  die  obereo  ood  «oteren  ZeicheB  aaf  eiiiaiider-be- 
Mhmkf  so  liabeo  f^  ond  c^  olmbv  ^leickc  Von«^M,  mid  man 
anss  in  dieeeo  Fonn^  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  neliaien, 
jeoairhdem  tg  nnd  r«  beide  nosifiT  oder  beide  nentiT  lind.  -Aiio 
der  dritten  der  drei  vorhergeDenden  Gleichungen  folgt  r3=0,  eine 
BewegvDfi^  nm  die  Axe  der  x  findet  nfso  nicht  Statt,  md  init  der- 
selben  Bedingung  wegen  der  Vorzeichen  irie  vorher  ist: 


sinlr=dt-7==t=,   ce«Ir=i— =^===;         •        ' 


•'''■     .1 

..     •   •■'.: 

» 

•  ■■    .      I  I 

■  »  ■  .         • 


also«  weil  nach  9) 

I 

11)  ri=Jbt^>iLL,  rt= jiecosD; 

inmier  mit  derselben  Bedingung  wegen. der  Voraeiehen  wia  worhet 
Ofenbar  ist  im  vorliegenden  Falle 

f==r,  i^^=0,  |=a 

Alpo  ist  Düch  10} /wenn  man  beachtet,  dass  auch  e3=;0  ist: 

..-..•  ..      ■  .  ..■.■■.  •■     ' 

■    f  •  « 

co89=0, :cosifi=0,  coi;t=;:- ;j^^^ 
öder 


I  I 


1 


■  ■■*       ■       •■    '•! 


,f  •  •  f 


cos9>=0,  cosi/;=0,  cosx=— -^==- 


:  (^«:..-    ■• 


Ist  nun  in  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde  um 
ihre  Axe  %='0  zu  setzen,  so  ist,  nie  uns  die  dritte  der  dreivetH 
stehenden  Gleichungea  zeigt,  ii^  negativ,.ciaxos2.  positiv  ist.  Also 
muss  man  nach  denl  Obigen  in  diesem  Fälle  in  den  Formein  11) 
die  unteren  Zeichen  nehmen,  folglich  .    ^      ..;    ,,. 

12)  t?i  =  — ©sinZr,  »2=  —  ocosL 

setzen. 

Ist  dagegen  in  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  Axe  7=180^  zu  setzen,  so  ist,  wie  uns  die  dritte  der 
drei  in  Rede  stehenden  obigen  Gleichungen  zeigt,  v^  positiv,  ds^ 
cosy  negativ  ist.  Also  muss  man  nach  dem  Obigen  in  diesem 
Falle  in  den  Formeln  11)  die  oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 
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'12')  '        «iT^zvsinL,  t'a=rcoBXi  <*•'■■    i*i*//  *n>«fl'.iJ| 

t^.:  ...  i  .     .  :    .  ■'■  ..T    •! l  ^^■.>■ih„^ 

^.  ,i^a'n'ln  Folge'  ^er  KiGhtüng'  der  Betvegütig  der  EJ-iIe'uftl 
tf  Axe  Z~0  oder  ^^ISO"  zu  setzen  hat,  hfiiigt  natürlich  von 
r  Ahnahme  Aes  {Wäitlven  Theils  der  Axe  der  i  ab.  worüber 
Vnrh«;rgeli enden  iiicliti«  resl{;esetzt  worden  ist,  und  nichts  fesl- 
^esetxt  £U  »erden  Itroitrhte.  Bei  der  Anivendnng  der  obigen  Ke- 
geln iituss  man  sich  all  er  lien  positiven  Theil  der  Axe  der:  immer 
l|i  ettiei'  beslimmteii  Weise  angenommen  denken ,  vrorübet  ein 
Jeder  die  ihm  selbst  am  Meisten  zusagende  Bestimmung  fest- 
Ktten  ihag.  ,       ,     ' 

im  Allgemeinen  sieht  man  auR  dem  Vorhergehenden,  dass 
mau  «ich  die  Bovegung  der  Grde  nni  ihre  Axe  immer  durcb  zwei 
Be\TegnDgen,  die  eine  um  die  Vcrlilcale  Ox  des  beliebigen  Orts 
iV,  liie  andere  um  die  durch  den  Milleipunlct  der  EÜrde  mit  seiner 
Hiltagslinie  gezogene  Paratide  Oa,  ersctiil  denken  kann.  Die 
li.'llKYeil  Umstäniie  dieser  beiden  Bewegungen  werden  durch  diä 
flliigeiL  roniieln  bestitnmt. 


in. 

Zur  Erklärung  des  Foucaultschen  Verenubs  hat  man  nun  das 
Euler'eulie  Theorem  auf  folgende  Art  benutzt,  wobei  ich  im  Allge- 
meinen der  von  Herrn  Direutor  v.  I^ittrotv  a.  a  ü.  gegebenen 
Dafsteduiig  folge,  natürlich  mit  Wegla^ung  alles  Dessen,  was 
iUrr  V.  Littrnw  dort  in  sinnreicher  Weise  zur  miiglicbst  popu- 
lär», aber  doch  wissenschaftlich  gehaltenen,  Erläuterung  dea 
Ealers'cben  Theorems  selbst  beigebracht  hat,  da  es  mir  ja  jetzt 
Ml/  nach  auf  dessen  Anwendung  zur  Erläuterung  de«:  merkwürdi- 
tto  Poucaul Ischen  Versuche  ankommen  kann,  nachdem  ich  vor- 
her einen  miiglicbst  elemenluren  analytischen  Beweis  des  genann- 
ten Tiieorenis  KU  geben  Versucht  habe. 

Wir  denken  uns  zuerst  einen  Beabachter  in  einem  der  bei- 
den Erdpnle,  grüsserer  Bestimmtheit  wegen  etwa  in  dem  Nord- 
uole,  und  das  Pendel  so  aufgehängt,  dass  sein  Aufban»epunkt  In 
4er; Verlängerung  der  Erdoxe  über  deuNnrdpol  binaus  liegt,  aber 
•Q  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  nicht  Theil  nehmen 
fcann.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  nun  natürlich,  auch 
wenn  »ich  die  Erde  um  ihre  Axe  dreht,  die  Schwingungsebene 
des  Pendels  eine  unveränderliche  Lage  im  Baume  behalten;  dem 
Beobachter  aber  auf  der  um    ihre  Axe   sich  drehenden  Erde,  der 

der  Bewegung  der  Erde  nicbfs  fühlt  und  dieselbe  als  ruhend 
»orau^elzt,  muss  die  Schwingnngsebene  des  Pendels  sich  noth- 
wendig  um  seine  eigne  Vertikale  mit  derselben  Winkelgescbwin- 
ligkeit  wie  die  Erde  um  ihre  Axe,  nach  einer  der  Richtung  der 
Seiregung  der  letzteren  entgegengesetzten  Richtung  hin,  zu  dre- 
ien »cheinen.  So  stellt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
iaa  PhSnoraen  unter  einem  der  beiden  Erdpole   in  der  allerein- 
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lachsteii  Weise  eicli  dar.  Nelimen  wir  nnn  aber  für  irgend  einei 
anderen  Punkt  aul' der  Eriiobcrlläche,  grösserer  Bestimmtheit  wegen 
in  der  nürdliehen  Hallte  der  Erde,  dessen  geograiihische  BreltÄ 
Zi  ist,  das  Eiiler'sche  Theurem  zu  Hülfe,  so  itif  klar,  dass  die^ 
Sache  im  Allgemeinen  utid  im  We8entlich''n  für  jeden  Puukt  su( 
der  Erdobcrltnihe  ganz  dieaelhe  ist  und  bleibt  wie  für  die  beides 
Erdpole.  INiir  ist  die  bctieinbare  Winkelgeschwindlgkett  dej 
Schwinguiigsehene  des  Pendels  jetzt  nicht  mehr  wie  vorher  dei^ 
ganzen  Winkelgeschiviniliglteit  der  Erde  bei  ihrer  Äzendrehan^ 
gleich,  sondern,  wenn  jene  durch  c, ,  letztere  durch  o  bezeict  _ 
nird,  so  ist  nach  dem  Guler'schen  Theorem  der  absolute  WerlK 
von  c,  gleich  KsinL,  d.  h.  man  muss  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Axenilrehung  der  Erde  mit  dem  Sinus  der  üengrajibisched 
Breite  des  Beohachtnngsortsmultiidiciren,  um  den  aliitoluteii  Werth 
von  Vi  EU  finden.  Was  die  Ricblung  der  scheinbaren  Bewegung' 
derSchH-ingungsehene  betriBTt,  so  Insstsich  dieselbe  oach  den  oben 
von  mir  gegebenen  Kegeln  auf  die  einfachste  und  sicbersle  Weisi. 
bestimmen.  Ist  nfimlich  in  Folge  der  Benegung  der  Erde 
ihre  Axe  j;— 0  ku  setzen,  so  ist  Oj  negativ;  ist  dagegen  in  Fol^ 
der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  j^^läU"  zu  setzen,  so  i» 
Vi  jiositiv.  Kur  den  Mathematiker  bedarf  die  Anwendung  dieser 
ganz  bestimmten  Regeln  keiner  weiteren  Erläuterung,  und  eis 
Jeder  wird,  wenn  er  die  Anwendung  dieser  Regeln  nur  einmtl 
versucht,  sogleich  übersehen,  dass  auch  in' Beziehung  auf  di< 
Richtung- der  scheinbaren  Benegung  der  Schwingungsebene  de» 
Pendels  Alles  auf  jedem  Punkte  der  ErdDberßache  im  Allgemei- 
nen und  Wesentlichen  ganz  eben  so  vor  sich  gehl  wie  wir  o" 
unter  den  Polen  gegeben  taaben.  ' 

Alles  Obige  beruhte  nun  aber  lediglich  auf  der  Annahm«,  dasA 
(las  Pendel  so  aufgehängt  sei,  dass  sein  Aufhüngejiunkt  ander 
Bevtegung  der  Erde  seihst  gar  nicbt  Theil  nehme,  eine  Fordc^ 
rung,  die  natürlich  in  der  Wirklichkeit  niemals  erfiillt  werdeii 
kann.  Nun  haben  aber  von  Foucatilt  wirklich  angestellte  Ver- 
suche gezeigt,  was  wir  nicht  (Vir  das  geringste  Verdienst  dersel- 
ben von  ihrer  praktischen  Seile  halten,  dass,  wenn  nur  der  Pen» 
delfaden  rund  und  homogen  ist,  man  ihn  beliebig  rasch  um 
selbst  drehen  lassen  kann,  ohne  dadurch  einen  ivesentllchen  Ein- 
fluss  auf  die  Lage  der  Schwingufl»sel)ene auszuüben,  so  das«  da» 
Experiment  an  jedem  beliebigen  beobaclitungsorte  gelingen  mixwt 
Ueoer  das  bei  den  Versuchen  anzuwendende  praktische  Verfriri 
ren  ertaube  ich  mir  im  Interesse  der  Leser  des  Archivs, im  Fdlf 
genden  Herrn  v.  Littrow  sprechen  zu  lassen. 

„Foucault  hat  in  dem  hrichsicn  Punkte  eines  GenSlbea  et» 
starkes  MetallKlück  angebracht,  welches  als  Aufbängepunkt  f 
den  Peudelfadeii  dienen  sollte.  Dieser  geht  dunh  eine  kleiM 
Platte  von  gehiirteteni  Stahl,  deren  freie  Oberfläche  genau  hotW 
zontal  ist.     Der  Pendeifaden  selbst  ist  von  Eisendrabt,  sein  Durch* 

messer  im  Mittel  jy    Millimeter  und  seine  Länge   2  Meter.     Ai« 

unteren  Ende  trägt  er  eine  polirte  Messlngkugel  von  5  Kilograt 
men  Isenicbt,  mich  unten  mit  einer  Spitze  verseh||  *•  ■  -■ 
sennasson  die  Verlängerung  des  Pendelfadei      '  " 
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an  an  das  [Lxperiment  gehen,  so  trird  msn  zuerst  die 
r8toD  il«B  Fadens,  so  wie  die  drehenden  üscülalinneii 
wegzubringen  suchen,  üin  dann  das  Pendel  aus  der 
Cleichgewich Umlage  hcrausziiiiringen,  umTasHt  man  die  Kup;et  mit 
einw  äclitinge  aua  Bindladen,  deitsen  anderes  Ende  an  diiem 
Paukte  d»  Mauer  in  einer  ^erin^eu  Höhe  iiher  dem  Buden  be- 
IflKtigt  Ul.  UMit  man  dem  Paden  die  s^ehiirige  Liin^e,  hu  wird 
man  die  Amplilude  der  S'-hwin^ut>gen  des  Pendeis  nach  Bülieheti 
abändern  küjjnen.  Bei  Foucault's  Ey|ierinierite  unil'ai^iireii  die 
Schningunseu  in  der  Regel  Anl'angs  einen  Bogen  von  IS  bis  20 
Urarlen.  Hat  man  also  mit  Hülfedes  Piidens  und  der  ächlinge 
das  (*t!ndel  aus  der  vertikalen  Lage  entrerni,  uud  ist  die  Kuj^el 
"^uhe  gekomnien,  so  brennt  man  den  Faden  ab,  wodurch  die 
~  B  zur  Erde  fällt,  und  da«  Pendel  sich  in  Bewegung  setzt. 
loer  halben  Stunde  ist  der  Betrag  der  Drehung  in  unsern 
Kbon  5*. 39',  so  doss  diese  deutlich  in  die  Augen  lallt 
XU  überzeugen,  ob  diese  l>rehung  wirklich  mit  Conlinui- 
sich  geht,  wie  en  sein  soll,  kann  mau  sich  eines  vertika- 
len Stiftes  bedienen,  den  man  so  aul'steltt,  dass  die  nach  abttärts 
liühtet«  Spitie  an  der  Kugel  des  Pendels  bei  der  griissten  Aus- 
*"^  *  mg  desselben  von  der  (jleiehgewichtslaee  jenen  Stift  fast 
'  In  weniger  als  einer  Minute  lindet  das  genaue  Zusam- 
.1  beider  Spitzen  nicht  mehr  Statt;  die  Spitze  an  der 
;ngt*l  weicht  auf  der  dem  Beobachter  zugekehrten  Seite 
ihwin^ng  immer  mehr  gegen  die  Linke  des  Beobachters 
was  darauf  hindeutet,  dass  die  Drehung  der  Schwingungs* 
el>Ni«>  im  Sinne  von  Süd  gegen  West  u.  s.  w.  erfolgt,  wie  es  auch 
uin  »nli.  Die  mitllere  Grusle  jener  Drehuns,  mit  Kficksiuht  itaf 
die  Zeit,  zeigt  übereinstimmend  mit  der  Theorie,  dass  die  Schwin- 
fonssebene  unter  der  gengraphisch on  Breite  von  Paris  in  iUStun- 
itn  einen  Winkel  von  -27I«'  zurücklegt*).  Foucault  hat  später 
iM  Experiment   im   Saale  des  Pariser  Observatoriums  mit  erneut 
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Pendel  von  11  Meter  LSng«  ausgieOibrt;  .W4i  «ioh  «eboDiiuich  zwei 
Schwingungen  eine  Ablenlcutig  der  Scbwiaginigseliene  eitennen 
liees/'  •'■■■''. 

'■'  ■  ;        .  -1 

Herr  y^  -Littrow  bemerkt  noeb,  das«  maa  schon  im  Jahre 
1661  in  Florenz  bei  Gelegenheit  von  PendeLvenacben  die  hier 
besprochene  Ablenkang  der  Schwingunesebene  beobachtet  hat; 
ohne  jedoch  eine  Erklämng  davon  zu  geben. 

Was  etwa  noch  weiter  über  das  bei  den.  Versuchen  za  beob^ 
achtende  praktische  Verfahren  zu  bemerken  sein  mOchte,  werden 
die  Leser  in  den  .sp&teren  im  Archive  mitzutheilenden  AufsfttzeA 
finden.  In-  den  Münchener  Gelehrten  Anzeigen.  18S2. 
Nr.  30. '  31.  finden,  sich  verschiedene  hierher  gelSirende  sehr 
beachtenswerthe  Bemerkungen,  insbesondere  auch  von  Herrn  Cod* 
siörvatsr  Lamont,  der  sich  mit  diesem  Versuch  mehrfach  prak^. 
tisch  beschäftigt  hat .  .     *       ;.: 

'  .  .  ■  -■      ■ 

Schliesslich  bemerke  ich,,  dass  der  Foucaiilt*3che  Versach 
natürlich  auch  ein  ganz  neues  Mittel  zur  Bestimmung  der  geo- 
graphischen Breite  an  die  Hand  giebt,  und,  sp  viel  ich  gebort 
habe»  beschäftigt  man  sich  auch  schon  mit  der  Constri^ction  dazu 
dienender  Apparate.*.  Aber  auch  diese  Anwendung-  wfrd  eine  bis 
in  das  kleinste  Detail  gehende  Entwickelung  der  Theorie  des  se- 
naonten  schonen  Veftsuchs  voraussetzen,  wenn  «e  wirklich  frmät- 
bar  werden  soll. 


Unter  dem  Ae^aator  ISsst  sieh  der  Versarh  gar  nicht  mehr  anttellea, 
da  dort  r]=0  Ut  Uebcrhaupt  wird  derselbe  desto  ansieherer,  desto 
weniger  anschaulich,  jemehr  man  sich  dem  Aequatoi*  nähert.  Je  naher 
am  Pol,  desto  besser. 


»i 
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VI. 

■ 

nMural;  sn  IndactionsYersacheii  mit 

Ton 

Herrn  Director  Knochenhauer 

^  XU  Meiningen. 


Die  neueo  Versuche  über  die  loductionserscheinungen  an  der 
iMmbatterie,  die  ich  im  vergangenen  Sommer  angestellt  habe 
l  demnächst  publicirea  werde ,  haben  mich  die  Bedingungen 
inen  gelehrt ,  unter  welchen  diese  Inductionen  am  stärksten 
vortreten  und  mit  der  Entfernung  der  Inductordrähte  am  lans- 
isten  abnehmen.  Diese  Bedingnngen  sind:  lange»  gut  leitende 
uctordrähte,  kurzer  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie,  Fja- 
en  von  sehr  starkem  Glase,  sorgfaltige  Yerbinanng  der  Drähte 

den  Belebungen  der  Flaschen.  Für  diejenigen  demnach ,  die 
le  Ersdiemungen  nur  auf  eine  bequeme  Weise  sehen,  aber 
ne  strengen  Messungen  anstellen  wollen ,  ertaube  ich  mir  den 
[enden  Apparat  zu  beschreiben,  der  ihren  Wünschen  entspre- 
n  wird,  -r^  Zum  Ausspannen  der  Inductordrähte  verwende  man 
ü  bulzeTne,  zerlegbare  Rahmen,  wie  einen  Taf.  |L  Fig.  1. 
stellt;  die  Seiten wangen  AC  und  BD  seien  10'  hoch,  aus 
^qU  breiten,  '/s  Zoll  starken  tannenen  Brettchen  bestehend, 
:en  welche  nach  aussen  drei  IVs  ^^H  breite,  %  Zoll  starke 
tteo  in  gleichen  Abständen  von  einander  mit  den  hohen  Kau- 

geleimt  un^  mit  Stiften  befestigt  sind;  die  8'  langen  Quer- 
be  NM  und  OL,  von  denen  der  unterste  2'  über  C  und  D 
bt,  bilden  2  Zoll  breite,  %  Zoll  starke  Latten,  gegen  dereli 
Ite  man  andere  }^/^  Zoll  breite'  wie  vorher  befestigt.  Die  bei- 
I  Querstäbe   enden  mit  2  Zoll   im  Quadrat  starken  KiOtzen  E, 
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F,   G,  //,  die  in  Holz  ach  rauben  übergehen;    man  legt  den  oLe^ 
Stab  in  einen  kurzeu  Schlitz  zwischen  den  beiden  vordem  Qu4^ 
leisten    buT  den   Wangen  AC  und    BD,    den   unlern  durch  eio^ 
ISngern  Schlitz  zwischen    denselben  Querleislen,     und    zieht  i 
Schraubmutter  u  an.  In  den  Klützen  £,  l\  G,  II  stecken  staikL 
etwa  um  2  Zoll  nach  vorn   hervorragende  GlaspOucke,    zwei  da| 
gleichen  etwas  kürzere  in  den  2'  von  einander  abstehenden  HoL 
klotzen  J  und  K.    Oie  zwei  letzten  haben  vorn   eine  Messingfaa 
Sans  A  (Taf.  II.  Fig.  2.),     gegen   welche  die  mit  Plältcben    endT 
senden  Drähte  C  und  D  sich  mitteUt  der  Druckschraube  B  fe^ 
klemmen  lassen;    die  andern  4  Glasutlücke  sind  vorn  mit  einigi 
gefirnissten  F^den  umwickelt.     Die  30*  lanj^en  Inductnrdrähle  t 
etwa   ^4  Linien  starkem,    ausgcdühtem   Ku|)rerdraht  werden  l. 
ihren  Enden  bei  J  und  K  fesigekleninit,  über  die  Glaepflilcke  g 
legt  und  (lurauf  durch  Heralidrücken  von   GH  massig  stark  angfr! 
spannt.   —    Flaschen   wird  man  4   gebrauchen ;    man  lasse  sie  x^ 
l'A  bis  I'A  Quadr.-Fuss  äusserer  Belepungaus  sehr  dickem,  etw 
3iLi«ien<<ädiikeia''0{a«S   init  Kenkretiiten    Wände»' :vrife''JflP 
(Tar.  II.  Fig.  3.)    aptertigeo,     und  einen   kurzen  Alessingstao  si 
dera   Boden    einer 'Jeden  mit   der  Belegung    dnrch  Ankitten    UB 
Ueberkleben    sicher  metallisch   verbinilen  ;     die   Druckschraube  | 
dient   dann    zur   Befestigung  des  Schliessungsdrahls   FGH. 
einer  Flasche  der  Nebenbalterie  verbindet  man  den  Funkenmess 
J\AI\  in  ihm  Isafen  zwd  Messingsläbe  J\P  und  jHQR  auf  4  1 
Distanz  neben  einander  und  werden  durch  die  in  Hülsen  fest  euH 
gekittete  Glassaule  JK  getrennt;    etwa   4  Zoll  fiber  JK  trSgt  dtt 
eine  Stab  die  Kugel  iV.  der  andere  an  einer  Schraube  L  die  Kn-1 
gel  .V.  beide  mindestens  von  '/«  Zoll  Durchmesser.   Die  Schratt  | 
mutler  zu  L  ist  durchschnitten,  um  sie  mit  der  Si-hraube  0  ttd 
anzuziehn.     Der  innere  Messingstab  drückt  mit  der  Platte  Pgeg« 
die  innere    Belegung,     durch   den  äussern   gehl  die  Schraub«  (. 
welche  die    an    einen   Draht  geliithete  Platte    IF   an  die  inssei) 
Belegung  andrückt.     Um  den  Stand  dieses  Fuukenmessers  aicn 
rer  zn  machen,  greift  das  obere  £n de  des  Stabes  Z.Q  in  die  Hüll 
Hei  R  ein.     Wenn  sich  zwei  Flaschen  in  der  Nebenbalterie  befiA 
den,  so  wird  die  zweite  mit  einem  ähnlichen  Apparat  armirt,  daL 
nur  die  Kugeln  ^A'  und  der  Fortsatz  QR  fefaleu;  man  verbind^ 
sie   durch  Drähte,   die  zu  den  Klemmschrauben  J  und  K  füht 
natürlich  so,   dass  die  beiden  Innern  und  ebenso  die  beiden  Sld 
Sern   SISbe    mit    einander  zasainmenkommen.     Die  Nebenbattü, 
steht    am   besten  isolirt  auf   einer  Gtaslafel    V,     an   die  nntED-'f 
StandglKser  {T,    17....)   gekittet  sind.     Da  förs  Maximum   der  t 
duction    bei     unverändertem  Schliessungsdraht    der   Hauptbatte 
^ie  Länge  des   Schliessongsdrahts  der  Nebenbafterie  durch  P» 
biren  ermittelt  werden  muss  (denn  starke  Flaschen  sind  seHea  S 
Kraft  einander  gleich),    so  ist  es  bequem  zwei  an  GlassSBleP'b 
festigte  Klemmen  Ö  und  S  anzubringen,  die  erste  verbundeno 
dem  Draht  zur  Innern  Belegung  JIGF,    der  bei  zwei  zur  Nebeitij 
batterie  combinirlen  Flaschen  sich  bei  G  spallet^die  andere  v 
bunden    mit  der  Hülse    R  und  einem  f&ngern  Metalls Ireifen, 
welchen    die    eine  oder  beide  Flaschen  gesetzt  werden.  —    V(^ 
der  nicht  isoUrten  Hauptbalterie ,    die  durch  Zuleitung  der  Elekt 
cttSI  auf  dnem  einige  Tuss  langen  Diaht  geladen  wttd.  tOtut  t 
..\  ,t-t%:.<\M  •■•<J-  .-  f.^t■.■^^\T   .:".-.„'.   'j    I,  i,"  ,1  ,'.T ,    -MidrtiMlIf.'B 
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äet    innem  Belegung  verbundene    SchÜessungsdralil    (lilierall 

gleiche  %  Linien  starke  Kuiil'erdraht)  zur  Klemmschraube  D 
Fat  U.  Fig.  4.)  des  Aiisladers  ABFG;    in  diesem  sind  die  bei- 

Kagelo  A  und  ß,  diese  fest,  jene  durch  di&Schrauhe  C  ver- 
.__  bar,  auf  die  gläsernen  Säulen  F  und  G  gekittet  und  zur  Si- 
[berong  ihres  Standes  durch  den  gläsernen  Querstab  ED  ge- 
Itdtzt. 

Bei  den  Versuchen  müce  zuerst  jede  der  beiden  Batterien 
Flaschen  enthalten.  Man  stellt  die  Rahmen  AB  und  CD 
r*f.  H.  Fig.  5.)  parallel  zu  einander  um  «tiva  '2'  getrennt  auf; 
^e  Ban|ilbatlerie  J  erhält  vom  Conductor  K  ihre  Ladung;  ihr 
cblieesun gedreht  führt  zur  Ktemmschraube  J)  (Taf.  IL  Fig.  4.) 
der  zu  den  Kugeln  L  des  Ausladers,  von  da  namüch  von  der 
klemmst hr au be  £  (Taf.  II.  Fig.  4.)  in  einer  horizontalen  Draht- 
iDge  von  3'  nach  JU  (der  Schraube  K  Taf.  II.  Fig.  1.),  geht 
ircb  den  litductordrabt  bis  N  und  vnn  hier  in  ettra  4'  zur  aus- 
m  Belebung.  Von  den  Sehrauben  V  und  IF  (J,  K.  Taf.  U. 
Ijr.  ).)  des  zweiten  Rahmens  laufen  die  ettra  S'  langen  Kupfer- 
_&te  FS  und  Wü  bnri/ontal  aus,  die  bei  K  und  Q  durch  die 
[lemmschrauben  {H,  S  Taf.  IL  Fi?,  3.)  hindurchgehen  und  fest 
Bfasat  werden.  Man  scbraulit  nun  die  Kugeln  lH  und  N  (Taf. 
I.  Fig.  3.)  des  Funkenmessers  nach  und  nach  so  nahe  an  ein- 
nder,  bis  zwischen  ihnen  in  dem  Moment,  wo  sich  die  Haupt- 
stterie  über  L  entladet,  der  Inductionsfunken  erscheiut.  Hier- 
bF  rückt  man  die  Nebenbatterie  P  naher  oder  weiter  vom  Rah- 
len  AB,  indem  mau  die  Drahtlange  VR  und  WQ  verkürzt  oder 
ettSngert,  bis  man  bei  unverändertem  Stand  der  Kugeln  Z>  den 
tecstüt)  Funken  zivisehen  iV  und  M  erhält.  Igt  die  LSn^e  de« 
kSlieaaungsdrabtB  der  Nebenbatterie  für  das  Maximum  der  In- 
iaelion  auf  diese  Weise  festgestellt,  so  kann  man  die  Rahmen 
ili«r  an  einander  bringen  und  nach  und  nach  tvieder  von  einan- 
Itr  entfernen;  dies  ze1|;t  die  ailmählige  Abnahme  der  induqirtea 
jkdnng  der  Nebenbattene.  und  man  wird  sicher  die  Rahmes  bis 
if  4'  aus  einander  rücken  müssen,  ehe  die  Lange  des  inducir- 
D  Funkens  iiis  auf  Vii  Linie  herabknmmt,  sofern  die  Distanz 
irischen  den  Kugeln  des  Ausladers  gegen  2  Linien  beträgt.  — 
^lll  man  sich  ferner  von  dem  Gesetze  überzeugen ,  dass  die 
'  Igen  der    beiden   Scbliessungsdrähte  sich  umgekehrt  wie    die 

I  der  Flaschen  in  beiden  Batterien  verhalten,  so  lasse  mau 
te  Uauptbatterie  aus  2  Flaschen  besteben  und  setze  in  die  Ne- 
enlmiterie  nur  eine;  man  wird  dann  hier,  wo  der  Schlia6sungB<- 
«ht  der  Hauptbatterie  nngefahr  38'^  kng  ist,  jeden  der  UrAfate 
'ff  und  WQ  noch  etwa  um  l'J'  z»  verlängern  haben,  che  die 
lebMlbatterie  das  Maximum  ihrer  Ladung  etlaiigt.  Eine  kleine 
türmtf.  tritt  dadurch  ein,  das»  die  Drähte  VS  und  WV  einan- 
er  zu  nahe  sind;  indess  IBsst  sich  das  Gesetz  deshalb  doch  nicht 
nbennen.  Auch  kann  man  3  Flauchen  in  die  Haunibatterie  neh- 
len  and  den  Nebendraht  bis  zum  Maximum,  der  luduction  noch 
n  etwa  .38'  verlSngern.     In   den  beideii   letzten  Zusamnienstellun- 

der  Batterien  hat  man  die  Slterrasehende  Erscheinung,  dass 
kleinen  Uistanxen  der  Inductordrabte  von  einander  (1  bis  2  Zoll) 

inducirle  Funke  über  iV^  (Taf.  II.  Fig.  3.)  Tanger  ist  als  der 
ken  über  L  (Taf.  II.  Fig.  5.)  und  viel  stärker  schallt. 


k. 
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nifscellen. 


Den  in  ThLXIX.  Heft  IV.  Nr.XXXIU.  Bbgedrnckteo  «chflnn 
Aufsatz  übersendete  Herr  Lectot  L  i  n  d  ro  a  d  mir  mit  dem  folgendei 
Briefe.  Die  höcbst  liebenswürdige  Bescheidenbeit,  mit  welch« 
Herr  Lind  man  sieh  in  diesem  Briefe  über  seine  Leistungei 
ausspricbt»  veranlasst  micb,  denselben  ganz  abdrucken  za  ia«sen|W«l 
ichdadnrch  zugleich  den  durch  die  Worte:  «,81  in  Archive  meotionedl 
bujus  rei  facere  Tibi  piaeuerit,  gratissimuni  mihi  erit."  ausgespro- 
chenen Wunsche  meines  verehrten  Freundes  am  Besten  zn  est* 
sprechen  hoffe.  Was  derselbe  am  Schiuss  seines  Briefen  toi 
Sich  Selbst  sagt»  ist  nur  der  Ausdruck  der  iiebenswürdigstea 
Bescheidenheit;  denn  wer  schon  mehrere  so  schone  Arbeiten, g^ 
liefert  hat,  wie  Herr  Lindman,  hat  nicht  nuthig,  sich  ,«iiuFU 
ratione  divitem"  zu  nennen;  wäre  doch  schon  eben  diese  üb* 
sprnchsiose  Bescheidenheit  ein  grosser  Reicbthoml  Was  aber 
mein  verehrter  Freund  in  diesem  Briefe  über  mich  sagt»  nebufl 
ich  nar  als  den  Ausdruck  seiner  freundschaftlichen  Geaiontmg^ 
ge|^en  mich  auf»  wofür  ich  ihm  zu  dem  herzlichsten  Danke  Vfl^  i 
pflichtet  bin  und  Um  bitte»  dieselben  mir  stets  zu  bewahren. 


»»Jobanni  Augnsto  Gmnert 
Christianus  Fredericns  Lindman»  Lector  Strengnesensis  S.  P.  D.** 


»»Üt  in  Archivum  Tuum,  si  placeat»   recipias»  problemate 
quaedam  geometrica  nunc  mitto.     Quod  ad  primum  attinet»   non 


Rossum,  quin  mirer,  me  id  niisquam  reperire  nofuisse.  Quod  si 
u,  c|nt  aoctrina  rerumque  coeiiitione  ine  luiflies  superus,  hoc 
^ohlenia  antea  vldieti.  ora,  ul  iH  siippriraas.  Problemata  lertium 
et  qnartum  melius  foreitaa  ac  rectiiis  „Uebungsaur^aben  fiir  Sc  hü- 
1er*'  apellantuT,  (juamquam  in  utroque  est,  (juod  inJtio  ex^pe- 
ctaadam  noD  videatur. 

Posteriores  Arcl)i vi  Tui  tomos.perlegens  qiiaedain  aniniadperti, 

!aae  et  ad  T«  et  ad  me  nertinent.  In  tom.  AVI.  pa;;!;.  4'24.  seaq. 
'US  SchefHer  Brunsvicensis  eolutionem  priblematis  Malfattini  de- 
dit,  quue  a  Tua  in  suppl.  Lexici  Klilgeliaui  (Pars  prior,  pa^.  29. 
aeqq.)  vix  et  ne  vix  quidem  differat.  In  toini  XVIM.  pa^.  3i). 
beqq-  Doclor  Werner  theorema  de  diffcrentialioiie  sub  «igno  / 
npetita  proposuit,  quod  a  nie  qiiattuor  fere  abhinc  annis  in  die- 
kertalione  pro  munere  Lectoris  propositum  est  ponteaque  iTsurpa- 
iDm  in  trac-tatu,  cur  Regia  Academia  Setent.  Holmiensis  in  Actis 
sniti  locum  dar«  dignata  est.  Rogo  Te  ut  opuscuta,  miistoiam 
Bequentia  laniquain  documcritum  hiijiis  rei  accipias.  Si  in  Ar- 
chivg  mentionem  hujus  rei  f;icere  Tibi  placnerit,  gratissiniuin  mihi 
etit.  Forlasse   num    venit  Tibi  in  nieiitem  Horatiaiium  illud : 

„Multl  rixantur  de  lana  aaepe  caprina" 

sed  meminens,  eum,  qui  non  miiltum  babet,  nihil  sine  damno 
perdere  meque,    nulla   ratione  divitem,    hac    esse    pauperrimum. 

hdicem  erratorum  in  tractafulo  de  /       — m~  ^  adjeci.  Valeas." 


Was  die  von  Herrn  Lindman  in  diesem  Briete  mir  gemach- 
ten Miltheilungen  betrifft,  so  erlaube  ich  mir  zuerst  zu  beinerkeni 
dass  ich  allerdings  recht  gut  wusste,  dassdie  von  HerrnScheff- 
ler  in  Braunschvi-eig  in  ThI.  XVI.  8.424.  gegebene  .AnflGsung 
des  lUallutli'aL'heii  Problems  mit  meiner  eignen  Auflösung  in  den 
äapplementen  zum  Klügelscben  Wnrterhucbe.  Tbl.  I. 
8.  2U.  im  Wesentlichen  übereiMstimint.  leb  bin  aber  eben  so  sehr 
flberzeugt,    dass  Herr  Schefrier  diese  AnfliiRung  ganz    selbst- 

eündig  gefunden  hat,  und  meine  eigne  Auflösung  gar  nicht  ge- 
«ut  hat.  Binestheils  deshalb,  andernlheils  aber  auch,  um  diejm 
Auflösung  bekannter  zu  machen,  Hess  ich  Herrn  Scbelfler's 
Aafsats  im  Archiv  a  3.  O.  abdrucken,  ohne  das  zu  bemerken, 
dorauf  mich  jelzt  Herr  Lindman  aufmerksam  macht.  Herr 
Scbeffler  wird  mir  das  nicht  übel  nehmen,  indem  es  ihm,  »ie 
ieh  ivenigstens  hoffe,  irohl  nicht  geradezu  unangenehm  sein  wird, 
bei  einer  kleinen  »'isseaschattlichen  Untersuchung  mit  mir  zusam- 
mengetroffen zu  sein. 


Femer  bemerke  ich,  dass  das  von  Herrn  Werner  in  Theit 
XVIIl.  Nr.  IV.  S.  39.  gegebene  Theorem  allerdings  schon  früher 
von  Herrn  Lindman  gefunden  worden  ist,  wie  aus  den  beiden 
Folgenden  mir  mit  obigem  Briefe  gilli.tfst  abersandten  .Schriften 
deutlich  hervorgeht: 
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Thes^s  qiiäs  pro  munere  tiectoricf  -publica^  een** 
sürae  möideste  subjlcit  Mag.  C.  F.  Liodmän/ A-d  Rttg. 
Acad.Up8.  Docens.  tipsaliae.  1848.  4.  °: 

■  • 

Om  nägra  definita  integraler;  af  C«  F.  Ijinäniailyjii« 
lemnad  d.  31.  Januarii  1851.  '     ' 

f  Aus  den  Schriften  der  Stockholmer  Akademie  der  Wissen- 
scbarten.) 

I  ,  ' 

I 

Leider  habe  ich  diese  beiden  Schriften  nar  erst  jetyt ,  kenftea 

gelernt»  indem  Herr  Lind  man  dieselben  mir  gAtigst  fibersaadt 
at;  hätte  ich  früher  von  denselben  Kenntniss  eehabt^  so  würde 
ich  naturlich  bei  dem  Aufsätze  des  Herrn  Werner  beme^ 
hüben 9  dass  Herr  Lind  man  die  betreffenden  8&txe  schon 
früher  gefunden  habe,  ivelche  Schuld  Herrn  Lindman  npn  naelb 
tröglich  abtragen  zu  können ,  mir  zur  grössten  Freude  gereicht 


In  seinen  ^yGrusstentheils  neuen  Aufgaben  aus  de» 
Gebiete  der  Geometrie  descriptiTC.  Zürich.  1845.'* 
die  wir  als  sehr  empfehlenswertb  den  Lesern  des  Archivs  bei 
dieser  Gelegenheit  wieder  in  Erinnerung  bringen»  theill  Herr  Professor 
L.  Mossbrugger  in  Aarau  auf  8.  123.  folgende»  ihm  selbst 
von  Herrn  Pro^ssor  Rytz  in  Aarau  niitgetbeilte  Constructieo 
der  Achsen  der  Ellipse  aus  zwei  gei^ebenen  conjugirten  Doreh: 
messern  mit»  für  welche  der  analytische  Beweis  von  Herr* 
Mossbrugger  selbst  herrührt. 

Es  seien  Taf.I.  Fig.6.  ^m  und  Bm  die  der  Lage  und  Grosse 
nach  gegebenen  zugeordneten  Durchmesser.  Wir  errichten  im 
Durchschnitt  m  beider  Durchmesser  auf  den  grossem  "Am  eiir 
Perpendikel  mD=iAm,  verbinden  D  mit  ß  durch  die  lAnie  BD, 
halbiren  BD  in  M  und  beschreiben  aus  lU  mit  der  Ehtfermmi? 
Mm  einen  Halbkreis,  welcher  die  Linie  BD  in  zwei  Punkten  £ 
und  F  schneiden  wird;  ziehen  endlich  durch  m  und  £»  m  nni'F 
die  Linien  mEHG,  mFLN,  so  dass  mL=DF  und  mHrrajff 
ist»  so  sind  mL  die  halbe  grosse  und  7nH  die  halbe  kleine  Achse 
der  Ellipse  in  ihren  erforderlichen  Grössen  und  Lagen.  Die  De- 
duktion dieser  Construktion  ist  folgende: 

Es  ist  zu  zeigen»  dass  DF=a  und  BFznh  ist»  wenn  2a und 
2A  die  grosue  und  kleine  Achse  der  Ellipse  bezeichnen.  Es  sei^n 
daher  .Aw=T.f,  Bmzug,  ^NmK=^AML=g>,  ^LmBssw, 
DFz=x,  BF=ij,  so  ist: 


'\ 


im 

(»4i#)«=/»+>-S%^cw[90O+(»HHc)} 


oder 


(a:-f^)«=/»+flr«+2/^sih(9+tc) . 


Da  aber  nach  den  Eigenftchaften  der  Ellipse 
tot,  80  folgt  sogleich/  dass 


r  .    I  ' 


■  •  ■  1  ■ 


.  I  I .       ■     1 1 


I.-..     • 


tun 


a:+y=a  +  6 


/   ' " ; ' 


»    '  .    .       •    t  1    f 

. .  I) 


ist.    Ferner  ist  in  den  Dreiecken  FmB  und  FmD 

y  :  ^=äinto  :  sinBFC 

lar  :  /•=sin(90o+g>):sin(180O— iBFC) 
rar  :  f=:co8<p  :  ein B FC 


^1  mithin 


a\nBFC'-=-  sinto ,    and    sinBFC =  —  cos^ ; 


folglich 


T! — —>    oder  auch   15= -is- «-> 


V       08into  .  ,    y       o*sma:^ 


mm  ist  Hbernach  den  Eigehschaften  der  Ellipse: 


:  j 
1  »:• 


^2      sin<p  C0S9 
sintocosto 


daher  wird  auch: 


^=tgg>tgti? 


13a 


Endlich  isk  ebetiftlh  ftos  den  Eigenschaften  der  Ellipse  be- 
kannt, das» 


6« 
-jl=tgg)tgw 


5 


mithin  ist  auch 


\ 


X      a 


2) 


Aus  1)  und  2)  folgt  aber,  dass  y=A  und  «=:a  sei«  was  hi 
Beziehung  auf  die  Grösse  dieser  Linien  zn  beweisen  war.  Ans 
der  Constmktion  selbst  geht  aber  hervor,  dass  diese  Linien  aii^j 
einaiider  senkrecht  stehen;  mithin  haben  sie  auch  unter  sich 
erforderliche  Lage. 


t«! 


Druckfehler. 


In  Theil  XIX.  S.  44L  Z.  3.  muss  die  Cfleichupg  dO)  heissen: 


=-ra-i'^- 


(2^-1)«^  ,  (2»— 1)«»Ä8      (2»-l)«»J?s 


1.1.2 


3.1.2.3.4 


5.1.2..6 


und  auf  derselben  Seite  Z.  II.  und  12.  muss  die  Gleichung  31) 
heisseo : 

1,  2«      (2»-J)aÄi  .  (24— 1)«»Ä,      (j'—DtfiBt  , 


=-öC+älg«- 


n 


1.1.2 


+  -5 


3.1.2.3.4 


S.h%*6 


'••• 
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V 


Teber  die  üelire  Ton  den  imagrlnäreii 
CtrSssen,  als  Fortsetzuni^  und  weitere 
AusfUirani^  der  Abbandluni^  STr.  Xü. 
III.IS.295.  Im  ersten Tbelle  desArchlTS. 

Von 

dem    Herausgeber. 


$.  L 

In  der  Abhandlung   über  den  Binomischen  Lehrsatz"^)  (49.) 
Ist  gezei^  werden,  dass  für  jedes  reelle  a  und  ß 

1)      c«(cos/J  +  sin/J  V^)  =  I  +  -^^^ 

■*"  1.2 

+  — 


+ 


1.2.3 

[a±ßSr^Y 
1.2.3.4 


•)    Hierunter  wird  immer  die  Abhandlung  Thl.  VIII.  Nr.  XXV.  Ter- 
ttanden,     in  welcher  (S.  273.)   schon  auf  die  Torliegende  Abhandlung 
iber  die  imaginären  Grossen  hingewiesen  worden  ist;    der  Abdruck  der- 
selben ist  Terspätet  worden,  weil  eine  grössere  Anzahl  anderer  Abhand- 
lungen Torlag,  deren  Abdruck  dringender  erschien. 

TheUXX.  9 
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ist    Also  ist,  wenn  a  eine  beliebige  positive  Grosse  bezeichne 

'2)    c<«l«|cos(/Jla)  +  sin(ßla).V^}  " 

-1  + j 

■•■         r2 

.  {(a+ßV~l)\a\' 
+       '■)  1.2.3      . 

f 


4  *  *■         » 


Wellt  nüfi  nach  deiti  allgemeinen  Begriffe  der  Ldgäritbmeh 

und  folglich 

ist ,  wo  unter  allen  Potenzen  deren  reelle  positive  Werthe  zu  tti 
stehen  sind»  so  iat  nach  der  Abhandlung  über  den  Binomische 
Lehrsatz  (44.)  Ilär  jedes  reelle  a;: 

«j;    fl  -^+   1   +    j  2  +  1.2.3  +  1.2.3.4  +-• 

Vergleicht  man  die  beiden  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  de 
Gleichungen  2)  und  3)  mit  einander ,  so  bemerkt  man  auf  de 
Stelle,    dass  die  erste  aus  der  zweiten  hervorgeht ,    wenn  mai 

tt  +  ßV — i  für  a:  setzt.  Deshalb  versteht  man  der  Analogie  we 
gen  unter  der  Potenz 

der  positiven  GrOsse  a  mH  dem  imaginären  Exponenten  a-f /SV-* 
die  iSnmme  der  stets  convergirenden  Reihe 

.         <a  +  ßSr^)\a      {(tt+pV^)lo)«    {(,a+ß\/'—r)la]* 
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VDd  setzt  also  in  Folge  der  Gleichung  2) : 

4)        a«+ßV=i  Ä  e«l*  { cos(/Ma)+sm(lMa).  V^=T} , 

wo  den  Grossen  a  und  ß  alle  reellen  Weftbe  beigelegt  werden 
kunnen,  die  Grosse  a  aber  nur  positiv  genommen  werden  daff. 

Für  «=0  erhält  man  aus  der  vorbergebenden  Gleicbung 
ö)      a?V=r--  cos(/Ma)  +  sinf/fl«) .  V^ , 
und  fSr  |3=sO  ergiebt  sieb  aus  derselben 

6)    a«=^«* 
Ako  ist  offenbar  immer 

7)      a«+i5V"=^  =  a« .  aßV^. 
Weil  naeb  4) 

a^^ß"^^  =  e«lj  { cos(^la) +sin(/51a).  V-^} , 
öy+<^V=r=: ßvia  {cos(«lfl)  +  sin(«lfl)  .  V—Tj 
bt,  60  ist  nacb  dem  Moivre-scben  Tbeoreme 

=e(»fy)l«{cos(0?+a)la)+sin((/S+3)Ia)  V^}; 
nnd  weil  nun  nacb  4) 

=  c(«+y)l«  { cos((/J+«)Ia)  +  sin((/J+«)Ia).  V^=7 1 
ist,  so  ist 

Für  a=:6  ist  nacb  4) 

9)      c«+^V=T  =  e«(  cos/3 +  sinj3V^), 

-9* 


d 
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und  folglich  fär  tt=0: 

10)     eßy=T=  C08/S+8iDiJ  V=l . 

Also  ist,  wenn  wir  ß=:±.x  setzen: 

f 

11)     9h*V=i=co8a:±siuaV^^. 
Durch  Addition  und  Subtraction  der  beiden  Gleichungei 

coso: + sinj?  V  — »1  =  e*  V— 1 , 

cosa: — sln^cV^— 1  =  «-*  V^-^ 
erhält  man: 


12) 


Also  ist 


13) 


oder 


14) 


iCOsa?  = 


sin^  =: 


2 
2V^=I 


coto?  =     — T7= rr=¥=V— 1; 


oder 


15) 
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cow  = — -  ; 

(l_e««V-i)V— 1 


i'  oder  auch 


[tUlSXSS 


16) 


1  +  ««*V-i 


Aehnliche  Fofmeln  würden  sich  auch  für  die  übrigen  sonio- 
metrischen  Functionen  entwickeln  lassen,  wobei  wir  jedoch  hier 
ODs  Dicht  aufhalten  wollen,  weil  die  Sache  gar  keine  Schwierig- 
keit darbietet 


§2. 

unter  dem   natürlichen  Logarithmus   der  imaginären  Grosse 

«+?V— l,    d.  i.  in  der  aus  der  Abhandlung  über  den  Binomi- 
schen   Lehrsatz     bekannten    Bezeichnung     unter     der     Grösse 

l(«+?V — 1),  verstehen  wir  eine  Grösse' von  solcher  Beschaffen* 
heit,  dass 

17)      el(«+i5V^)  =  «  +  j5V^:=l 
ist.   Setzen  wir  nun 

18)     i(«+|5V^)  =  P  +  vV=i> 

so  muss  also 

folglich  nach  9) 

eP(cos5r + sin^  V  —  1)  =  a+  /SV — 1 

sein,  woraus  sich  zur  Bestimmung  der  Grossen  p  und  (/  Hie  bei- 
^^  Gleichungen' 


f 


IS« 

19)     ePcosf=«,  .«f«iD9=/5 

ergeben.    Qaadrirt  man  diese  beiden  Gleichungen^  und  addirt 
dann  zu  einander,  so  erhält  man 

20)     «»l»5c:a«+iS», 

folglich  2p=\(a^+ß^)  oder 

21)    p=i|(c^+/P).. 

* 
Also  ist 

d.  k  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Logarithmen: 

I 

und  wegen  der  Gleichungen  19)  muss  folglich  q  so  bestimmt  \s 
den,  dass  zugleich 

coS9.Va«+i3*=«,    siug.Vtt^+ß^  =r  ß 
oder 


22)    coso  =    '^  ^     ^ f      8mo=  ^j   ^     -  5 


oder  dass 


.23)    y=Arccos. ;    ,   ■    ?.=  Arcsm  ■  ,-^jL_^ 
ist 5  welches  offenbar  jederzeit  möglich  ist»  weil 


ist.    Uebrigens  kann  man»  da  nach  32) 

.     24)     tang9=§ 
ist,  9  auch  mittelst  der  Gleichung 

25)    ^=Arctang~ 
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bestimmeD,  hat  dann  aber  za  bemerken,  dass  sieh  d^  Bogen  q 
im  ersten 9  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  endigen  muss, 
Jk  wenn  respective  a  positiv  und  ß  positiv,  a  negativ  und  ß  )K>sitiv, 
B  negativ  und  ß  negativ,  a  positiv  und  ß  negativ  ist,  weil  nur, 
weon  diese  Beaingungen  erfüllt  sind,  zugleich 

«  ß 

sein  kann,  wie  es  nach  dem  Obigen  erfordert  wird. 

Ist  nun  q  gehörig  bestimmt,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar  die  Gleichung 

i 

26)     l(a+^Vi:i)=|l(«H^+9V"^. 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  verstehen  wir,  wenn  B  eine  be- 
liebige positive  Grösse  bezeichnet,  überhaupt  unter  dem  Logarith- 
mus der  imaginären  Grosse  a+/JV  — 1  für  die  Basis  B^  welcher 

durch  log(a-|-jS V  —  1 )   bezeichnet  werden  mag,    eine  Grösse  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass 

27)     JBTog(«+iyV=l)=a  +  (SV^ 
ist. 

Setzen  wir  nun  e=^B^y  so  ist 

also  nach  26) 

Nach  4)  ist  aber 

4 

•  (J5fl')'li(«*+i'')+vV-=^ 
= eUia'-\-ß')'mB  { cos(Mq\B)  +  siniMqW)  V^l  \ 

und 


e^Miia*-{-ß-).lB^  coQ{Mq\B)  +  sin(illvIB) .  V^ ! , 


so  dass  also  offenbar 
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und  folglich  nach  dem  VorhergeheDdeo 

ist.    Weil  Dan  aber  nach  17) 

ist,  80  ist 

Vergleicht  man  diese  Gleichnng  mit  der  Gleichung  27),    so 
giebt  sich  auf  der  Stelle 

28)  log(a+/J  V^)  =  ^Ml(t^  +  ß^)  +  Mq  V=l 
oder 

29)  log{a+ß\r=l)=M{\\(anß^+qV^U 
also  nach  26): 

30)     log(a+ß\r^)=m(a  +  /5  V^) . 

Die  Grosse  My   mit  welcher  man  hiernach  den  naturlic 
Logarithmus    l(«+/3|V^l)    multipliciren    muss,    um    den 
garithmus    log(a  +  ß^ZIi)  für  die  Basis  B  zu  erhalten,  nc 
man  den  Modulus  des  logarithmischen  Systems,  dessen  B; 
B  kt 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  e=^B^  ist,  so  Ist 
le=l=üfLB,    log6=MogS=if; 


also 


31)    üf=|^=:loge. 


\B 
Setzt  man  also  natürlich  auch 

log(««  +  /y«)=:üfl(«H/3*), 
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so  ist  nach  28): 


32)     log(a+/J  V"-l)==§  log  (a«  +  /J«)  +  Jlf j  V- 1  • 

*  *  1  • 

I 

Da  q  offenbar   uDendlich  viele   verschiedene  Werihe  haben 

.    kann,  so  hat  auch  log(af/3V^l)   jederzeit  unendlich  vide  ver- 
schiedene Werthe. 

Ffir  a=-f  1  und  ß^=sQ  mnss  q  so  bestimmt  werden ,  dass 

* 

q = Arccos(+ 1) = Aresin  0  * 

ist.    Dies  jgiebt,    wenn   k  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlbezeichnet,  9  =  2A;7r. 

Fiir  tt= — 1  und  |3=0  muss  q  so  bestimmt  werden,   dass 

qr=Arcco8(— 1)  ==  Aresin  0 

ist   Dies  giebt,  wenn  k  wieder  eine  beliebige  positive  oder  np- 
ive  ganze  Zahl  bezeichnet,  9  =  (2A:-fl)7r. 


Also  ist  nach  der  Gleichung  32),  wenn  man  nur  bemerkt, 
dass  man  in  dieser  Gleichung  für  log(a^-fj3^)  natürlich  immer  den 
reellen  Werth  dieses  Logarithmus  setzen  muss,  welcher  ßlra=4:l, 
^=0  bekanntlich  0  ist,  für  jedes  positive  oder  negative  ganze  k: 

33)      log(+l)=2*ilf«V^ 
und 

34)      log(-l)  =  (2Ä:+l)M«V^. 
Ueberhaapt' erhält  man  aus  der  Gleichung  32)  fiSr  /?=:U: 


35)    Xo^a-^Xog.a^^^Mq'^f^ 


wo  log.o^  den  reellen  Werth,  welchen  dieser  Logarithmus,  weil 
«'positiv  ist,  nothwendigjederzeit  haben  muss,  bezeichnet.  Auch 
erhellet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

q  =  Ar  ccos(+l) = Aresin  0 

und  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  a 
positiv  oder  negativ  ist,  welches  darin  seinen  Grund  hat,  dass  in 
den  allgemeinen  Gleichungen 


ISO 

q  =  Arccos  ^  ..   ,  ^  ^  =  Are  sin    ^  ^    ^ 

die  Quadratwurzel  Va^+/3^  immer.positiv  genommen  werden  muss. 
Ist  also  a  positiv 9  so  ist  q=^2k7c;  ist  dagegen  a  negativ ,  so  ist 
q:=2(2k-{'l)n',  wo  k  immer  jede  beliebige  positive  oder  n^ative 
ganze  Zahl  bezeichnet,    kt  also  a  positiv,  so  ist 


36)    log«=~log.a»+2Ailffl?\r=l ; 


ist  dagegen  a  negativ,  so  ist 

37)     loga=|log.a«+(2*  +  l)if«V^=4- 

Hieraus  sieht  man ,  dßss  der  Logarithmus  jeder  reellen  Grosse  ' 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe  hat  Ist  diese  reelle  Grösse 
positiv,  so  findet  sich  unter  den  unendlich  vielen  verschiedenen 
Werthen •  ihres  Logarithmus  immer  ein  reeller  Werth,  welchen 
nran  aus  der  Gleichung  36)  erhält,  wenn  man  k^O  setzt.  Dage- 
gen sind  alle  Werthe  des  Logarithmus  einer  negativen  reelten 
Grtidse  imaginär. 

Ist  picht  /3=0,,so  kann  wegen 

CK  ß 

0^=  Arccos— 7====  Aresin  7-7=  ' 

offenbar  nie  ^==0  sein,  und  aus  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Gleichung 

Iog(a+  l3V^)=|-log(a«  +  /S«)  + %.V^^ 

geht  also  hervor,  dass  die  unendlich  vielen  verschiedenen  Werthe, 
welche  der  Logarithmus  einer  imaginären  Grosse  haben  kann, 
jederzeit  sämmtlich  imaginär  sind. 


§.'3. 

Nach  dem   vorhergehenden  Paragraphen    ist,    wenn  wir  der 
Kürze  wegen,  die  Quadratwurzel  natürlich  positiv  genommen, 

38)    Q=z\r^T^ 
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und 

39)      ^  =  Arccoe^^^==Arc8ln^^;^ 

setzen: 

40)     l(a+6V=T)=lp+g)V3I. 
Also  ist 

Nach  §.1.  ist  5  wie  aus  der  Vergleichung.der  Gleichungen  2)  und 
3)  auf  der  Stelle  hervorgeht: 

=  1+  j— 

.    {a\Q-ßip  +  (ß\Q  +  aq,)^-l)^ 

■*■  1.2.3 

.    {ttlg-/?y+(i3lgH-tty)V^=i)t 


und  folglicli  nach  dem  Voriiergehenden 
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««tf-^j+C/älH^V)  V-  » 


~*  + j 

.  {(a-|-<?V^)  \(a  +  bV^)]* 
+  1.2 

.{(«+pV^)l(aH-feV^J)}» 

.  {(«■|./;VT:i)i(g.t.6V:=r)}« 

+  i.2.a4 


Setzen  wir  nun' der  Analogie  mit  der  bekannten  Gleichung 

"  — '  +  ~r+'~r2~+   1.2^+1.2.3.4+ , 


wegen: 


(a+6  V:r-,  ).w^=H<'H-^^^)y  +  ft^^) 


+ j^ 

.  t(a-f|8V=l)l(a+6V^l)}a 
+  1.2.3 

+  i:2Ä4 


80  erhalten  wir,  wenn  wir  dies  mit  dem  Obigen  vergleichen,   die 
Gleichung 

d.  i.  nach  7)  die  Gleichung  i 

Nach  11)  ist  aber 
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,  und  folglich 

42)      ia  +  bV^l)'^PV~i 
= c«lC-^y  { cos(/3l^+ag))  -f  siö(/5l^+ag)) .  V^  | , 

wo  die  Werthe  von  q  und  q>  aus  38)  und  39)  bekannt  sind. 


§.4. 


Wir  wollen  jetzt  die  beiden  Reiben 


1,     - 


(«+<?V-i)«     («+^V^)*      («+jsV^)« 


1.3 


TTJ 


1....6 


9      ••  •• 


and 


«J.Ä4A-T         («+^V^)'     («+/?V-1>»          (a+/?V-l)^ 
a+^V-1, i^^         .         i^^j . -i^ ..- 

ZU  saminiren  suchen. 

In  der  Abhandlung  über  den  Binorobchen  Lehrsatz  (43.)  ist 
gezdgt  worden,  dass  lur  jedes  x 

e'^^{co8(xaine)+  sin(a?sinÖ)  .V^} 
+^2(^^»2d+sin2dV^ ) 


.8 


+1^  (cos3ö+sin3dV"— 1) 

« 

+ j^  (cos4ö+siu4dV^) 


ist    Setzt  man  in  dieser  Gleichung  zuerst  xz=zq,  dann  tT  =  —  q, 
90  erhSit  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


► 
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=  l  +  |-(co8Ö  +  sin«  V^I ) 
+  J-g  C«w2Ö+8m2«  V^l ) 
+  j|^  (co«3«+«ii3ö  V^) 
+  f^  (cos4«+«iD4eV"-^) 

+ 


und 


=±:  1 — |-  (cosö + sind  V^-^  ) 


+  ^2  (cos2ö+sin2ö  V— 1 ) 
— 12^  (cos3Ö+sin3öV^) 


+  j^(cog4ö+sin4öV^— 1) 


Durch  Addition  und  Snbtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhfilt 
man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

43) ^ cos(psm0)+ ~—  sio  ( ^in0)  .  V^ 


=    1 


£. 


+  f2  (cos2ö+sId2ö  V— 1 ) 


9* 


+  j-J  (cos4ff+siD40  V— 1 ) 

+ 1^  (cos6ö+  sm6ö  V^I=1 ) 
+ 
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/  * 

/ 

und 

44)      '•^^—  co8(p8ind)+ ^ 8in(^8inö)  V^^l 

Q 


+  jj^  (co83ö+8in3Ö  V^^ ) 


+  j^  (cos5ö+sio5ö  V^=n ) 

+  ^  (cos7d+sin7öV^l ) 

» 

+ 

Setzen  wir  oan,  was  offenbar  verstattet  ist: 

o  +  ßV^l  =  ^(coso+slnaoV^-— 1), 

/3  +  aV  — 1=  ^(cosÖ  +  sinöV^); 
so  ist 


oder 


pco80}=O9    psino}=j3;    ^cosd=ß,    ^sin^=a 


u  ß  ß  tt 

cosflosr— ,    8106}  =  ~;    cosd=~,    sinöss  — ; 
^  .  P  P  P 


folglich 


«  . 


co3l)= sino)  y    8in^=scosa)  • 


Also  ist 


co8(d-f  o>)  =  cosdcoso) — sind6ina)=0, 
sin(d-f(o) = sindcosod -f  cos^s^D  (0=  1 ; 

und  folglich,  indem  k  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 


Also  ist 


und  folglich 


IM 

«+«=(2*+^)«. 


Ö  =  (2Ä+i)»-(B, 

2e  =  (4*+,l)w-2«, 

3 

3d  =  (6A+2)n;-3a), 

4d=(8Ä+2)7t— 4«, 
5d=:(lOA+|)«— 6w, 
§ö=(12*+3)jip— 6», 

7ö=:(14A  +  |)n;-^7ö 

8«=(16A  +  4)JiP— 8w, 
u.  s.  w. 


cosd=-f  sino),      siDd=-f  cosco; 
cos2d =  —  cos2o> ,  sin2d=-f  sin26>; 
cos3d=^— sinSo),  sidS^s — cosSco; 
cos4d=-f  cos4io,  sin4d=— 6in4fi>; 
cos5d  = -f  siu5ai  ^  sin5d=:-^cos56>; 
cos60= — cosGoD  9  sin0d=  +  sinöcu; 
cos7ö=  — sidTä),  sin70= — cos7o); 
cos8d =  +  cosSod,  sInSO = — sinSco ; 
u.  8.  w.  u.  s.  w. 


Also  ist  nach  43)  und  44) 


_ eofi(fieo9m)  +  -^ 3 sin  (^  cosc» ) . 


-  f2  (cos2ö— sin2ö  V^  ) 

ö*  ^ 

+  jT-j  (cos4(»—  sin4a)  V  —  1 ) 


^e 


—^  l^(cos6(»  —  sinöoV^ — 1) 
+ 


nnd 


Ä cos(9cos6>)  H 2 sint^cos»)  .V  —  1 

•     =    ^(sinca+coscaV— 1) 

—  I^  (sinSö)  +  cosäooV*— il) 


+  r^^  (sinSca + cosSo»  V  —  1 ) 


P^ 


— T^^®*'^'^'**"'"«^^®^®  V-- 


Folglic^  ist 


j . 


ö ^ —  cos(pcosc») 


p«  p*  p« 

=  1  —  y^cos2i»'+  -T^  cos4to  —  B-i-%cos6ß)+ 

5 sin(^cosa)) 


Tlieil  XX.  10 
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5— co$(^cos») 


o         r  ö'  A»  0^ 


n» 8in(Qcosai) 


I 

also 

=^ cosC^cos«) 2 siii(^coso)  .1 

■..as    1 

—  ^(co$2ö+ 8hi2iD  V-^) 


+ j^  (cos4a^fsiii4»  V^^) 

\ 

— 1^  (cos6o-f  siii6<»  V^l ) 


und 


g ; 81D(^08O)-f g COS  (^GOS»)  .  ^ 

_    9 


=s    Y(cosco-f  sinoV  —  1) 
—  j|;3  (ca83#+ «iu3«i  V^) 


Q' 


+  |^(co85a^f8iD5«V^) 


IS^ 


Weil  DUO 

• 

■•'?  - 

und 

■■ 

«  +  i5V  — l  =  ^(coßß)  +  sino 

V-i), 

also  ffir  jedes  positive  ganze  n 

\ 

(ß+ßV  —  1)"=  ^'*(cosna)+sinnG)V--l 
ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergeben  den  für  jeded  reelle  a  und  ß: 

45)!         .  ■•'.■■  ^ cos«-** s-T--sin«V  r-I 

-* rr*"^  +      1.4    — ~t::;:5- — + 


nnd 


46) 


eß±e-ß  .      ,  eß—e-ß.        .  .^-^ 
— 3' —  Sinei  + ö-^-<os«V  — 1 


_„+^v-i 5^213 — + — 1:3— • — i:::i:^^+" 

Der  Analogie  mit  den  beiden  in  der  Abhandlung  über  den 
Bioomischen  Lehrsatz  (47.  und  48.)  bewiesenen ^  für  jedes  reelle 
X  geltenden  Gleichungen 

cosa:=l-j3j+j-^-^j-g  + , 


•C^         ot!^         oc^ 

■  *^=*-iÄ3+i:::»-ir.7+- • 

■  * 
wegen  setzt  man  nun : 

cos(a+/5V— 1) 

=* "ß — +      o  o      + ' 

10* 


1^ 


. '    i 


sln(«+/jV"-l) 

und    erhält   also   oach  45)   und  46)    die    beiden  folgenden  Glei- 
chungen: •  .     .        ; 

pß    I    ß'^'ß  ßß  —  Ä~"H  .  I 

47)    cos(«+/J  V^^)=  ^^ cosa ^ —  sinaV  —  1 , 

48)      8in(«+  l^-i):^"^'*'/'^   8iD«+  ^^^^C08«V^  . 

-111     ^  i.  .:.  !    *  .     •■    .-6.       ..   -  •        ■   .... 


Ueberträgt  man  ferner  die  bekannten  Begriffe  der  übrigen  go- 
niometrischen  Functioiien  auch  auf  imaeinäre  Bogen,  so  erhEft  man 
aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen: 


49)  ta„g(«+^V*Zt)  =  5fg£:5^^  ' 

(cP+c~p)cosa— (cP— e-p)8inaV' — 1 

Um, 

50)  cot(«+|?V:^)=^^^''-''"'^'=°^"-<''^-'^'^^'°"^^; 

;   (eßri^-'ß)8ina+  (eA— c-/J)eosaV — l 


:    .>.- 


und  folglich,  ivenn  man  Zähler  und  Nenner  des  ersten  Bruchs  mit 

(c/*  +  c-i^)cosa  +  (eß  —  c-Z^)  sin«  V^ , 


'  *    I » h        )  I  • 


ZäMer  und  Nenner  des  zweiten  Btuchs,niit  :     j  . 

(eß  f  e''ß)8ina  -  (eß'-e'-ß)co8aV  •— 1 
multiplicirt: 

5„  ^„.«,^^)=?S^^|5r^, 


'-.    ; 


52)     cot(a+ßV-i)  =  -^^^P^^^tlfM^T 
'         ^^^^        '  2cos2a— e^/J— e-«/r 


i  i       ' 


Ferner  findet  mau  leicht: 


53)  ^^^{.\ßsr~\)='i^'^'^'-^^Z2^^^-^^f^^ 

e^ß  +  e-^ß+ 2cos2a  ' 
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o*)  co8ec(«+pv— i;— ^  e«/J+e->jJ-2co82« 


Aach  ist  endlich : 


55)  siB«(«+^\^in>!=l— ^^-''cos«+^— sinoV^. 

56)  C08V(«-|-/J V  — 1)  =1 -s  —  8'"« —^ —  coso V  -^ . 


§.  5. 
Weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

sm{a^■ß^r^)  =  ^^^±^  sin«+  '^~^~^  cos«V=l , 
ee»(a+|5V^l)= — ^Jg^ — cos«  —  ■— ^-qt — rsIncijVr-l 


und 


/    ijiA/ — ix     ^  +  e-'f              e^^er^  .        ^ — - 
co8(y+oV  — J)= ö cosy « —  ^^^H  ^  ""^ 

ist;  8o  erhält  man  leicht  durch  Multiplication 

8in(a  +pV^)cos(y+a  V^)  +  cos(«+i5V'^)sin(y  +  dV^) 

feß+e-ß   e^+e-^  .  eß  —  er-ß  e^ — e^^\    .  ,    .    v 
— 2~'     2     +      2      ' — ^^-l^tt  +  y) 

.     ^rf — e-^  €<^+c-<' .   eß-i-e-ß   ««'— e-<^i        .    .  x  Ar—i 
+    I — o — •— I — + Q-*- — ö— 5Cos(a+y).V-l 


und 


U2 

cos(a+|SV^)cos(y+«V^)— shi(;«+/JV!^)«in()f+Äy^T) 

leß-^e-ß   e^  +  e-*  .  eß — er-ß  c«' — e-«'»       ,    .    , 
=       ?— 2 2 + 2 g^"****^"*^^  > 

also,  ^le  sich  hieraus  feroer  leicht  ergiebt: 
siD(a  +  ßV^)cos(y  +  Ä  V'— 1)  +  cos(«+/5  V^I=i)sin(y + « V^ ) 
= 2 sin(a+y)+ ^ cos(a+y).V— 1, 

« 

cos(a+/jV^^)cos(y +d  V^)— sin(a+/3  V^)sin(y  +  öV^^^l ) 

=  — ^ cos(a  +  y) 2 s»n(a+y)  •  V  — 1 . 

Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
8in{a+y+(/H«)V^)=«lnK«tf|SV"^)  +^+«V^l)j 
= 2 sin(«+y)+ 2 co8(«+y).V'-l,     ,,^ 


co8{«+y+(^+3)V"=I)=co8K«+|JV^)  +  (y+iV^)\ 

eß+^+e-^ß+^                    c^+<f-_e-(jj+rf)    .  , ./— j 

= s C08(«  +  y) 5 8in(a+y).V  —1 


2  v«ov"  T/f  —  2 


•.!■ 


1 


r 


ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

67)  8in{(a+iS^~l)  +  (y+dV^=ri)5 

=sin(a + jJ  V'^)cos(y + dV^-l) + cos(a  +  ßV^i)6in(^^dV^l 

68)  cos{(a+/S\r=l)+(y+«V^)l  ' 

=  coß  (a + ^  V*^)cos(y  +  dV"~l) — sin(a + ßV-l  )sin(y +*V^). 

^  Aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ergeben  sich  aber  auch 
leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


h 


69)     sin(— a— ß  V=T) = — sin(«+l5  V'^T) , 
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Iso  ist  nach  57)  und  58)«  wenn  man  — y  und  — 8  (Brry  und  ö 
^txt: 

61)  a\n{(a+ß^=T)'-(r+8^r^) 

:  sin(a+ ßV^^)  co8(y + a  V^) — cos(«+/3  V^l)  sin(y+d  V^l)  > 

62)  cos\(a:{-ß\r^)^(y+8yr^)\ 

:cos(«+i5V~l)  C08(y+8\r^l)  +  sin(a+/JV^— l)sin(y + d  V^l) . 

\" 

Setast  man  in  dieser  letzten  Gleichung  a+ßSf — l=:y+jV^ — I, 
Dd  bemerkt^  da»s  nach  47)  und  46)  offenbar 

63)       COSO:=1,     8iQ0=:0 

it,  so  erhält  man 

64)     (sln(«+i5V-^))*+(cos(«+/J\^-l))*=l . 
Auf  ähnliche  Art  ergiebt  sieh  aus  57)  tittd;56) 

6)    8in2(«+/JV^l)=2sin(«^f^V^)cos(a  +  /5V^=^), 

B)  co82(a+/S\rri)  :=^  (cös(ä  +  /J \r^))«-(8in(Ä+j?\'^^=l))« . 


Es  ist  hier  nicht  meine  Absicht,  die  Zahl  dieser  Relationen 
s  erschupfen,  und  man  hat  das  Vorhergehende  nur  als  eine  An- 
ituDg  zu  betrachten,  wie  die  aus  der  Goniometrie  bekannten  Re- 
tionen zwischen  den  goniomntrischen  Fuoctionen  reeller  Bogen 
if  die  goniometrischen  Functionen  imaginärer  Bogen  erweitert 
3rden  können. 


§.6. 

Setzen  wir  jetzt 

67)     Arcsin(a  +  /SV"^^)  =Ä+^V"^=T, 
muss 


d.  i.  nach  48) 

^ —  «lDa^^- — 5 conxy  — 1  =:a+pV  —1  > 

uDd"folgllcb 

r 

68)  — ~— 8100?==«,  — ö —  cosa?=p 

oder 

69)  (cy  +  c-»)«liia?=2ef,    (e»— r^i)coM:=2j5 

sein,  weshalb  es  jetzt  also  darauf  ankommt,  die  GrOssen  i 
y  so  zu  bestimmen,  dass  diesen  beiden  Gleichungen  genügt 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  69),  so  erhält  man: 


i  (c^  +  c-«»+2)sina;«=4a«, 
70)    \ 

L  (c%  +  c-^-2)cos««= 


^' 


also    . 

i  (e*»+c-^+2)sina?*cosj;«=:4«*cosa:*,^ 
71)    < 

'    t  (e^+c-2»— 2)sinar«cosa:«  =  4/jasina:» ; 

und  folglich,  wenn  man  subtrahirt: 

72)    sinjj^oso:*  =:  a^coso:* — jS*sina:* , 

woraus  sich  leicht  die  Gleichung 

73)    sina^— (l+a«+/ja)siDa:*+a*=0, 
folglich 

74)     sina:»= 2 i  \  ( 2^7   """ 

ergiebt. 
Weil 
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(l+oH/S^«  -  4««=  (1— o»)« +2|P(i+o« + 2  |3") 


ist,  80  ist  di«  Grosse 


( 


i+4tp)'_^ 


ofenbar  immer  positiv ,  also  die  Grosse 


V( 


l+«Hi3*V 


)  -a« 


stets  reell. 

Ferner  ist  immer 


+ f(j±^)*  -  ^  > .. 


welches  sich   auf  folgende  Art  beweisen  lässt.  ^  Die  vorstehende 
Bedingung  ist  nämlich  jederzeit  erfüllt,  wenn  die  Bedingung 


l+<^+/3*+y(l+««+/3*)*-4a«- 2, 


d.  i.  wenn  die  Bedingung 


erfüllt  ist.    Diese  Bedingung  ist  aber  offenbar  jederzeit  erfiillt, 
wenn 


«H/J»  ^  1 


ist.     Wenn 


ist,  so  ist 


und  die  Bedingung 


«*  +  i32<l 


1--.  «2^132^0, 


a*+/32+  ^(l.+  a«+i8«)«-4«*^  | 
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ist  erfüllt  9  wenn  die  Bedii^guiitg. 

^(1  +  «•  +  jS«)«--  4a«  =1— a«— jS« 
oder 

(l  +  a*+i3«)«-4«*=  (l-a2«|3a)«, 

d.  i.  wenn  die  Bedingung 

I +«*  +  /J4_2a«+2/3«+2a«i8« 
^  1 +«*+i3*— 2««— 2|3«  +  2a«i3«, 

welche  mit  der  Bedingung 

identisch  ist /erfüllt  ist.    Da  nun  diese  Bedingung  oflenbar  j< 

zeit  erfüllt  ist,  so  ist  auch  in  dem  Falle ,  wenn 

♦ 

ist,  die  Bedingung 

«2  ^  ßi  ^^  (1^««  ^  /5«)«^4«a  =  1 

immer  erfiillt.    Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  völliger  Deutlicli 
dass  immer 

ist,  wie  behauptet  wurde. 

Eben  so  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass  immer 

ist,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  die  Grosse 


Lt^_y^(l±^y_.«« 
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ofenbar  immer  positiv  ist    Die  Bedingung 


*  ■       ■       r  f 


bt  nämlich  jederzeit  erfisllt,  ^eiin  äHd  Bedingung     ^ 

d.  i.  wenn  die  Bedingung 

•     «»+|P  —  ^(l+ttHjS«)«— 4«2  ^  1 
erfallt  Ist.    Diese  Bedingung  ist  jederzeit  erßlllt^  wenn 


««+i3«<l 


ist    Wenn 


ist  9  80  ist 


und  die  Bedingung 


a«+/3«>l 


öH/P-t>0, 


V"  fc  «  »     ■      ■    ■ « ■  ■ 
(l  +  a«  +  |S«)«-.4««=I 


ist  erf&llt,  wenn  die  Bedingung 


«a  +  j52-.l^^(l  +  aa+j3a)«_4«2 


oder 


(„«  4-  |5«_l)a~  (1  +  a«  +  /S«)a  ^4a«; 


d.  i.  wenn  die  Bedingung 

1  +  «4+ ^4  -  2««  -  ,2/J«  +  2«*^ 
^  l  +  «*  +  |S4  —  2aa + 2(3«+ 2o*/J« , 


r48 


welche  mit  der  Bedingung 


identisch  ist,  erfüllt  ist.  Da  nun  diese  Bedingung  offenbar  ii 
erfüllt  ist,  sq  ist  ^ch  io  dem  FaUe>  wenn- 

ist,  die  Bedingung 

erfüllt.    Hieraus  ergiebt  sich  jetzt  mit  völliger  Deutlichkeit, 
immer 

ist,  wie  behauptet  wurde. 
Weil  nun  immer 


sina:*  ^  1 

sein  muss,  so  ereiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 
im  Obigen  im  Allgemeinen  die  untern  Zeichen  zu  nehmen, 
folglich 


75)  ,i„^=i±^-v^(i±^y_ 


«« 


oder 


'«)  ""^-L+4te+y|!S^^ 


also 


77)    siiio?  =  + 


ii±^7Vc^^^W 


zu  setzen  hat,  wo  sich  nun  noch  fragt,  wie  in  dieser  Gleicl 
das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  sich  leicht  auf  folgende  AH 
stimmen  lässt.    Da  nämlich  nach  69) 


\ 
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(e»+e-y)sin:r=2a 

und  e? 4-10-9  i^ets  eine  positive  GruBse  ist,  so  hat  sino;  mit  a 
gleiches  Vorzeichen,  und  man  niuss  also  in  der  Gleichung  77) 
das  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h« 


78)    sino?  ■=  '   ^ ' = ^ — ^ 


\& 


|i±^+V^(i±^y_„,^i 


.■1  «'  »11  'l'l. -•..•■- 


setzen..  .;  •  .: .  -»i       ■ ..:   ■     '  •■     ' 


'  •  I  • 


Mitteist  der  Gleichung  75)  erhält  man  sqgl^ioh 


\  . 


oder 
d.  i.  nach  gehöriger  Entwickelung 

.        <  •  I  ■  «      «  ■ 


"1 


COSa!*  = 


1-«^-^  _  kTn+ccHß^Y 


,2 


'  i 


oder 


80)    008«*= 


2!±|!=i+y"(H:^y^„, 


und  vvir  haben  also  jet^t 


-■  /  : 


/ 
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siD^r  = 


81)     < 

ß 
cosa?  =-£—--; — -- — f.         ^  >---  =n  » 


l!5i^'+y"(«Jip)'-^ 


WO  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  in  der  zweiten  dieser  l 
den  Gleichungen  noch  cUe  folgenden  Bestimmungen  zu  geben  si 

Wenn  der  Bogen 
a;=AFesip 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  müss  mar 
der  zweiten  der  beiden  obige^i  Gleichungen  das  Zeichen  so  n 
men,  dass  4:/3 positiv  wird»  d.h.  man  mussd^s obere  oder  unt 
Zeichen  nehmen,  jfmacbdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

.  # 

\yenn  der  Bogen 


a:=Arcsin' 


ppi  +  y  ^p)'-  ^  * 


.  ( 

-.       •  ... 

sich  iiji  zweiten  \>der  dritten  Quadranten  endigt,  so  muss  man 
der  zweiten  der  beiden  obieen  Gleichungen  £is  Zeichen  so  n 
men,  dass  db^  negativ  wird,  d.  h.  man  muss  das  obere  oder 
tere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist. 


Es  ist  nun 


a    ^     ß 


siDo;      cos^ 
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«  ß 


• 


sm  X       eosx 


.  .  I 


oder  der  KQrze  wegen 


V 


81110;  ■    coso?  "^ 


siDO?        coso: 


Wea  aber  nach  68) 


2       ^  slnar  *  ^       "**  cos  j: 


und  folglich 


€t  ß  et  ''''  B 

suue  ^  pos^  mnx       cosor 

ist,  so  ist 

Vsipo?       cosa;/Vs>n^       coso?/ 

abo  nach  dem  Vorhergehenden 

(ilf+iV)(ilf-iV)=l, 

voraus  sich 

i(itf+Ä)+l(itf-iV)=0, 
folgUch 

i(iir— iV)=-'i(iif+i?) 

eigiebt.    Daher  ist 

and  folglich  nach  dem  Obigen 


1S2 

V.sin;r    '   toaxj 
d.  i. 

y=±i(»+^) 

oder  :'  \ 


Nehmen  wir  dies  mit  dem  Obigen  zusammen ,  so  ergiebt 
die  folgende  Gleichung: 

82)     Arcsin(a+/SV^ 

CK 

=  Are  sin 


j±tf+' +  V  e^T^) -«• ! 


±,j[Äf+>+V"(^M!±iy_^]i 


+  [;i^t|!ri+^^pi)«_^]y: 


in  welcher  man,  wenn 


CK 

Aresin 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigft,  das  obere  < 
untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem  /3  positiv  oder  tieg 
ist,  dagegen,  wenn 

Arcsin 


sich  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  endigt,  das  obere  < 
untere  Zeichen  zu  nehmen  haif^  jeR,aGhdeni  p  negativ  oder  \ 
tiv  ist. 
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§.7. 

Auf  ähnliche  Weise  wie  im  vorbeigehenden  Paragraphen  wol- 
len wir  nun  auch 

83)     Arccos(a + ßV"^^)  =  a: + y  V"^^ 
fj  behaDdeh.    Ans  dieser  dleichung  ergiebt  sich 

cos(ar+yV"^)  =  a+ßV^l^ 
d.  i.  nach  47) 


cosar— 


SID 


arV— l=a+/SV-l, 


und  folglich 


84) 


ev  +  e-y 


e»  — e-y  . 


cosar=  a ,  ^ —  sina;= — ß 


oder 


85)    (ev  +  6-^)  cosar= 2« ,    (e» — c"-»)sina:=:  — 2iJ ; 


WO  es  also  jetzt  wieder  darauf  ankommt,  die  Grössen  x  undy  so  zu 
bestimmen»  das&  diesen  beiden  Gleichungen  genügt  wird. 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  85),  so  erhält  man: 
(e^y  +  e-^  +  2)cosa:*  =  4«« , 


( 


86) 


C  (e^y  +  e-^  +  2)cosx^=4a^, 
t  (cay  +  c-%— 2)sina;2=:4/S2; 


also 


87) 


{ 


(c^+  c-^ + 2)sina:*cosa?2 
(^+ c-%— 2)sina:acosa?« : 


:  4a*sina:* , 
4/J*coÄr*; 


DDd  folglich»  wenn  man  subtrahirt: 


88)    sind?«cosa:*= ««sin^r«  —  ß^oax^ , 


Heil  ^X. 


11 
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woraus  sich  leicht  die  GleicbuDg 

89)    cosa^— (l+aHi3*)cosar2  +  a2=0, 
folglich 


90)    eos.-i±^±  V"(i+|+^J 


—  «2 


ergiebt. 

Hieraus  leitet  mau  auf  gauz  äholiche  Art  wie  im  vorbergel 
den  Paragraphen  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ab: 


cosa?= 


sina:  =4-- 


«_!+|!=l  +  y((^l^y  _  «,j 


? 


bei  denen  die  folgenden   Bedingungen  wegen  der  Vorzeichen 
beachten  sind. 

Wenn  der  Bogen 

a 


X  =  Arccos 


J«i±p  +  y-(^d±+y_«,j 


sich  im  ersten  odißr  zweiten  Quadranten  endist  ^  so  muss  man 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  n« 
men^  dass  J:j3  positiv  wird,  d.h.  man  muss  das  obere  oder  unt 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  j3  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  der  Bogen 


a:= Arccos 


|«M|!±i  ^  y  ^p^y_  „,j 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  nc 
men,  dass  J:j3  negativ  wird,  d.  h.  man  muss  das  obere  oder  i 
tere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ^  negativ  oder 'positiv  ist. 

Ferner  ist  nun  auch 
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coso:      8100: 


"    +  -^ 


cosoT        Sin  o; 


oder  der  Kürze  wegen 

a  ß 


cos  X       ainx 

—  ia-|-JL?  > 

coso:    '    sino: 

=ü/±iV. 

Weil  aber  nach  84) 

ey  +  e-»          a 
2            cos^r ' 

2                sin^c 

und  folglieh 

1 

a             ß 
coso:        siD  a: 

coso:        siDO? 

ist,  so  ist 

r  -      ß\r- 

«     a.     ^    ^-l 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

woraos  sich 

l(ilf+^)+l(AI— iV)5=0, 


\ 
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% 

und  folglich 

l(M— 2V)  =  -i(üf+iV) 
erglebt*    Daher  Ist 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

\(— 4-)=:  +  i(ilf+iV), 

Vcoso?       sina:  / 

d.  i. 

j^=Tl(itf+iV) 
oder 


Nehmen  wir  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebtsich 
die  folgende  Gleichung: 

92)    Arccos(a+jSV^ 
=  Arccos 


j^f_±i  +  y^(«±M!±iy_^ji 


T,{[^w^^(,y|!±iy_„,-] 


i 


+ [fH|!zi + )f(ppiy  _  ««]*  j.v^i. 


in  welcher  man,  wenn 


Arccos 


sich  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  liehmen  muss,  jenachdem'/3  positiv  oder  segativ 
ist,  dagegen,  wenn 


Arccos 


j  tip^  +  ^(f!«±J)'_^j  • 
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j 

sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt»  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  p  negativ  oder  posi- 
tiv ist. 


§.  8. 


Wir  wollen  nun 


93)     Arctang(ß  +  ß  ^^^^i)  =  a: + y  ST—l 
betrachten.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

tang(a:  +ySr^l)=za  +  ß  V==ä , 
d.  i.  nach  51) 

2sin2a: 


in2a:  +  (g%-e-%)V^--i  __  ^4^—1 

2cos2a:  +  6%  +  e-^y         —  «  +  /5  V  — 1 , 


also 


2sin2a7 


94) 

p  _  ^^^ — ^"^^  ' 

^  ""  2cos2a:  +  e^  +  e-%  * 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

a  2sin2a; 


oder 


ß  — •'  e^y-^-e-^y  ' 


oder 


d.i. 


95)    c*v— H^5i2B£«.,_i=:0. 


Lust  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  e^y  als  unbekannte  Grosse 
auf,  so  erhält  man 
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96)   ß«y=:     P«'°^^  ±VaHß^in2a:* 


a 
a 


|5sinar=FV"a*+/SVin2ar« 


oder 


97)  e-^y:^  "' 


(5  sin  2ar  +  Va*+/S^in2a:« 
__      /gsiD2a:  T  V^a^+|8^sln2a?« 

Folglich  ist 

■  -i.  ^ 

98)      < 

mit  der  Bestimmung ,  dass  man>  weil  e^y  +  er-'^  offenbar  immer 
eine  positive  Grösse  ist,  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun- 
gen^ und  also  natürlich  auch  überhaupt  in  allen  vorhergehenden 
Gleichungen ,  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss ,  jenach- 
dem  a  eine  positive  oder  eine  negative  Grosse  ist 

Nach  94)  ist  also  immer  mit  derselben  Bedingung  w^en  der 
Vorzeichen 

usin2x 


acos2ar+ Va«  +  ß^s\n2a;^  ' 
folglich 

sin2a:  -  acos2a?=  ±^aHß^sin2x^, 

oder,   wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,    nach  einigen  leich- 
ten Verwandlungen: 

tang2a?— 2a=(aa  +  |S«)  tangir, 

und  folglich 

2a 
99)    tang2^=^_^a,|32  '  , 

Weil  nun 


I 
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rinar^  =  ,^°g^'    .    cos2:r^=  * 


1  +  teog2a:a'  *^  ""  1  +  tang2ar« 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

cos2a;«  -  ^^^  ^  (i_aa_ß2)a  * 

Nach  dem  Obigen  war  aber 

sin^a:  —  acos2^  ==  ±  Va^ß^sin^x^ 
oder 

r 

! 

cos2:r(tang2^— a)  =  ±  V^«H^^sin2^, 

das   obere  oder  nntere  Zeichen  genommen,  jenachdem  a  positiv 
oder  negativ  ist.    Also  ist 


(2a  \  4/"  4a^i32 

d.  i. 

a(l  +  aH/g«)  _^  4.  V^Z^ÖT^HES!: 

und  folglich 


eos2.=  ±t:^V^ 


_  .  ..2 

101) 


4a2+(l.— a»— /32)2 
oder  nach  99) 

102)    co82a;=±j^^Y4^7li^=^*- 

Weil  nun 

8in2:i?  =  cos2a;  tang2a? 
ist,  so  ist 


iin2a:=:db2y 


a« 


103)      sin2a:  =  ±2Y  ^^jf^ß^^^^ß^^^  • 
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.  *  - 

Da   man   aber  bekanntlich   in  dieser  Gleichung  das   obere  oder  : 
untere  Zeichen  nehmen  muss,   jenachdem  a  positiv  oder  negatt? 
ist,  so  ist  offenbar 

104)      sin2:r=  -7=======  ^ 

und  folglich,  weil 

.         sin2j; 

ist: 

Wir  müssen  also,  damit  die  Gleichung 

sin2a:— acos2a:^=:dbV  a^+jS^sinar^ 

zugleich  mit  den  oben  rücksichtlich  der  Vorzeichen  ausgesproche-  . 
hen  Bedingungen  erfüllt  werde«  den  Bogen  ar  so  bestimmen,  dass 
zugleich 

1  2a  - 
106)     a?  =  5-Arcsin  ->    ^       ,         ,    t=z         •        -  ! 

^  2  V^4a2+  (l^a^IIß^     . 

1  l^c.2_g2 

=  77  Are  COS — r 

2  V4a«  +  (1  -«2— /52)* 

ist,  welches  offenbar  immer  möglich  ist. 
Weil  nun,  dies  vorausgesetzt, 

siD2^  -  «cos2ar  ~  ±Vcc^+ß^8in2a;^ 
ist,  so  ist  nach  98) 


107) 


^  -        2(sin2a? — acos2:p) 

I  a 

„        2^sin2:r 

a 


folglich 


e^y  +  g-^      sin2a: — acos2a: 
c*y^g^~  "       /3sin2a: 
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oder. 


•  1 
t  t 


also«  weil 


^>ä=i=^ 


ist: 


Aas  dieser  Gleichung  erhält  man 


d.  i. 


und  folglich 


*^"~  «2  + (1-/5)2* 


Also  hat  man  jetzt  • 

109)    Arctaiig(«+^V^)=iar+|  1  g;};j}:!;ga  V^l 

WO  o:  so  bestimmt  werden  muss^  das« .  zugleich 

1  .  •  .  2« 

ar=;rArcsm 


=srArccos 


2  V"4a2^(X_«a_ß2)2     , 

ist.    Man  kann  aber  offenbar  auch 

110)     Arctang(a + ßV^) 
=  2  Arctang  j— 5:::^+  j\  „2^^i^ß^^'  V  -  1 


11* 
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setzen,  wenn  man  nur  den  Bogen 

Arotang  j—^c^gi 

so  nimmt,  dass  er  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Qui^ 
dranten  endigt,  jenacbdem  et  positiv  und  1—cfl—ß^  positiv,  «  po* 
sitiv  und  1— a*— jS^  negativ,  a  negativ  und  1— «*— j3*  negativ,  a 
negativ  und  1— a^^ — ß^  positiv  ist. 


Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  wollen  wir  jetzt  auch 

111)     ArccotCa+jSV^)  t=:a:+y V^ 
betrachten.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

cot(ar  +y  V^^l)  =«  +  ß  V=l , 
d.  i.  nach  52) 

2sin2ar  —  (g^y-  e-»y)  V^  _  ^ — =• 

.eay^.g-ay_2cos2a?     -  '"""  +/?V— 1» 

und  folglich 

_^ 2sin2a? 

**""   e^  +  e-«»— 2cosar" * 
112)     ■ 


e*y+c-%  — 2cofe2a?  ' 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

a 2sin2a? 

oder 
oder 


■        f 


»f 
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d.  i. 


'  /- 


113)    e*»  +  ÄHS  e*r_l  =0. 

Dwch  AuAöaupg  dieser  Gleichung  iv\^  Bezug  auf  e^  als  unliekaiiiitd 
Gtdese  erhält  man 

1 14)      «^(4:5:  — ~ 


ß  sin  2ar  db  V"a*+/^sin2ar« 


eder 


.7 


115)6-^=-—: 


/5  sin  2a?  ^V^a^+ß^8\n2x^ 
ßsin^a:  ±  V^cc^+ß^io2x^ 


Alio  ist 


116) 


WO  wieder  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen^  und  also  na- 
I  ifirlich  auch  überhaupt  in  allen  Torhergehenden  Gleichungen,  das 
I  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  a 
J  ebe  positive  oder  eine  negative  Grosse  ist. 

F         Nach  112)  ist  also 

^ c<sin2df 

*^""  ±Va*+/J«sin2a:*-acos2a: ' 

folglich 

sin2a:  +  acosir  =  dt  V  aH/3«sin2a:», 

und^  wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  nach  einigen  leich- 
ten Verwandlungen: 

tang2a;  -f  2as:  (a»-f  /P)  tang2ar , 


also 

117)    taiigar=:-j^3:^5rZßär- 

Gani  auf  dieselbe  Art  wie   im  vorigeo  Paraf^apfaeD  findet  m; 
hieraus 

118)      ■ 

Nun  war  aber 

sin!2a:  +  aco82a:=db  V"«M?^^n25« 
oder 

cos2ar(tang2a?  +  «)  =  ±  Vc^+ß^ioSSä, 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,    j 
nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist 


(2a  \  if  ■     4a*ß2 

d.  i. 

und  folglich 


lld) 


Weil  nun 

Bluix  =  cos2a;tang2u; 
ist,  so  ist 


:in2a:  =  db2y 


a« 


120)      sin2:r  =  J:2Y3^^^^^^^p^,, 


1^ 

also,  da  man  in  dieser' Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeieben 
nehmen  muss,  jenachdem  a  positiv  oder  negativ  |st: 

121)     sin2a:=  -7======== , 

und  folglich,  weil 

.         sin2a; 

\ 
ist: 

1 — «* — jS* 
122)    cos2^= — .r    «    .,      ^   -Ts^' 

Wir  müssen  also,  damit  die  Gleichung 

I 

sinir  +  acos2a:=+ VaHiS^sin2^2  , 

zugleich  mit,  den  oben  rücksichtlich  der  Vorzeichen  ausgesproche- 
nen Bedingungen  erfüllt  w^de ;  den  Bogen  x  so  bestimmen,  dass 
zugleich 


',. 


1  2a 

123)     a?=5^Arcsin  ,/-,  ^      ,,       o    ^^  ^ 

1  1— «a— /5« 

=  ZT  Are  cos ' —    r 

2  V  4««  +  (1  -«2-/52)2 

ist,  welches  offenbar  Immer  möglich  ist. 
Weil  nun,  dies  vorausgesetzt, 

sin2ar  +  ac6s2a: = ±V^aHß^8ln2a:^ 
ist,  so  ist  nach  116) 


124) 


folglich 


c*»  +  e-'^y  siD2a;  +  acos2j; 

g«y_e-*y  |Ssin2a: 


IM 


oder 


'< .  '■ 


also,  weil 


ist: 


c«»+ß-«»      €*y  +  l  l+a«+j8« 


Aas  dieser  Gleichung  erhält  man 


d.  i. 


^"-l+a«+/J*+2iS* 


^^«*+(l-/3)* 


^+0+ß)^' 


und  folglich 


J«5)    y— 4^tta^.(l^.|J)2• 
Al60  bat  man  jetzt 

126)     Arccot(«  +  ^V^^l )  =  or  +  J 1  J^^j^I- V  -1 , 
WO  X  80  bestimmt  werden  muss,  das^  zugleich 


1a-  2« 

ar  =  zrArcsin 


2  y"4«2^.(i_oj2_|32)a 

1  1— ««— j3« 

=7rArccos 


2  V4äH(l-«*-/3»)« 

ist.    Man  kann  aber  offenbar  auch 

127)     Arccot(a  +  ßV^^  ) 

«  >  Arctang ^-  +  ^1  2!+itz»? .  y"— j 

—  g-Arctang     i_«a_|S2+ 4  «  «2+ (i^.|5)«- V -1 

setzen,  wenn  man  nur  den  Bogen 


187 

Arctaog  —  i_^g_^ 

so  nimmt,  dass  er  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Qua- 
dranten endigt,  jenachdem  a  positiv  und  1 — cc^ — ß^  negativ,  a  po- 
sitiv und  1  — a*  —  /5*  positiv,  a  negativ  und  1— a*— jS^  positiv,  a 
negativ  und  1 — a* — ß^  negativ  ist. 


§.  10. 

Die  Entwiekelung  von 

\.    A^csec(a-^^V^— 1)  uiid  Arccosee(a+/3V~i) 
hat  keine  Schwierigkeit,  wenn  man  nur  überlegt,  dass 

1 


Arcs6c((x  +  ß^ — l)=Arccos 


a  +  ß^^i 


^ 1 

Arccosec(a+|5V  — 1)= Aresin  -: — ^^. — - 

«  +  pV  — l 

oder 

Alt  see(a  +  ßW  — 1)  =:Arccos  — ^JaVpä"" » 

Arccosec(a+/3V  —  1)=  Aresin  — ^^V  p"* 

sein  mossa 

Nach  gehöriger  Entwiekelung  findet  man  leicht: 

128)  Arcsec(a+/3V^ 
=  Arccos 


|L^+ff  ^  ^(Hp£y_^,,  l,^^^ 


mit  folgenden  Bestimmungen  wegen  der  Vorzeidien. 


1«8 


Wenn  der  Bc^n 


Awccoti 


ji±^±^  +  ^(tt^'.^j  i.,^^^ 


sich  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  so  moss  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  negaJdv  oder 
positiv  ist 

Wenn  der  Bogen 


a 
Arccos 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  moss  man  das 
tobere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  positiv  oder  ne-  j 
gativ  ist 

Auf  ähnliche  4^^  i^t 

129)    Arccosec(a  +  j5V^)! 

a 


=      Aresin 


ji±^'±^  +  V  (i±^y  _  .|4  v^+^ 


mit  folgenden  Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen. 
Wenn  der  Bogen 


Aresin 


!±|+ff  +  f (!+^y_^  Vvs;^ 


\     » 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten;  endugt,  so  muss  man  das 
obere  >  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenacndeih  ß  negativ  oder 
positiv  i6t 

Wenn  der  Bogen  '  jj  .......  •,;;  jj.  • 
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Arcsio 


a 


j  !±;pi!  +Y(^?^'-  "^  '•V^+-?> 


rieb  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  endigt»  so  muss  man 
das  obere  oder  nntere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder 
negativ  ist 

Mittelst  der  Gleichnngen 

Aresin  V  (a + j5  V  —  1 ) = Arccos(l— a— /3  V^^) , 

Arccosv(a+/3V"^)i=  Arcsind-a— /3  V^) 
würden  sich  endlich  auch  leicht 

Arcsinv(a+/5V — 1)  und  Arccosv(a+/jV^ — 1) 

eirfwidcelii.  lassen ,  indem  man  die  entwickelten  Ausdrficke  auf  der 
Stelle  «rhält.  Wenn  man  in  den  bekannten  Ausdrücken  von 

Arccos(a  +  j5V^— 1)    und    Arcsin(a  +  ßV^—l) 
1— a  für  a  und  —  jj  für  /?  setzt. 


§.  11. 


Es  scheint  nicht  unzweckmässig  zu  sein,  dem  Obigen  die 
folgenden  kurzen  Bemerkungen  über  die  Differentialquotienten  ima- 
ginärer Functionen  hinzuzufügen. 


Erklärung, 


.  i 


Unter  dem  Differentialquotienten  einer    imaginä- 
ren Function 


«■  { 


/(a?)  =  g,(a:)  +  t(;(a;).V'— 1. 


wo  q>{x)  und  f^f(x)  reelle  Functionen  vjon  x  bezeichnen 
sollen,  welchen  man  wie  bei  reellen  Functionen  auch 
durch 


Theil  XX. 


12 
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df(x) 


zu  beseichDen  pflegt,  versteht  man  dieGrusse 

dfja:)  __  8y(a?)      dif)(x)   ^---^ 
8a;  Bx  Sx    '  * 

die  man  also  aus  der  Gleichung 

immer   leicht  durch  Differentiation  der  reellen  Fuoc* 
tionen  ^>(x)  und  if;(a:)  erhalten  kann. 

•  ■  ■ 

lo  der  That  enthält  die  vorstehende  Erklärung  Alles»  wis'^i 
bei  der  Entwickelung  der  Differentialquotienten  imaginärer  Fmictie*  * 
nen  zu  wissen  nöthig  ist;  dieselbe  ist  durch  diese  Erktärang  wi 
mittelbar  auf  die  Entwickelung  der  Differentialquotienten  reeller^' 
Functionen  zurfickgeffihrt,  mit  welcher  man  nur  die  In  dIeset'sM» 
bandlung  entwickelte  Theorie  der  imaginären  6r<$8S6H  sa  y% 
den  hat,  um  in  ^len  Fällen  die  Differentialquotienten  imagiBäril^- 
Fupctionen  mit  Leichtigkeit  und  ohne  allen  Anstoss  entwickeln  ftST^ 
können.  Nur  hat  man  wohl  fest  zu  halten,  dasn  die  ans  im^ 
Gleichung 


f{x)=^^{x)\^(x).^^^\ 


abgeleitete  Gleichung 


;5«.   "-    jj«.    "T     o«.    -T— 1* 


da? 


So? 


So? 


oder  in  anderer  Bezeichnung 

n^)  =  g,'(a:)+if;'(a;),V"^n, 

durchaus  nur  das  Resultat  der  obigen  Erklärung  ist,  und  dass  ia 
vorstehender  Gleichung 

hf(x) 

8a:    ' 

seinem  eigentlichen,  mit  Willkuhrlicbkeit  in  der  obigen  ErkläroM, 
aufgestellten  Begriffe  nach,  durchaus  nicht  mit  den  in  obiger  QX£*\ 
chung  in  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichneten  Grossen 


1 .  ' 


f  .  ' 


171 

— 3 —        und   ■  "-K — 

ex  '         ox 

ecbselt  werden  darf.  AU  die  DifferentialqiEotieDteD  veeiter 
tionen  sind  dem  eigentlichen  und  ursprünglichen 
riffe  des  Differentialqnotient^B  naeh 

•      A  und       —5 — 

\       ox  ox 

vrSnzen,  denen  die  Differenzenquotienten 

^    „„d  ^> 

kJor  ^x 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nllhern,  wenn  Jx  sich  der 
nähert.  Dass  aber  von  eieer  wirklieben  AnnäheruBjr  an 
bestimmte  Gränze  nur  zwischen  reellen  Grossen  die  Kede 
nan»  versteht  sich  wolil  von  selbst,  da  ja  dabei  von  wirklichen 
i'.seD¥ergleieh«ngen,  in  Bezug  auf  das  Grosser^ 
Kleinere,  immer  notbwendig  die  Rede  sein  ihussk  Und 
»n-ieiiier  «eichen  Gruaseavergletehung  In  Bezug  auf  das  GrCi^* 
iiid.  Kleinere ,  nach  meinen  BiBgrinen  wenigstens«  b^  •  oder 
iien  imaginären  Grossen  gar  Icelne  Rede  sein  Isann»  so  itarf 
I  wie  «chon  erinnert,  in  der  aus: 

f(x)=ip(x)+iif(^).\r~i 

^enen  Gleichung 

8x  Sx  dx     ' 

18  '     ■ 

8A£) 

m  Begriffe  nacb,  nie  mit 

SF-     »**«'    ~äF 

)chselt  werden.    In   der  That  ist  auch  -4 —    eigentlich    nur 

r  l^mibolisches,  und  nur  das  Resultat  oder  das  Product  der 
n  kn  sich  willicufarlichen  Etkläruhg  der  Diffe^enttal^udtil^il^ 
naginärer  Functionen. 

>ie  Erklärung  der  Differentialquotienten  reeller  Functionen 
er  Gränzen,  denen  die  entsprecbendim  Dtffcvenzeimttoti^ten 

12* 
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sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern»  wenn  das  Incren 
der  unabhängigen  veränderlichen  Grosse  sieh  der  Nnlt  nShert, 
etwas  ganz  für  sich  Bestehendes  und  bildet  die  eigenthGmli 
Grundlage  dec  gesammten  Differentialrechnnbg. 

t)ie  Erklärung  der  Differentialquotientfn  imaginärer  Fum 
nen,  so  wie  dieselbe  oben  gegeben  worden  ist,  ist  auch  et 
für  sich  Bestehendes  5  entspringt  aber  erst  aus  der  Erklärung 
Differential quotienten  reeller  Functionen,  oder  setzt  dieselbe  vor 

Beide  Erklärungen  dürfen  nicht  mit  einander  verwechselt  i 
den,  und  am  allerwenigsten  dürfen 

-^K—  und  -TT—  9 

ox  ex 

jenachdem  f(a:)  eine  reelle  oder  eine  imaginäre  FonetioB  ist» 
gfelehbedeutende  Dinge  betrachtet  werden. 

Wenfi  nun  der  verehrte  Verfasser  dea  Aufsatses  Nr.L 
diesem  XXsten  Theile  des  Archivs »  Herr  Professor  Dr.  M  atj 
in  Prag,  in  diesem  zunächst  gegen  Gaucby,  ScIiIöniHch  i 
mich  gerichteten  Aufsatze  darauf  besonderes  Gewicht  so  i^ 
'Scheint,  -dass  eine  imaginäre  Function  ia  besondei 
Fällen-  einen  reellen  Differentialquotlenten  bat 
könne,  so  muss  ich  mir  darauf  zu  erwidern  erlauben,  das» 
daran  seit  meinem  ersten  Studium  der  Differentialrechnung  w 
nie  einen  Augenblick  gezweifelt  habe.  Denn  warum  sollte  d< 
in  der  aus  der  Gleichung 

/'(^)  =  9(a:)  +  i/;(a:).V^n[ 
gezogenen  Gleichung 

g/(^)  _  S(p(x)       S^(x)  y^y 
dx  dx  dx 

nicht    in    gewissen  besonderen  Fällen   der  Differentialq 

v'üß(x^ 
tient  — K —    der  reellen  Function  '^(o?)  verschwtodeii  k5nDen.t>il 

aber  in  der  Kürze  den  Grundfehler  und  den  Grundirrthum  aufzudeck 
welcher,  nach  meiner  unmaassgeblichen  Ansicht  wenigstens,  < 

fanzen  Auffassungs-  und  Anschauungsweise  des  verehrten  He 
'erfassers  des  oben  erwähnten  Aufsatzes  beiwohnt,   erlaube ; 
mir  Folgendes  zu  bemerken: 

Eine  imaginäre  Function  kann  in  besonderen  Fälleo  allerdh 
einen  reellen Differentialquotienten  hab^n*),  aber  durchaus  n 


*)    Woran  ao»  wenig«teB  ich  felb«t  jemal«  geiweilelt  iMbe.. 
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i  dem  Sinne»  in  welchem  (cler  obigen  Erklärühg  zuV 
ilge)  ifin^e  imaginäre  Function  überhaupt  olosi 
inen  Differentiulquötienten  haben  kann;  nie  und  nidi- 
iccmeiir  -  aber  in  dem  SiDoe  eines  wirklieben,  und  eigentliched 
Werentialquotienten  einer  reelleo  Function,  als  der  Gränze  näm- 
«ji^  Weicber  der  betreffende  Differentialquotient  sieb  bis  zn  jedem 
eliebigen  Grade  näbert,  wenn  die  Veränderung  der  unabhängig 
'ßü  verändertichen  Grösse  sieb  der  Nidl  näbert. 

Oder,  ganz  kurz  gesagt: 

-77—       und     -^— 

)ind,  jenachdem /(o:)  eine  reelle  oder  imaginäre  Func- 
tion ist,  an  sich  ganz  verschiedene  Dinge»  die  nie 
Bit  einan  der  verwechselt  werden  dürfen. 

•      _  

Dass  Herr  Professor  Dr.  Matzka  Beides»  wie  es  mir  wenig- 
inis  scheint,  mit  einander  verwechselt,  und  Beides  gleicbbe- 
lentend  nimmt:  dariii  liegt  der  Grundfehler  seiner  ganzen,  Auf- 
issongs-  und  Anschauungsweise.  JSoch  einmal:  Eine  imagi- 
ire  Function  kann  sehr  wohl  einen  reellen  Differentiaiquotienten 
■ben»  aber  nur  in  dem  jSione,  in  welchem  eine  ima&^i-. 
tre  Function  überhaupt  nur  einen  (sogenannten)  Difie* 
eotiaiqnotienten  haben  kann,  keineswegs  in  dem  Sinne 
ioes  (wirklichen  oder  eigentlichen)  Differentialquotienten  einer 
^llen  Function. 

Hiermit  ist  aber  für  mich  wenigstens  vollständig  aufgeklärt« 
'ie  Herr  Professor  Dr.  Matzka  in  dem  erwähnten  Aufsatze  zu 
en  von  ihm  gemachten  sogenannten  Einwürfen  gekommen  ist. 
Ver  in  die  oben  mehrfach  nervorgehobenen  Verwechslungen  ver- 
Ult,  wird  sich  allemal  nothwendig  in  ähnlicher  Weise  ausspre- 
ben  müssen.  Widerlegt  hat  daher  auch  Herr  Professor  Dr. 
[atzkavon  allen  dem,  was  ich  in  der  von  ihm  angeführten  Stelle 
teines  „Leitfadens  für  den  ersten  Unterricht  in  der 
oberen  Analysis.  Leipzig.  1838.'^  und  anderwärts  gesagt 
ftbe,  ffar  Nichts,  vielmehr  dürften  alle  Bemerkungen  aus  einer 
srfehlten  Grnndansicht  hervorgegangen  sein»  wie  ich  schon  in 
BT  seinem  Aufsatze  am  Ende  beigefügten  Bemerkung  anzudeuten 
ir  erlaubt  habe.  Und  deshalb  wird  denn  auch  des  trefBichen 
aacby  vortreffliche  Schreibart: 


/ 


a:      2 


«ofern  man  das  Differential  —  in  dem  eigentlichen  und  Ursprung- 
;hen  Sinne  des  wirklichen  Differentials,  oder  vielmehr  denDiffe- 
»tial<iuotienten  ~  in  dem  eigentlichen  und  ursprünglichen  Sinne 
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Abb  wirkiicben  DifereotialqaotiefiteD«  als  dner  Granze^welcher  sich  dm 
Diferenxenqaotieet  bis  zu  jedem  beliebigeD  Crrade  nähert»  wem 
zto  sich  der  Nnil  nähert*),  was  nor  bei  reelleo  FanctioneB  miß- 
lich ist,  nicht  in  dem  abgeleiteten  mehr  bloss  symbolischen  Sinne 
des  Diiferentialqaotienten  ein^  imaginären  Function,  der  mit  je* 
nem  an  sich  gar  nichts  zn  than  bat,  anfEasst,  auch  fortan 
ffanz  unangetastet  stehen  bleiben.  Weshalb  ich,  obgleieh 
ich  Herrn  Professor  Dr.  Matzka's  Ansichten  in  keiner  Weise  thd- 
len  konnte,  seinen  Aufsatz  doch  habe  abdrucken  lassen,  findet 
sich  schon  in  meiner  Schlussbemerknng  zn  diesem  Aufisatze  an- 
gedeutet ;  hauptsächlich  aber  geschah  es  auf  seinen  mehrmals  ie 
sehr  dringender  Weise  gegen  mich  wiederholten  Wunsch.  Auch 
muss  ja  das  Archiv  zur  Austauschong  entgegengesetzter  Ansich- 
ten Gelegenheit  darbieten.  Nur  darf  ich  als  Herausgeber  im  In- 
teresse meiner  Leser  mir  nicht  erlauben,  dergleichen  ControTcr- 
sen  zu  weit  auszudehnen.  Daher  betrachte  ich  die  Verhani- 
Inngen  über  diesen  Gegenstand  jetzt  auch  vorläufig 
geschlossen,  indem  ich  glaube,  dass  dieselben  vollständig 
nioreicben^  damit  jeder  Leser  sich  selbst  ein  Urtheil  zu  bilden  fai 
Stande  ist;  nnd  weiter  ist  zunächst  nichts  erforderlich. 


^)  Und  4iis8  nar  dieser  Sinn  an  der  angefahrten  Stelle  meinel 
„  L  e  i  t  f  a  d  e  n  8 ''  von  mir  festgehalten  worden  ist,  hatte  Herr  Professor  Dr« 
Mat^ka  schon  aus  dem  Orte  selbst,  wo  meine  Benerknngen  sidi  iai 
Systeme  befiadeA,   entnehmen  können. 


.  I 
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i     .'. 


ITelier  ^e  Fosspiuiktciirveii  <|er  He< 

ffelscbiiitte. 

Vqd  dem 

Herrn  Doctor  Schütte, 

Lehrer  an  dem  Pädagogium  lu  Puftliaa. 


Ist  eine  Curve  in  der  Ebene  gegeben ,  ausgedrfickt  durch  eine 
rleichang  'zwischen  ihren  rechtwinkliffen  Coordinaten ,  nnd  ausser 
ir  ein  Punkte  dessen  Coordinaten  seien  a  und  ß;  zieht  man  fer- 
er  an  die  Curve  alle  nur  müglichen  Tangenten  und  fallt  von  dem 
»ten  Punkte  auf  jede  derselben  Perpendikel,  so  liegen  die 
'urchschnittspunkte  der  einzelnen  Tangenten  und  der  respectiveh 
erpendikel  auf  einer  neuen  Curve,  welche  die  Fu.sspunktencurve 
eoannt  wird,  und  in  Bezug  auf  welche  der.  feste  Punkt  der  Pol, 
eisst«  Die  Coordinaten  des  Fusspunktes  des  Perpendikels  seien 
andi;;  hat  man  diese  als  Functionen  der  Variablen  a:  und  ^  und 
irer  respectiven  Ableitungen  dargestellt,  so  dass  sie  unter  der 
orm 

scheinen,  so  kann  man-  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der 
leicbung  der  gegebenen  Curve  x  und  y  elimtniren,  so  dass  man 
ne  Gleichung  zwischen  ^  und  97  gewinnt,  die  gesuchte  Gleichung 
^  Fasspanktcurve.  Es  sind  also  zunächst  g  und  rj  als  Funetio- 
»n  Tcna  und  y  und  deren  Ableitungen  darzuiKtellen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bekanntlich 
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die  GieicbDDg  des  Tom  Pol  auf  die  Tangente  gefaltten  Perpendi« 
kels  sei 

in  welcher  die  Coefficienten  m  und  ^  zu  bestimmen  sind.   Da  die 
Linie  durch  den  Pol  geht  5  so  mnss  die  Gleichung  stattfinden 

woraus  durch  Subtraction  sich  ergiebt: 

1^— /J=iir<5-c). 

Der  GoefBcient  mwird  seiniii=:l:— ^^^   weil  diese  Linie  avf  der    1 


Tangente  senkrecht  steht»  so  dass  die  Gleichung  des 
kels  gefunden  wird: 

Die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Goordinaten  |  und  i} 
kann  man  schreiben: 

(£-^)^-(^-»)=o, 

(!-«)  + (ij-ft^=0. 

Multipiicirt  man  die  erste  mit  ^  und  addirt,  so  erbilt  man: 

(,-«*+ tt-.)(g)'+i-.=o. 

woraus  sich  ergiebt: 


'<ty 


Multipiicirt   man  dagegen  die  zweite  mit  ^   und  snbtrahirt,  m^ 
erhält  man: 


177 


v-y  +  (v-ß)(ty+(—)t='<^' 


woraus  folgt 

Nachdem  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  auf  diese  Weise  ab 
Fanctionen  der  Veränderlichen  x  und  y,  und  ihrer  Ableitungen 
dargestellt  sind,  kupnen  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der 
Cnrvengleichuni 


»g 


fix,  y)=:0 

die  Veränderlichen  x  und  y  eliminirt  werden »  so  dass  man  die 
Fnsspnnktcurve  erhält,  ausgedrückt  dui^ch  eine  Gleichung  von 
der  Form 

F(S,  ij)=0. 

Es  ist  nicht  immer  nuthig,  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  zu 
berechnen«  sondern  es  genügt,  die  Veränderlichen  x  und  y  zwi- 
schen den  Gleichungen  der  Tangente ,  des  Perpendikels ,  und  der 
gegebenen  Curve  zu  eliminiren,  da  aus  den  beiden  ersteren  die 
Werthe  för  §  und  17  abgeleitet  waren. 

Die  allgemeine  Gleiphung  der  Curven  zweiten  Grades  ist 

ax^  +  öy^+2cx=0, 

wenn  die  Abscissenaxe  mit  der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  zu- 
sammenfallt, und  die  Oordinatenaxe  durch  den  Scheitel  geht. 
Aus  jener  Gleichung  .folgt 

^c+Vc^^-aby^ 

a?= '  • 

a 

Um  die  Veränderlichen   zu  elirainiren,  setze  man  sie  als  Functio- 
nen einer  dritten  Variablen ,  wodurch  elegantere  Formeln  erhalten^ 
werden.    Man  setze 

alsdann  wird 

—  c  +  c.  cos© 
x=- , 
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woraus  man  durch  DifferentiireD^rli&lt : 


c 


da:= 8Ui(p(l<p,  dy=^    ,j-,cosydy 

^  '       y  ab 

und 

dy  4/  ^  cosg) 

dx'^       yl  b  sing) 

Substituirt  man  diese  JVerthe  in  die  Gleichungen  des  PerpendÜcels 
und  der  Tangente  ^^  so  gehen  diese  über  in : 

oder,  wenn  man  die  erstere  mit  V^bsintp,  die  zweite  mit V~a6 sing) 
multiplicirt: 

3)  -  Vo  (ii-/J)cosg>  +  VbiS — a)sin9=0, 

4)  riSTab  sintp  +  (  ag  +  c)cosg>  —  c= 0 . 

Multiplicirt    man   die  Gleichung  i)  mit   |— a»    die   Gleichung  3) 
aber   mit   tiSTa  und  subtrabirt,  so  erhält  man: 

5)    (§ — a)  (a£+c)cosgj  --c(S— a)  +  Vii^Cty— j3)cosg)==0; 


und  multiplicirt   man  die    erstere   mit    a|-f-c,    die   zw^te    fluit 
V^a(i]—ß)  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

6)     afiVT(n—ß)siD(p-'cV^(fi—ß)  +  VT(g— c)(a|+c)sing)=:0. 
Aus  der  Gleichung  5)  wird  gefunden: 


aus  der  Gleichung  6): 


sin9=: 


oVTi?(ir-«+ V6"(£-«)(a|+c)  • 


.• 
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Sabstitairt  man  diese  beideo  Wertbe  in  die  Gleichung : 

sitt9*+cosg)*  =  l, 
60  erhält  man 

oder 


Die  Gleichtmg  für  die  Fusspunktcnrven  der  Kegeteehnitte  ist  also 
im  Allgemeinen  vom  vierten  Grade;  in  dem  Falle  jedoch,  dass 
der  Pol  im  Brennpunkte  liegt,  wird  sie  vom  zweiten  und  ersten 
Grade»  was  an  den  einzelnen  Kegelschnitten  gezeigt  werden  soll. 


I.  Die  Parabel. 
Die  Gleichung  der  Parabel  aus  dem  Scheitel  ist 

Setzt  man  in  derselben  a:=:2pco8(p^,  so  wird^=2/?cos9,  so  dass 
man  durch   Differentiiren  erhält: 

dx=z — 4peos9)sin9£^g), 

dy=z'^2psinq)dq>, 

dg_ 


da:      2cosg:>' 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichungen  des  Perpendikels  und 
der  Tangente^  so  gehen^  dieselben  über  in: 

2)      217COS9— 2/IC0S9®  — 5=0. 
Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man 

_    1  v~ß 
cosg)=— 2.|::r^, 

und  Tvenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  2)  setzt,    so  geht 
dieselbe  über  in:  \ 


18Q 

-2i?(«?-<?)     >(«?~ß)'     >_n 
2a-a)  ~"  2(|-«)a     *" "" 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2(£— cc)',    so  erbSIt  mmi  die 
GleicDung  der  Fusspunktcurve : 

Mv-ß)  (!-«)  +/'('?-ß)"  +  2|(|-«)a  =0.. 

Um  die  Gestalt  dieser  Curven  dritten  Grades  genauer  zii  unter- 
suchen, verlege  man  die  Coordinatenaxen  den  alten  parallel  in  den 
Pol  selbst 9  so  dass  zu  setzen  ist: 

worauf  die  Gleichung  übergeht  in: 

Diese  Curve  kann  nicht  symmetrisc;h  auf  beiden  Seiten  der  Ordl- 
natenaxe  liegen,  da  x  in  der  höchsten  Potenz  einen  ungeraden 
Exponenten  l|ät.  Es  sei  zu  untersuchen,  wann  die  Ordinate  ima- 
ginär werde.    Lust  man  die  Klammern  auf»  so  wird« 

woraus  man  erhält: 

'-ßx±  V— 2a?g(a?+a)(pf2a?H/3g^ 
^ "~  p+2x 

Es  behält  also  die  Ordinate  nur  dann  einen  reellen  Werth,  wenn 

/52>2(aj+a)(;>+2a:). 

Es  sei  zu  untersuchen ,  ob  die  Fusspunktcurven  der  Parabel 
Asymptoten  haben.  Die  Asymptote  kann  man  betrachten  als  eine 
Tangente 9  deren  Berührungspunkt  im  Unendlichen  liegt,  während 
sie  selbst  im  Endlichen  bleibt.  Setzt  man  in  der  Gleichung^  det 
Tangente  eine  der  Coordinaten  gleich  unendlich,  und  subsntuirt 
den  zugehörigen  Werth  der  andern  Coordinate,  &o  wird  diese 
Gleichung,  wenn  sie  endlich  bleibt,  die  Asymptote  ausdrucken. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  der  Fusspunktcurve,  so  wird: 
{^y-{■2ßx^r2py)  jJ  +  2^«+2/?3^+4a;(a:+a)+2^»=0, 


woraus 


dy  _     y^^ßy-k^ZxH^ax 
dx  2xy  -\-ßx-l-py 
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Dies  in  die  Gleichang  der  Tangente  gesetzt  giebt: 

oder 

Dividirt  man  durch  y^,  so  wird 

Es  war  gefunden: 


""  p  +  tLr 


Damit  dies  aneodlich  werde,  ist  zu  setzen: 

«+2ar=p, 

i 

I 

SO  dass  die  beiden  zusammengehörigen  Wertbe  von  x  und  y  sind: 

Dies  In  diie  Taneentengleichnng  substituirt,  giebt»  da  die  ^  im 
Nenner  enthaltenden  Glieder  gleich  0  werden : 

als  Gleichung  der  Asymptote.  Die  Fusspunktcurven  der  Parabel 
haben  daher  immer  eine  Asymptote,  welche,  wie  aus  der  Glei- 
chting  hervorgeht,  der  Ordmatenaxe  parallel  und  um  den  halben 
Parameter  vom  Pol  entfernt  ist  - 

Es  sollen  Jetzt  einzelne  Curven  betrachtet  werden,  welche 
man  dadurch  erhält,  dass  man  den  Coordinaten  des  Pols  bestimmte 
Wertfae  beilegt. 

Setzt  man   in  der  ursprünglichen  Gleichung  der  Fusspunkt- 

carve  |3=0,  <<=»'»  ^o  ^^\  ^'^^  Pol  mit  dem  Brennpunkte  der 
Parabel  zusammen  und  die  Gleichung  geht  über  in 

VÖ-f )  +  P»»»  +  2l(t  -  |)»=0 
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oder  ,      :      ' 

welcher  Gleichung;  genügt  wird  durch  £=0.    In  diesem  Falle  ist' 
also  die  Fusspunktcurve   eine  gerade  Linie  und  zwar  die  Ordina- 
tenaxe  selbst.      Die  Asymptote   sollte  der  Ordioatenaxe  parallel 
'und  um  den  halben  Parameter  vom  Pol  entfernt  scjn,    fönt  also 
hier  ebenfalls  mit  der  Ordinatenaxe  zusammen. 

Setzt  man  a=0,  j3=0,  so  liegt  der  Pol  im  Scheitel  der  Pa- 
rabel und  man  erhält  die  Gleichung 

Die  Asymptote y  gegeben  durch  die  Gleichung 

p 

I 

ist  in  diesem  Fall  die  Directrix  der  Parabel.  Es  werde  unter- 
sucht, ob  diese  Curve  einen  Doppelpunkt  oder  Rfickkehrpunkt 
habe.  Schneidet  eine  Curve  sich  selbst,  so  dass  ein  Doppelpunkt 
entsteht 9  80  muss  es  in  diesem  Punkte  zwei.  Tangjent^;  gebePi 
und  da  die  trigonometrische  Tangente  des  von  der  Abscissenaxe 
und  der   geometrischen  Tangente   gebildeten  Winkels  durch  den 

Differentialquotienten  ^-     ausgedruckt  wird,  so  muss  dieser  zwei 

verschiedene  Werthe  haben.  Es  muss  daher  eine  quadratische 
Gleichung  gefunden  werden,  aus  welcher  sich  jene  beiifen  Werthe 
bestimmen  lassen.  W^enn  die  Curve  gegeben  ist  durch  die 
Gleichung 

/(^,  y)=0, 

» 

deren  partielle  Differentialquotienten  J-  und  J-  JSr  zw4»i   znsaa* 

mengehorige  W^erthe  von  a:  und  y  verschwinden,     so  iihnnit  der 

dy      .      df      df  Q 

Differentialqaotient  ^  oder  g—  :  ^  die  unbestimmte  Form  |v  an, 

80  dass  es  keinen  bestimmten  Werth  der  Tangente  mä  geben 
scheint     Das  vollständige  Differential  wird: 

ex       dy   dx'~' 

Durch  abermaliges  Differentiiren  erhält  man  eine  quadratische  Glei- 
chung, aus  der  .man  zwei  Werthe  von  -^  findet  Es  wird  nerolich: 
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Bai 
oder  da 


il 

B 


^-0 


vohinsgesetzt  war: 


Wenn  aus  dieser  Gleichung  sich  zwei  reelle  Werthe  ^^  ^  erge* 

ben,  so  schneidet  die  Curve  sich  selbst  in  dem  durch  jeoe  zu* 
sammengehurigen  Coordinatenwertbe  angedeuteten  Punkte.  Erge^ 
ben  sich  zwei  gleiche  reelle  Werthe,  so  fallen  die  beiden  Tan- 
genten zusammen  und  die  Cucve  hat  einen  Ruckkehrpunkt  oder 
berührt  sich  selbst. 

Es  war  die  Gleichung  gefunden 
t   woraus  durch  Differentiireo  gefunden  wird: 

^=4yx+2py. 

Diese  partiellen  Differentialauotienten  verschwinden  für  die  zusam- 
mengehurigen  Werthe  ar=0,  ^r=0.  Die  abermalige  Differentia- 
tion giebt: 

welche  partiellen  Differentialquotienten  fSr  jene  Coordinatenwertbe 
übergehen  in: 

555=®'    siä^=0»  ^=5^- 
Die  Gleichung 
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wird  also  verwandelt  in: 

.p(g)'=., 

worans  sieb  die  beiden  gleichen  Wertbe  ergeben: 

J^  —  3;  V. 

.  ax 

Die  Curve  hat  also  entweder  einen  Ruckkehrpunkt,  oder  sie  be« 
rührt  sich  selbst. 

Es  ist  der  Krümmungshalbmesser  za  betrachten,  der  bekannt- 
lich ist  • 

Wenn  die  Curve  sich  selbst  berShrt,  so  muss  q  für  diesen 
Punkt  einen  endlichen  Werth  behalten  und  darf  auch  nicht  gleich 
Null  werden.  Denn  wenn  der  Krümmungshalbmesser  unendlich 
gross  wird «  so  ist  die  Curve  in  jenem  Punkte  eine  gerade  Linie, 
d.  h.  sie  hat  einen  Inflectionspunkt ;  wird  er  dagegen  gleich  JNull^ 
so  ist  gar  keine  Krümmung  vorhanden ,  d.  h.  die  Curve  hat  einen 
Inflectionspunkt. 

Die  Gleichung 


=0 


wird  erfüllt 9  wenn -j^  unendlich  wird,   während  ^^   einen  end- 
lichen Werth  bewahrt.    Durch  Differentiation  der  Gleichung 


erhält  man 


1)  3fC^+p)^+^«  +  3^»=0 


und  durch  abermalige  Differentiation: 


• » •  t 


2)     y(2^+p)B+(2^+''^(^y+^^+«*=0- 


185; 

Aas  der  Gleichang  1)  wird  gefandep;  . 

dx  y(2a?+p)' 

welches  Differential  für  jene  Coordinatenwerthe  a:=0,  y=0  die 
unbestironite  Form  ^   annimmt.  Aus  der  quadratischen  Gleichang 

«rar  bereits  (ur  dasselbe  der  bestimmte  Werth  ^=0  gefunden« 

and  wenn  man  diesen  in'  die  Gleichang  2)    substituirt»    so  geht 
1^1  dieselbe  über  in 

J  3)  ^         2^(20:+;.) §  +  6^=0. 

Lust  man  die  Gleichang  der  Gurve 

2^«a:  +  2a;3+jöy2=0 
nach  y  aaf «  so  wird 
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aod  dies  in  die  Gleichung  3)  substituirt  liefert : 

woraus  folgt: 

'  d^ff  ö 

Setzt  man  jetzt  or^O«  so  wird  ^^  unendlich,  daher  der  Kriim- 
mnngshalbmesser  gleich  Null. 

Der  Pol  ist  daher  selbst  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve,    und 

'    ^^  '^  ^'^  trigonometrische  Tabgente  des  von  der  Abscissenaxe 

und  der  geometrischen  Tangente  gebildeten  Winkels  ist,  so  folgt, 
dass  dieser  Winkel  gleich  Null  und  die  Abscissenaxe  selbst  die 
geometrische  Tangente  ist. 

Es  soll  nun  untersucht  werden ,  unter  welchen  Bedingungen 
überhaupt  die  Fusspunktcurvpn  der  Parabel  einen  Doppelpunkt 
oder  Rückkehrpunkt  haben.  Es  sind  daher  die  partiellen  Difie- 
rentlalqaotienten  zu  bilden.    Die  allgemeine  Gleichung  war: 

TheU  XX.  13 
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Durch  Differeotiiren  erhäH  nao  aus  derfiielbeD : 
IJ = 2y(y-/S) + 4r(a:-«) + 2(a?-«)«". 

welche    partiellen  Differentialqnotienten  für  aeszu  und  gf^ß  ^afr 
schn-ioden.    Dnrch  abermaliges  Differentiiren  gewinnt  man: 

SV 
welche  für  jene  Werthe  übei^hen  In : 


3V_ 


So;* 


^4cf, 


3Vl_o«      ^ 


dordy 


=2/5.      -^.=2P5 


SO  dass  die  Gleichung 


dx^^^BxBy  dx"*^  a^a  \dxj  "~" 


die  Form  annimmt: 


^-^'ßtM^y^"- 


woraus  gefunden  wird: 


:  ri: 


dx  p 

Ob  eine  oder  zwei  oder  gar  keine  reelle  Tangente  voAagdqi 

ist,    d^s  hängt  offenbar  von  der  Wurzel  V/P— 2|>a..ab.  Istdii- 
selbe  grösser  als  Null ,  so  giebt  es  zwei  reelle  verscbledene  Wer* 

tbe  von  ^  und  somit  zwei  verschiedene  Tangenten «   d.  b.  der 

Pol  ist  ein  Doppelpmikt;  ist  dagegen  ß*-^''ipaz:zO,  so  erhält  m» 
nur  eine  reelle  Tangenle  und  der  Pol  ist  ein  RucUcehrpitiikt  bt' 
endlich  ß^-^^poc  negativ, .  so  wird  die  Wurzel  imsgiiifir*  m4  W 
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:hneideD  sieb  im  Pol  zwei  imaginäre  Tangenten,  und  derselbe 
t  ein  isolirter  Punkt.  Liest  nun  der  Pol  auf  der  Parabel ,  so 
t  alle  Mal  ß^—^pa^zO,  und  der  Pol  ist  ein  Räckkebrpunkt ;  dage- 
5D  wird  /3* — 2/?a  positiv,  wenn  der  Pol  ausserhalb,  negativ  wenn 
*  innerhalb  ^et  Parabel  liegt,  wad  e^ich  folgendermassen  bew^i- 
m  läisiÄt. 

Es  liege  der  Pol  ausserhalb  der  Parabel ;  dann  sind  nur  diejenigen 
alle  zu  betrachten,  wo  er  auf  der  positiven  Seite  der  Abseis- 
3naxe  liegt,  da  für  ein  negatives  a  ^e  Grosse  ß^—2pa  alle  Mal 
ositiv  wird.  Man  ziehe  die  Ordinate  ß,  welche  die  Parabel  in 
gend  einem  Punkte  schneiden  wird.  Die  Ordinate  dieses  Punk- 
ts sei  m  und  es  sei  ferner  ß  =  m+y,  <Ei  wird  did  Gleichung 
itsteben  w*— 2/?a=0.  Substituirt  man  den  für  j3,' gefundenen 
i^erth,  so  wird 

/J2— 2/?a = m*  +  2my+y*— 2/?a = 2my+y^ , 

elcher  Ausdrutik  ibimer  positiv  iat^  da  y  und  m  beide  postiiv 
ind. 

Es  liege  der  Pol  innerhalb  der  Parabel.  Man  ziehe  wieder 
Se  Ordinate  ß  und  verlängere  sie  über  den  Pol  hinaus  bis  zum 
)ardischnitt  mit  der  Parabel.  Alsdal|h  wird  ß=m—y  zu  setzen 
iein,  daher  der  Ausdruck 

/S®  — 2pa = nfl-^y^—^my — 2pa , 

md  da  aucb  hier  7iii^'-*2pcc;^0  ist,  so  wird: 

/3«-2pa=y*— 2my. 

Is  ist  aber  y  ein  THieil  von  m,  dahör  ^my>y*,  also  wirdp — 2pa 
ine  negative  Grösse,  der  Pdl.  ist  d^er  ein  Doppel -Rückkenr- 
der  isolirter  Punkt  för  die  Curve,  jenachdem  er  ausserhalb,  auf 
der  innerhalb  der  Parabel  liegt. 

Es  «ollen  nun  einige  dfeser  Curven:  qüadrirt  werden.  Fflr  den 
^t  dass  der  Pol  im  Scheitel  der  Parabel  liegt,  ist  die  Gleichung 
er  Fnsspünktcurve :  ' 

2y^x+py^+2a:^=0, 
Urans  man  erbSIt:: 

V'~^^2x^ 

ki  dßeiOrdinfrte  nbr.  datin  einen  reellen  W«ftlr  h»f,  wenn  die 
hsiAsue  negativ  ist,  so  kann  man  — a:  statt  .r  schreiben,;  worauf 
ao  erhält: 

13* 
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i/"  ^' 


Bezeichnet  F  die  Fläche,  welche  voader  AbacUsenaxe,  derCurve 
und  den  Ördinaten  j^i ,  y^  eing 
^2  die  zu  jenen  Ördinaten  gel 


und  den  Ördinaten  yt,  y^  eingeschlossen  wird,  so  ist,  i^eoo  Xti 
lie  zu  jenen  Ördinaten  sehurisen  Abscissen  sind: 


F 

In  diesen  F&lle  wird  daher 


=  /      ydx. 


"-/■■  vä  -• 


Den  zu  integrirenden  Ausdruck  kann  man  schreiben-: 


( 


% 


l  Vl'-^ 


dXy 


60  dass  man  durch  Integration  erhält: 


j-^^=_%p+£Lyr£^^_^^,  ^  %£+3^l^^_^^, 


4  T 

Um  die  zwischen  der  Abscissenaxe  derCnrve.  und  der  Asymptottj 

liegende  Fläche  zu  berechnen,  setze  man  Xiztzd,  üc^^^^yiox 
man  gewinnt: 

3 
Frsg^P^larcsint— 1)— arcsin(+l)^  ..■  ^   t\ 

—  32    ' 

woraus  sich  die  zwischen  der  Curve  und  der  Asymptote  li^^emfo' 
Fläche  ergiebt: 


t     '  <  • 
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I 

/ 

Fttrirs-^;  ^=Q  ^ebt  'die   Gleichung   der    Fu^spunktcunre 
über  in: 

«roraus  man  gewinnt  v 


^-2x(x+^^ 


Da  auch  hier  die  Ordinate  nur  dann  einen  reellen  Wertb  bewahrt^ 
wenn  die  Abscisse  negativ  ist^  so  schreibe  man  — x  statt  -{-x, 
80  dass  man  erbäl^: 

woraus  folgt: 

y  px  —  x^ 

Dies  Integral  I&ist  sich  zerlegen /so  dass  man  erhält: 

/,    _  p   p    xdx     ^  p  x^dx 

Es  ist  aber 

JX  "~*  —  '   " 

y^^^^Ar  =  -- y-^53^^+ f  arcsi^ 


X  — 


/V^'^=  -  •^^.-i='+¥-.K^^) : 
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so  dass  man  nach  Substitution  dieser  Ansdrficke  erhält: 


+ äl  /'**'^"«°  (V^) 


4 


i  ■       ¥ 

ivi4  wenn  man  sswischen  d^n  Grenzen  o?]^  nod  ;c^  integart: 

■  ■  •  •  ■  • 


■  \ 


^f 


•Kb 


-.£ 


+  32P«(^aresin  — arcsio  —^'J: 

4  4 


Da  der  Pol  ausserhalb  der  Parabel  liegt,  samuss  er,   wie  obea 
bewiesen   wurde,    ein  Doppelpunkt  der  Cirre   sein.      Der  halbe! 
^  Flächeninhalt  des    geschlossenen  Theils  der  Curve  wird    mithia 

gewonnen,   wenn  man.  iu  obiger  JB'ocmel  setet:  <4?tr^ii  <^a==^&>*t{ 
dass  man  erhält: 


7  ft 

F=^  fü^  arcsinC  -r  1>  *T^aTCsin( + 1) ) + g  p* 

mithin  der  gesannoiite  Flächeninhalt: 


:    I 


2F=?(i^+9)- 
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> 


Die    Ellipse. 

Die  Gleichung   der^  Ellipse   aus   dem  Scheitel   der    grossen 
Axe  ist: 

b^x^ + aV— 2o6% =0, 
fforaus  man  erhält: 

ab  +  ö  V  6^  ~  > 
»= 6 ^- 

Setzt  man  y=6sin9,  so  wird  d?=a>facoS9,  und  wenn  man  diflfe- 
rentiirt: 

dx^-^aaiütpdq),    djf:^bcos(pd<p,    ^—^asiug)' 

Die  Gieichniig  der  Tangente  geht  nach  gehöriger   Sahstitution 
fiber  in:  *     '. 

\  ß— a— acosy)  ^^^  +  (i?— fisiny)  =0 , 

die  des  Perpendikels  in: 

(■ 

oder  wenn  man  beide  mit  asing>  multiplicirt : 

* 

1)  — b(7i—ß)cos(p  +  a(S — a)cosg)  =0, 

2)  oiysin9+6(|— tt)cos9*— «6^:0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  2)  mit   ^  —  ct,     die  Gleichung   1) 
mit  17  und  subtrahirt»  so  wird 

— b7i(ri — |5)cos9 '—  6(S— a)  (|— a}cos(p + a6(g— a) = 0 

oder 

3)  H(i?-i5)  +  (S— a)a— a)}cos9v-aft-a)=0. 

Multiplicirt   man    dageeen  die  Gleichung  1)  mit  l  —  a,    die  Glei- 
chung 2)  mit  1^ — ß  undaddirty  so  ergiebt  sich: 

«{S— a)(S— a)sing?-|-«i/(i^— |3)sing)— a6(i;^/tJ)  =0 
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oder 

4)        t  (!-«)  (5-fl) + v(n-ß)  i  «'»9'  -  Hn-ß) =0- , 

Aus  den  Gleichungen  3)  und  4)  erhält  man: 

■ 

c(|— tt) 

'""»?('?-/?) +(!-«)  (!-«)' 
•  Hv-ß) 

^'"9'-,,(i2-/S)+(|-«)  (!-«)• 

I 

Muteist  der  Gleichung  coB(p^-i-BiB(p'^=l  gemunt  man: 

«'(!-«)' +  6'(«?-/?)''    _. 
l'?('J-^)+(l-«)(l-«)P~ 

oder 

a«  (!-«)'»+ 6»(ij -ß)« ={  »?(ij-iS) + (I- a)  (!-«))* . 

Die  Fusspunktcurven  der  Ellipse  werden  daher  durch  eine  Glei- 
chung vom  vierten  Grade   ausgedrückt.  Diese  sind  sämmtlich  ge«'  . 
schlossene  Curven,   da  für  keinen  reellen  Werth  von  x  die  Ordi- 
nate y   unendlich  wird^   oder   umgekehrt,     daher    auch     niemals 
Asymptoten  vorkommen. 

Setzt  man  in  der  gefundenen  Gleichung 

d.  h.  liegt  der  Pol  in  dem  Brennpunkte  der  Ellipse,  so  erhält  man 
eine  Gleichung  zweiten  Grades.    Es  wird  nemlich :  j 

{ (!-«+«)  (|~a)+i2T=  «««-  a+e)^ + ft V- 

Verlegt    man  die  Coordinatenaxen    den  früheren  parallel    in  den 
Brennpunkt»  so  ist  zu  substituiren: 

worauf  man  erhält : 

Lust  man  die  Klammern  auf,  so  wird 

und  wenn  man  für  e^  seinen  Werth  eh=z€fl — 6^  substUnirt: 
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woraus  folgt: 


oder 


^2-2^0:  +  ^«= 6« 


(x — e)^  +  ^*=  a* . 


Man  erhält  also  die  Gleichung  eines  Kreises ,  dessen  Centrum  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse,  dessen  Radius  die^  halbe  grosse  Axe  ist. 

Wird  in  d^  ursprGnglichett  Crleicbutig  gesetzt  cr=0',  1^=0, 
d.  b.  liegt  der  Pol  im  Scheitel  der  grossen  Axe,  so  gent  die 
Gleichung  über  in: 

a^x'^  +  6  V  =  t  .y*  +  ^(^-  «)  »* » 

welche  eine  den  Epicycloiden  ähnliche  Curve  darstellt.  Fragt  man 
nach  dem  Flächeninhali;  derselben,  so  wird  es  bequem  sein«  Po- 
larcoordinaten  einzuführen.    Setzt  man  zu  dem  Ende 

a;r=^cos99     y=^qsm(p\ 

wo  Q  den  vom  Pol  an  irgend  einen  Punkt  der  Curve  gezogenen 
Radius  vector,  q>  dagegen  den  Winkel  bezeichnet,  den  dieser  mit 
der  Abscissenaxe  bildet,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

a*^*coS9* + b'^^Hinqy^ = (  ^* — agco^qx  )* 
oder 

'6*sing)*=  q^ — Sapcosg) . 

Der  Flächeninhalt  eines  von  den  beiden  Rad.  vect.  Qi  und  p^  ^^' 
grenzten  Sectors  wird   bekanntlich  ausgedrückt  durch  die  Formel 


1    P9^ 


.     9i 

Es  muss  daher  p  als  Function  von  g)  dargestellt  werden.  Durch  Auf- 
lasen jener  Gleichung  ergiebt  sich 

Q=za  jcosg) + V  a*cos9*+6*sln9* 
und 

p*=:2o*cosg>*  -f  ÄVingj^-f  2acos9  V  a^osqy^+h^smq)^ , 

daher 


IM 

^  =  2  /      (2a*cos9*+i%ing)*+2acosg) V^c*cos9*+6*«8m9*)  dq> 
oder 

welcher  Ansdmdc  in  die  eioxeltteii  lotegrale  xerOUt: 


9i 
Es  ist  aber 


+  o  /      co*9V  a*— Aiii9Aig>. 


y    2a^=2a?9. 

Um  das  dritte  Integral  za  finden,  setze  man  sin^zz;,  also  cos9)c2^ 
setz,  so  dass  der  Ausdruck  übergeht  in 

a  Cm  a^^e^i-^dx    oder      P  f"^^^  ^ 
woraus  man  die  beiden  Integrale  gewinnt: 


"  J  S'^a^^e^z^      ^^  JAfa^-- 


6*2« 


Es  ist  aber 


^  P       dz  2a»  /     A\ 


und  da  cos(-'9)=cos9  ist: 


a"  I    ^         =  —  arc  cos  I  —  I  «^ 

t/V^o*— e«z«        «  V«/ 
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Ferner  ist 

Substituirt  man  auf  geburige  Weise»  so  wird 

a  ji;^9fpW  o^^eHingfl dq>  =  —  arccos(-  sm^) 

.  —  3  a  V  a« — c«  fiiD9«rain9+  -^J  . 
Daher  gewinnt  man  endlieb: 


'         f  i 


^=2^      ?*rf9=fl^9>a— 9^)  +  — 8 —  (sin2g72-sin29i) 


9»i 


—  j  a  V"o*— 6ViDg>a^  rsin9i+ g-ä  J 
+  gaVo^-c^sing)^  Tsinyi  +  ^J 

2ll'  6  c 

+  — -  {arccos{— sing>a)  — arccos(  — sinqpj)}. 

Setzt  man  nun  91  =0»  92=  ^>  s<^  ^>'d 

1    /*^  1 

o  ' 

Da  dies  die  Hälfte  des  gesammten  durcb  die  Curve  eingeschlos- 
senen Flächenraiimefls  ist,  so  wird  dieser  selbst: 


19« 


Es  sei  zu  untersuchen ,  unter  welchen  Bedinguiifi;en  die  Fui 
punktcurven  der  Eiiipee  einen  Doppel -Rückkehr-  oder  isolirl 
Punkt  haben.  BHdet  man  die  partiellen  Differentiaiqüotienten  a 
der  Gleichung  .        '  . 

so  erhält  man : 

^ = 2 1  («-«)(*-«)  +s(9-ß)  ]  ßx-a-a)  -2aHx-a) . 

» 

Diese  partiellen  Differentiaiqüotienten  verschwinden  für  ;r= 
y=ß;  die  abermalige  partielle  Differentiation  liefert: 

^=4{  (a>-o)  ix-a)-\-y(y-ß)  |  +  2(.T-o-a)«-2a«, 

^  =  2(2a:-a-«)(2y-ft. 

P  =4 1  (a^-o)  {x^u)  +y(if-ß)  ]  +  2(2y-/J)«-2&«. 
Für  x=sa,  y=/S  gehen  diese  DifferentialquotienteD  fiber  in: 

^=2««-4««.    ^y=2(«-a)ß,    P=2(^-6«). 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

dai^^^dxdydx'*'  dy^\dxj  """' 
so  erhält  man  « 

«•-2fl«  +  2(«-«)/J^  +  (|5»-6«)  (^)*=0, 

woraus  man  gewinnt: 

dy^_  V  a«l3»+  fe«c^— !?fl&^— («— fl)P 
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[>«r   Wcrth    von    -^-    hängt  offenbar  von  der  Wurzel  ab;  jenach- 
d^in  die  Grosse 

oqsitiv/  negativ.  Null  ist,    giebt  es  zivei,  keine,  eine  Tangente. 
Jene  GrTisse  wird  aber  offenbar  Null,    vrenn  der  Pol  auf  der  El- 
lipse liegt,   sie  wird  positiv,    wenn  der  Pol  ausserhalb,  negativ, 
^wenn  er  innerhalb  der  Ellipse  sich  befindet.  Dies  lässt  sich  ähn- 
lich wie  bei  .der  Parabel  beweiseb.    Der  Pol  liege  ausserhalb  der 
"ElUpse.  .Man  ziehe  die  Ordinate  /?,   welche  grösser  wird  als  die 
zu  der -Abscisse  gehörige  Ordinate  der  Ellipse  m;    es. sei  ; also. 
^•=im\-y,    iFerner  wird  die  Gleichung 'stattniiden:      .  ,; 

a^m^  +  6««2— 2a6%==0 . 

Nachdem  der  Werth  für  ^  substituirt  ist,  geht  der  Ausdruck  .^ . 


fiber  in 


oder 


a%2  f  2a*iiiy+aV+**«*— 2aft^a 


ist  mithin  positiv.  Schneidet  die  Ordinate  ^  die  Ellipse  gar  nicht, 
so  muss  a  entweder  negativ  oder  grösser  als  2a  sein.  In  beideok, 
Fällen  bleibt  der  x Ausdruck  positiv. 

Es  liege  der  Pol  innerhalb  der  Ellipse.  Man  ziehe  wieder  die 
Ordinate  p  und  verlängere  sie  über  den  Pol  hinaus  bis  zum  Durch: 
schnitt  mit  der  Ellipse.    Dann  wird  zu  setzen  sein  > 

während 

fl^iw*  +  6%« — 26%«  =  0 . 

Substituirt  man  den  Werth  für  /?,  so  wird  der  fragliche  Ausdruck 
übergehen  in: 

der  sich  mit  Berücksichtigung  obiger  Gleichung  verwandelt  in 

w  . 
und,  da  y  ein  Theil  von  m  ist,  immer  negativ  bleibt. 

Je  nachdem  daher  der  Pol  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der 
Ellipse  liegt,  ist  er  für  die  Fasspunktcurve  ein  Doppeis  Rück- 
kehr- oder  isolirter  Punkt. 
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Der  Kreis. 


Setzt  man  in  der  für  die  Fosapunktcunren  der  Ellipse  gefun- 
denen Gleichung  a=^b=r,  so  erhält  man  die  Gleichung  für  die 
Fusspunktcurven  des  Kreises: 

Setist  tnän  hier  a:=zr,  17=0^  d,  b.  föllt  der  Pol  in  den  MHtelpnnkt 
des  Kreises»  so  wird 


r«{(:r^)«+y«)=:l(;r-r)«  +  »^)'» 


woraus  man 


- .« 


ra=(^~r)«+3r^. 


die  Gleichung  des  Kreises  selbst»  erhält.  Setzt  man  a^:^ß—0, 
d.  h.  liegt  der  Pol  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  so  wird  die 
Gleichung  der  Fusspunktcürve: 

welches  die  Gleichung  der  einfachsten  Epicyclorde»  der  Cardi- 
oide  ist. 

Um  den  Flächeninhalt  dieser  Curve  zu .  b^stinnmen»  ist  es  be- 
quem» Polarcoordinaten  einzufähren.  Setzt  man'  jf  =^  jä^singp^ 
ä=0cosq)9  so  gebt  die  Gleichung  über  in:      v 


oder 


r^Q^  =:  (  ^*— r^cosy)  * 


r^iuy*  =:  ^*— 2r^cos9 , 


«  ■     '  ■ 


^  !  »    -    ' 


woraus  sich  ergiebt: 


,.1    . 


^r^siny^  +  r*co8g>* 
=r  +  rcosg>; 
mithin 

^2  —  Ti&^2r^co8q)  +  r«cosg>« 

Die  Flädiei  wtrd  daher  äusgedrfickt  durch 


f 
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F=^a  l    *P*rf9>=2  /      r^dq>  +  r^  /    * cosqxUp 

5Pi  9i  ^t  '        ~ 

1         P9^ 
+  ö^  /       cosgfldq), 

und  wenn  man  die  Integrationen  ausfahrt: 

1 

Frz  2  r«(9a — 9i)  +  r*(sin9a—  s«n9i) 

11  1 

Setzt  man  91  =0»   9^2  =  ^»    ^^  erhält  man  den  halben  Flächen* 
Inhalt  der  Cqrye  ausgedrückt. durch: 

mithin  den  gesammten  Flächeninhalt: 

Dasselbe  gewinnt  man  aus  der  Formel  jener   oben  betrachteten 
Fnsspunktcurve  der  Ellipse,  wenn  man  m  derselben  e=:0  setzt. 


Da  man  den  Kreis  ansehen  kann  als  eine  Ellipse  mit  der 
Excentricität  0,  so  gelten  hier  die  für  die  Fusspunktcurven  der 
Ellipse  gefundenen  Sätze:  die  Fusspunktcurven  aes  Kreises  sind 
geschlossene  Curven ,  haben  mithin  niemals  Asymptoten ,  der  Pol 
ist  entweder  ein  Doppel  Rückkehr-  oder  isolirter  Funkt,  jenach- 
dem  er  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Krei- 
ses liegt. 
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Hyperbel. 

Da  man  die  Gleichung  der  Hyperbel  au^  der  Ellipsengleichung 
erhält 9  wenn  man  statt  o^  setzt  — 6*,  und  — a  statt  et,  so  ge- 
winnt man  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichung  für  die  Fuss- 
punktcurven  der  Hyperbel  aus  der  Gleichung  för  die  Fusspunkt- 
curven  der  Ellipse.    Dieselbe  wird: 

a2(£-«)2-6a(^-ß)«= { (5+a)  (|-«)  +  ri{ri^ß)  \ « . 

Setzt  man    1^=0,   azzza — e,    d.  h.  verlebt  man  den  Pol   in  den 
Brennpunkt,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

aa(g-a+c)2-6V=US+ii)a-a+c)  +  i?«l*. 

Verlegt  man  die  Coordinatenaxen  in  den  Brennpunkt,  so  wird  zu 
setzen  sein: 

und  man  erhält: 

und  nach  Auflösung  der  Klammem: 

> 

Snbfltitnirt  man  c^=a*+Ä^,  so  wird 

ar*+2ca:3+62^2+yH2a2^M-2ea:yHÄV=  ^ 
oder 

woraus  man  gewinnt 

und  endlich 

die  Gleichung  eines  Kreises,    dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  dessen  Radius  die  halbe  grosse  Axe  ist. 

Setzt  man  1^=0,  a=— a,  d.  h.  liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  so  erhält  man  die  Gleichung 
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lind    wenn  man  die  Coordinatenaxen    in   den  Mittelpunkt   verlegt, 
so  class  zu  setzen  ist 

so  erhält  man 

Für  die  gleicbseitigeJIyperbel,  für  welche  a=:b  ist,  gebt  diese 
Gleichung  über  in 

«2(0:2-^2)=:  (^2+^2)2,^ 

die  Gleichung  einer  Lemniscate. 

Da  die  allgemeine  Gleichung  aus  der  Gleichung  für  die  Fuss- 
punktcarve  der  Ellipse  gewonnen  war,  so  gelten  auch  hier  die 
über  die  Fosspunktcurven  der  Ellipse  gefundenen  Sätze. 


Nachschrift    des  Herausgebers. 

Der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  schreibt  mir, 
dass  sich  ein  Aufsatz  über  denselben  Gegenstand  von  Herrn 
Wolf  in  Bern  im  20sten  Bande  des  Crelle'scben  Journals  be- 
finde, und  dass  die  von  ihm  gefundenen  Resultate  von  denen  des 
Herrn  Wolf  nicht  verschieden  seien »  ja  dass  selbst  der  von  Herrn 
Wolf  eingeschlagene  Weg  der  kürzere  sei.  Wenn  dies  nun  aber 
auch  der  Fall  ist»  so  scheint  mir  doch^  dass  der  obi^e  Aufsatz, 
abgesehen  von  dem  unbestreitbaren  Verdienst  des  Aufsatzes  des 
Herrn  Wolf,  ein  selbstständiges  Verdienst  besitze,  und  Anfan- 
gern eine  gute  Uebung  in  der  Anwendung  dfer  allgemeinen  For- 
lueln  der  analytischen  Geometrie  darbieten  könne.  Daher  habe  ich 
von  dem  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  eingeräumten  Rechte,  nach 
Gutdünken  über  seinen  Aufsatz  verfügen  zu  können ,  Gebrauch 
gemacht,  und  denselben   in  dem  Archive  abdrucken  lassen. 


Theil   X\.  U 
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X 


nrei  geometrische  Theoreme. 

Von 

Herrn  Doctor  Beer 

za    Bonn. 


Bei  einer  dioptriscben  Berechnung  bin  ich  zu  drei  interesi 
tcfn  geometrischen  Sätzen  gelangt,  welche  ich  mir  in  der  Un 
Stellung,  dass  sie  neu  sind,  hier  mitzuth eilen  erlaube,  wenngli 
ihre  Ableitung  sehr  einfach  ist. 


1. 


Theorem.  Legt  man  an  eine  Curve  des  zwei^ 
Grades  und  eine  Fläche  des  zweiten  Grades,  die  c 
centrisch  sind,  Tangentialebenen,  so  liegen  die  1 
rührungspunkte  auf  einem  den  beiden  Oertern  c 
centrischen  Kegel  des  zweiten  Grades. 

Beweis.  Bei  orthogonalen  Coordinaten  sei  die  Gleicb 
eines  centrischen  Kegelschnittes: 

C=aa;2  +  jSya— 1=0, 

und  die  Gleichung  einer  mit  ihm  concentrischen  Fläche  des  z 
ten  Grades: 

F=aa:^  +  6^«+  C2«+2€Lpy +2^a:z+2/y2-l  =0. 


203 

In  dem  Punkte  (a:',  y\  i*)  lege  man  an  letztere  eine  Tangential- 
ebene; ihre  Gleichung  wird: 

dF^     j_dF^    j_dF        dF     ,       dF_   ^       dF^  ^ 

dx*  ^^  dy'^^  dz'^^  dx'  ^  '^  dy'  ^  ""  dz'  '  """• 

Und  sie  schoeidet  die  Ebene  des  Kegelschnittes -€  in  der  Ge* 
raden: 

woßr  vnr  setzen  wollen: 

4 

px  +  qy — 2=0. 

Für  ^e  Coordinaten  der  Durchschnitte  von  G  und  C  hat  mau : 

x^(aqHßp^)  -  (ißp)x  +  (4/5— 92)=0, 

wofür  wir  setzen: 

Aaf^+Bx  +  C=zO. 

Solien  Iran  G  und  G  sich  berühren,   so  mfissen  die  Wurzeln  der 
letztgefiindeneo  Gleichung  einander  gleich  werden,  d«  h.  es  musa 

sein: 

J5a—4^C=0, 
oder: 

ccq^  +  ßp^—ictß^O, 
oder: 

aiby'+  dx*  +  fz')^  +  ß(ax'  +  dy'  +  ezT—  «15=0, 
oder  endlich: 

^.^jby'+dx'+fz')^  ,    (ax^+dy^i-etr     j„q 

ß  €C  *  . 

Diese  GImchuog  stellt  eine  den  Oertem  C  und  F  concentrische 
Fliehe  des  zweiten  Grades  dar,  die  durch  jene  Oerter  ToilstSa* 
die  bestimmt  wird.  Ihr  Durchschnitt  mit  F  ist  der  Ort  aller  Be- 
rühmnespunkte  der  an  C  und  jP  gelegten  Tangentialebenen,  und 
diese  Punkte  liegen  hiernach  auch  auf  dem  mit  C  und  F  concen- 
I    trischen  Conos  zweiten  Grades ,  der  folgende  Gleichung  hat : 

F-F'±=0. 

Hierin  liegt  aber  der  Beweis  unseres  Satzes. 

14* 
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2. 


Theorem,  Beschreibt  man  um  die  Tangenten  eines 
centrischen  Kegelschnittes  als  Axen  Rotationscyiin. 
der  von  demselben  Radius  und  legt  durch  den  Mittel« 
punkt  des  Kegelschnittes  an  die  Cylinder  Tangen, 
tialebenen,  so  umhüllen  diese  einen  Kegel  des  zwei- 
ten  Grades,  so  wie  auch  die  im  Mittelpunkte  auf  die 
Tangentialebenen  errichteten  Normalen  einen  Kegel- 
mantely  den  Supplementskegel  des  erst  erwähnten, 
bilden. 

Beweis.  Die  Gleichung  des  centrischen  Kegelschnittes  sei: 

In  dem  Punkte  (^^  y\  .0)  lege  man  eine  Tangente  an  ihn;  sie 
hat  die  Gleichung: 

uxx*  ■\'ßyy*zz:\. 

Bedeutet  nun  o  den  Winkel  zwischen  der  Abscissenaxe.  und  deH 
aus  dem  Gentrum  auf  die  Tangente  herabgelassenen  Perpendikel» 
sowie  n  die  Länge  des  letzteren ,  so  hat  man : 

cos»  ,      sinr 

an  ^        ßn 

Folglich  ist  auch: 

cos  t?*  .   sinü*        - 

,  .      . .        .  ■  •  .    ■  •  j  ■ .' 

Um  unsere  Tangente  werde  nun  ein  Rotationscylinder  gelegt,,  fSr 
dessen  Radius  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Längeneinheit  neh- 
men wollen.  Die  an  diesen  ,Cylinder  durch  dep  Mfttelpunkt  der 
Curve  gelegte  Berührungs- Ebene  schliesse  mit  der  a:^*  Ebene 
den  Winkel  i  ein ;  denselben  Winkel  bildet  dann  auch  das  im 
Centrum  auf  sie  errichtete  Perpendikel.  Ein  Punkt  dieses  Per- 
pendikels habe  die  Coordinaten  cßu  y^  Zi  ui\d  seine  Etitferoang 
vom  Centrum  sei  r;  dann  ist:  .,     ;     ■ 

■  1,      .  .  .. 

a;i=rsintcost7,    ^yi=:— 'fsimVosu,;  z^sisrcoftt*.  i 

Nun  Ist  aber:  ^'  :•  ' 

* 

wir  haben  also  auch:  •    ',  ■.^■'■.:    \'..'    iit«»': 
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-  / 

Hieraus  uod  aus  der  oben  für  v,  n,  a  und  ß  gefundenen  Relation 
leitet  man  ab: 

aß 

Dnrch  den  Punkt   (xi,  yi,  Zi)  legen  wir   eine  Ebene  E  mit  der 
a^'Ebene  parallel;  ihr  Abstand  von  der.  letzteren  sei  d;  so  ist: 

Sonach  ist: 


vG-0+y«<hO='^- 


Diese  Gleichung  gilt  ffir  die  in  der  Ebene  E  gelegenen  Punkt« 
alier  Normalen  der  erwähnten  Tangentialebenen.  Jene  Normalen 
bilden  also  einen  Conus  des  zweiten  Grades;  seine  Uauptaxe 
steht  auf  dem  Kegelschnitte  senkrecht,  seine  Nebenaxen  falleD 
nlt  den  Axen  dös  Kegeliscbnittes  zusammen;  Weitere  Conse- 
qoenzen  liegen  nahe. 


3. 


Theorem.  Legt  man  in  den  Punkten  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
demselben  Mittelpunkte  an  die  eine  und  andere  von 
ihnen  Tangentialebenen,  so  bilden  die  vom  gemein- 
samen Mittelpunkte  auf  diese  Ebenen  herabgelasse- 
Den  PerpendiKel  zwei  Kegel  des  zweiten  Grades. 

Beweis.  'Die  Gleichungen  der  Flächen  seien: 

Fi  =  0    und    Fa=0. 

^5r  einen  Punkt  (x\  y\  i*)  der  Durchschnittslinie  hat  man  also : 

Fl'— F2'  =  Ä'=Ö, 

ind  K*  ist  eine  homogene  Function  vom  zweiten  Grade,  wenn 
wiederum  unterstellt  wird,  dass  das  Centrum  der  betrachteten 
Werter  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sei.  Lassen  wir  von 
em  letzteren  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  herab,  welche  eine 
er  Flächen«  z.  B.  Fi,  in  dem  Punkte  (o;',  y',  z')  berührt,  so  hat 
^an  für  die  Gleichungen  dieses  Perpendikels: 
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dF,' 

dFi' 

X       dx' 

z        dt' 

y  ~  dF,' ' 

y-dFj^ 

dy' 

dy 

Die  hier  rechts  stehenden  Ausdrucke  sind  gleichnamige  Quotien- 
ten aus  homogenen  linearen  Functionen  von  x'y  y  und  z\  Ent- 
wickeln wir  daher  aus  den  letzten  Gleichungen    die  Verhältnisse 

x'  zf 

-7  und  -T»    so  finden  wir  dafilc  gleichnamige  Quotienten  aus  ho* 

mogenen  linearen  Functionen  von  x^  y  und  z. '  Ihre  Substitution 
in  die  Gleichung  A''=0  liefert  folglich'  eine  homogene  Gleichung 
des  zweiten  Grades  mit  den  Variabein  x^  y  und  z,  woraus  dann 
folgt,  dass  die  Perpendikel  der  an  die  Fläche  Fi  gelegten  Beruh, 
rungsebenen  .#inen  Kegel  des  zweiten  Grades  bilden.  Gleiche« 
gilt  von  F2  und  überhaupt  für  alle  Flächen  des  zweiten  Grades 
die  durch  die  Durcbschnittslinie  von  Fi  und  F^  gehen,  und  derei 
allgemeine  Gleichung  Fi  +  ftFa^O  ist. 

Aus  den  mitgetheilten  drei  Problemen  leitet  sich  der  folgende 
bemerkenswerfhe  dioptrische  Lehrsatz  ab: 

Beschreibt  ein  Lichtstrahl,  der  auf  eine  optisch 
einaxige,  doppeltbrechende  Krystailplatte  trifft,  um 
das  Einfallsloth  als  Axe  einen  Kegel  des  zweiten 
Grades,  so  beschreiben  der  ordentlich  end  ausser- 
ordentlich gebrochene  Strahl,  sowie  die  Normalen 
der  ordentlich  und  ausserordentlich  gebrochenen 
Wellen,  ebenfalls  einen  Kegel  des  zweiten  Grades. 
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Veber   die    ttnadratnr    elliptischer 

Sectoren. 

Fortsetzaiig   der  Abhandlung  Theii  XVII.  Nr.  XL 

Von 

dem    Herausgeber. 


I 


Ausser  den   in  der  oben  genannten  Abhandlung  von  mir  ent- 
wickelten Ausdrücken  für  den  Flächeninhalt  elliptischer  Sectoren 
Siebt  es  noch    einen  anderen   sehr  bemerkenswerthen  Ausdruck 
ittr  den  Flächeninhalt  eines  solchen  Sectors^    der  von  Lambert 
gefanden  worden   ist.,    und   in   naher  Beziehung  steht  zu  dem  in 
dem  Aufsatze  Theil  XVL  Nr.  XXXiX.    entwickelten  merkwürdi- 
gen Ausdrucke  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Sectors. 
Bei  Lambert  erscheint  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  für  den 
Flächeninhalt  eines  elliptischen  Sectors  als   ein  Ausdruck  für  die 
Zeit  bei  der  Bevregung  der  Planeten  um  die  Sonne ,  weshalb  die- 
ser Ausdruck  bis  jetzt  auch  eigentlich  nur  in  der  Astronomie  be- 
kannt ist,    ohne  in  ^die  Geometrie,    wohin  er  doch  eigentlich  ge- 
bort, Eingang  gefunden  zu  haben.   Ich  will  daher  in  diesem  Auf- 
satze versuchen,    den  Lambert'schen  Ausdruck  für   den  Flächen- 
inhalt  eines   elliptischen  Sectors  bloss    in   geometrischem    Sinne 
aufzufassen ,  und  in  diesem  Sinne  einen  Beweis  für  denselben  zu 
geben,  wobei  ich  mich  an  die  in  dem  Aufsatze  Thl.XVlL  Nr.XL 
entvrid^elten  Ausdrücke  anschliessen  w^erde.    Vielleicht  wird  da» 
durch  bewirkt,  dass  der  in  Rede  stehende  Ausdruck,  wie  er  so 
sehr  verdient,    mehr   Eingang   in  die  Geometrie   findet,    als  dies 
bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint. 
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In  Taf.  IL  Fig.  UV.  sei  über  der  Haiiptaxe  AB  eine  Ellip 
beschrieben,  deren  grosse  und  kleine  Halbaxe  wir,  wie  gewoh 
lieh,  durch  a  und  o  bezeichnen  wollen.  Der  Mittelpunkt  Hies 
Ellipse  sei  C,  und  F  sei  ihr  einer  Brennpunkt.  F  und  C  weil 
wir  als  die  Anfangspunkte  zweier  rechtwinkliger  Coordinate 
Systeme  der  xy  und  jti^j  annehmen;  die  positiven  Theile  d 
Axen  der  x  und  aci  seien  respective  FA  und  CA ;  die  positiv« 
Theile  der  Axen  der  y  und  yi  sollen  von  AB  an  nach  oben  li 
genommen  werden.  (Jfeber  AB  als  Durchmesser  denken  wir  u 
einen  Kreis  beschrieben,  und  wollen  nun  in  der  Ellipse  und 
diesem  Kreise  zwei  Punkte  wie  P  und  Pi  in  der  Figur  annehme 
so  nämlich,  dass  diese  Punkte  auf  derselben  Seite  von  AB  li 
gen,  und  die  durch  sie  bestimmte  gerade  Linie  auf^£senkrec 
steht  >  so  dass  ihnen  also  in  den  beiden  obigen  Coordinatensysi 
nien  dieselben  Abscissen  entsprechen.  Die  Coordinaten  des  Fun 
tes  P  in  dem  Coordinatensysteme  mit  d^m  Anfangspunkte  F  fa 
zeichnen  wir  durch  a:,  y;  die  Coordinaten  des  Punktes  Pi 
dem  Coordinatensysteme  mit  dem  Anfangspunkte  C  mögen  dur 
^i>  3(1  bezeichnet  werden.  Ziehen  wir  nun  noch,  die  Linien  F 
=  r  und  CPjz=a9  so  soll  der  von  der  Linie  FP  mit  dem  posi 
ven  Theile  der  Axe  der  a:  eingeschlossene  Winkel,  indem  mi 
diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  dun 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  von  0  bis  360^  zählt,  durch 
bezeichnet  werden;  und  eben  so  wollen  wir  den  von  der  Lin 
CPi  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi  eingeschlossen« 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  d 
Axe  der  Xi  an  durch  den  rechten  Winkel  isciyi)  hindurch  von 
bis  360^  zählt,  durch  cd  bezeichnen. 

Setzen  wir  nun  wip  gewöhnlich 

und  bezeichnen  den  Flächeninhalt  des  seine  Spitze  in  F  habe 
den,  dem  Winkel  (p  entsprechenden  elliptischen  Sectors  durch  t 
so  ist,  wie  wir  in  der  Abhandlung  Theil  XVII.  Nr.  XI.  gefundi 
haben : 

1)      Szzz^ab}  Arccos sinArccos  19    - 

i  e  a  e    ^ 

mit  den  folgenden  Bestimmungen: 
Wenn  die  Grösse 

a  — r 


positiv  ist,  so  mnss  man 

0<  Arccos-—  <2^    ^^^^  9;i;<Arccos <2« 
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nebmen ,  jeoachdem 

0<9<180o    oder     180o<9)<360« 

ist;  wenn  dagegen  die  Grüsse 

g — r 
e. 

negativ  ist,  so  muss  man 

5"  ;p  <  Arqcos  s;  w  oder  it  <  Arccos ^-n  ^ 

nehmeo  y-jenachdem 

0<9<180o     oder    180o<jy<360o 

Offenbar  ist  in  vulliger  Allgemeinlieit 

X = reosg? ,  ^ = rsin^ ;    x^  =  acoso ,  ^^  =z  r^sin  a> ; 

und  nach    der  Lehre  von   der  Verwandlung  der  Coordinaten  und 
einem  bekannten  Satze  von  der  Ellipse  ist: 


Xx^e\Xy    yi=zy-y. 


Also  ist 


QT 

2)        acos(»=c^rcosg),      asinw  =:-y-sing); 


fToraus  umgekehrt  , 

^.                   acoso— c  .  b    . 

t>)      COS97  = ,        sing?  = — sino) 

Mgt.    Quadrirt  man  diese  Gleichungen^    und  addirt  sie  dann  zu 
einander,   so  erhält  man  die  Gleichung 

(cicosQ) — e)^  +  6*sin«*=r* 

oder 

(a«— Ä*)cosa)2  —  2accos(o  =  r«  —  (ft^+c») , 

d.  i, 

g*cosM^  —  2«ecos(o  z=zr'^  —  a^. 
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I 

Lust  man   nun  diese  quadratische  Gleichung   In  Bezug  auf 
als  unbekannte  Grösse  auf,  so  ergiebt  sich 

eco8oi)=:a4-r  oder  coso>  = , 


wo  aber  das  obere  Zeichen  offenbar  unzulässig  ist,    weil    i 
a>e,  also  um  so  mehr  a-f  r>6,  folglich 

e 
ist.    Daher  ist  in  völliger  Aligemeinheii : 

4)        C0SG9  = • 

e 

Bezeichnen  wir  von  jetzt  an  durch  cd  den  Kreisbogen  in 
mit  der  Einheit    als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise,    w< 
den   bisher  durch  od  bezeichneten  Winkel  niisst,    und  über! 
dass  offenbar  immer  gleichzeitig 

und 

180<>  <  9)  <  360«,    7r<a)<;2xp 

ist,  so  wird  leicht  aus  dem  Vorhergehenden  erhellen,    dasi 
in  der  Formel  1)  in   völliger  Allgemeinheit 

.  a — r 

Arccos =  Q) 

e 

zu  setzen  hat,   und  daher  aus  1)  die  folgende  völlig    allg 
gültige  Formel  erhält: 

1  e 

5)  iS  =2  «6  («  —     sinca). 

Ist  jetzt  Ti  ein  anderer  Radius  Vector  der  Ellipse,  we 
an  dem  Mittelpunkte  C  der  durch  den  Bogen  co^  gemessene 
kel  entspricht,  und  bezeichnen  wir  den  diesem  Radius  ^ 
entsprechenden ,  wie  vorher  genommenen  elliptischen  Sector 
Si,  so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher: 

1  e 

6)  Si  =z^ab((Oi sinco]). 

Bezeichnen  wir  aber  den  dem  Radius  Vector  rj  am  1 
punkte  F  entsprechenden  Winkel  durch  9^ ,  und  unter  dei 
aussetzung,  dass  fpi'^q>  ist,  den  dem  Winkel  q>i  —  q>  am  1 


Kl 
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poDkte  jF  entsprechenden  elliptischen  Sector,  welcher  von  den 
Vectoren  r  und  r.  und  dem,  dem  Winkel  g>i — gj  am  Brehnpunkte 
entsprechenden  elliptischen  Bogen  begränzt  wird,  durch  S;  so 
ist  offenbar  S  =8^.-8,  also  nach  5)  und  G): 

1  e 

7)      5=irt-a6  {(»1  — CD (sin ©1 —sin©)). 

Die  Sehne  der  Ellipse,   welche  die  Endpunkte  der  Vectoren 
rund  Ti  mit  einander  verbindet,  sei  s)  so  erhellet  leicht,  dass  in 
.  völliger  Allgemeinheit 

8)    s^=Lr^  +  ri^—^rriCos((pi--(p), 

,  wie  man  leicht  findet: 

9)    (r+ri)2-«a=:4rriCos|- (91-9)2 

ist 

Nach  2)  ist : 

"^  rcosg;  =  acos©—- e,      rsing)  =:  6sin©; 
r^cos^i  =  acos©x  —  ^ »    risin^^  =6sinci>| ; 
also 
twf  fT|Cos(9-— 9i) =(acos©— e)  (acosooi  — c)  +  66sin©sin©i . 

Nach  4)  ist 

r=a  —  ecos©,    »'1=7« — ccoswi; 

also 

I 

[  rri  =  (a  —  ccos  w)  (a  —  ecos©i ) . 

'    Folglich  ist 

2ir,  cos  .j  (9i  —  9)*  =  iTi  { J  +  cos(qPi  —  9) ! 

=:    (a — «cos©)  (a — ccos  ©1) 

+  (acosoK— «)  (ocos©!  — c)  +  Ä6sin©sin©i 
=     aa+ cecos©cosa>i  —  ac(cos©+ cos  ©1) 

+  aacos©cos©i  -{-ee —  ac(cos©+  cos©|) 

-|- ii€isin©sin©i  —  eesin©sin©i 
=    aa|l+cos(©i— ©) !  +  ce|  l+cos(©i+w)}^2flc(cos©  +  cos©i) 


N 


2V2 

\aacos^(o>i  —  ca)*  +  eecos «  (»i  +  w)^ 
—  2ae  cosa  (oDi  —  »)  cos  n-  (c»i  +  ß>) 
also 

rrcoss- (9>i  -^9>)*  =^  Ucoss* (ooi  —  co)  —  ccos  g*  (wj+a) } *. 

Folglich  Ist  nach  9): 

1  1 

(r+ri)2— «2— 4|ßcoss-(ö>i— o>)  — ^cosk-(Q)i+iö)|*; 

und  wenn  wir  nun  der  Kürze  wegen 

10)    r  +  ri+«=2/?,    r  +  ri— 5  =  2y 
setzen^  so  ist: 

11)      pq={aco8^(G>i — (ö)  —  ecos  ^(  ©i+co)  )* . 

Ferner  ist  nach  10) 

p  +  q^r  +  r^  , 
also,  weil  nach  4) 

r=a  —  ecosw ,    ri  =  a  —  ccoswi 
ist: 

p-i-q=^2a  —  e(co8cD  -\-  cosooi) 
oder 

p-\-q=:2a — 2ccos  ^  (a}i~  co)  cosö(<»i  +  ö)), 

und  folglich 

1  1 

4a* — 2a(p  {-q)  =  Aaecos  s"  («»i  ~  w)cos  g  (wj  +  a>)  • 

Addirt  man  nun   diese  Gleichung  zu   der  Gleichung  11) ,    so  < 
hält  man 
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1  1 


d.  i. 


12)      (2a— j9)(2a— 5r):r:{acoss-  («i — m)  +  ccoScjt  (wi+co)  1*. 

Daber  haben  wir  jetzt   nach  11)  uod  12)  die  beiden    folgenden 
Gleichangen : 

pg = { acos  ä"  (o^x — w)  —  «cos  ^  (ooi  +^)  I  ^ ; 

13)    ; 

I  1  1 

(2a — j9)(2a— ^)  ={acpsjj-(a}i— «)  +ccos5-('jOi+a))P; 


oder  eleganter: 

Haitipliciren  wir  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander^  so  erhal- 
ten wir  die  Gleichung : . 

1  e^        \ 

=  {cos^(q}i  — a})2-^cos,j((öi  +  ©)2)2. 

Ans  dieser  Gleichung  erhellet ,  dass  das  Product 
stets  eine  positive  Grose,    und  daher  immer  zugleich  - 


c-?)'».  (^y» 
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oder 


(?)•<•.  (=?)•<■ 


ist.    Wäre  aber 


(=?;>'.  (->)'>-• 


so  wäre  entweder  ^  >  1    oder    - —  >  1.  Im  ersten  Falle 

was  ungereimt  ist^  weil  nach  dem  Obigen  2q=:r+ri — s,  und  ii 
r+ri>5ist.    Im  zweiten  Falle  wäre 

was  wieder  ungereimt  ist,  weil  immer  r<2a,  rx<2a,  alsor-fi**! 
foldicb  um  so^  mehr  r  +  rj — s^ia,  also  2q<^4ta,  d.  i,  ^<2( 
Daner  kann  nicht   * 

sein,    und  es  Ist  also  nach  dem  Obigen  immer 

d.  h.  die  absoluten  Werthe  der  Brüche 


a  a 

sind  immer  kleiner  als  die  Einheit. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  fpi^fp  ist,  so  ist,  wie  aus 
einfachen  Betrachtung  der  Figur    auf  der  SteBe  erhellet, 
immer  cO|>q),    und  die  Differenz  OO]^^— oo,    sowie  natürlich 
die  Summe  o}i'\-tOy  ist  daher  immer  eine  positive  Grosse. 

Weil  ferner    ' 
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cos  2  (•"!  — <*•)*  —  <^<»s  5"  ("»t  +  **)*  . 


.t 


:|cos  2  (a>i  —  G>)-~cos  ^  («i +»)  I  {cos^  <«i— «)+  cos  ^  ^^*  "^  ^^ ' 

.11  1  1 

:  2  sin  Ä-osin  -^  (Oi.2cos  ^  o  cos  ^  ooi  =:  sincisinoi 


ist,  so  Ist  die  Differenz  ^ 

cos  s-(ß>i— o>)^~cos  ä"  ( ^1.  +  **')* 
.  positiv  oder  negativ,  also 

cos2(o)j— cö)®>coS]ä(G)i+a))*  oder  cosäCooi — fl))*<cosÄ(c!)x+(o)*> 

ienachdem  sin  od  und  sinco^  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  ha- 
oen,  d.  h.  jenachdem  die  beiden  Vectoren  r  und  r^  auf  einerund 
derselben  oder  auf  verschiedenen  »Seiten  der  Hauptaxe  der  Ellipse 

liegen. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  dass  die  beiden  Vectoreo  r  und 
Ti  auf  derselben  Seite  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen,  so  ist 
den  absoluten  Wertben  nach 

cos  2  (»1— (ö)>COS  ö  (o>i  +  ß>) . 
Zugleich  erhellet  aber  sehr  leicht,  dass  in  diesem  Falle  immer 

also  cos  Ä*  (coi—co)  positiv  ist  Weil  nun  a>ß  ist»  so  ist  den 
absoluten  Werthen  nach  auch 

1  ] 

a  cos  2  (o>i— ö>)>  6C0S  2  (^  +  <») 


oder 


cos^Cwi— «)>~cosj(a^  +w) 
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und  die  erste  dieser  beiden  Grossen  ist  positiv.    Also  sind  offen- 
bar die  Grossen. 

1  ,  ^     e         l  ,      .     ^ 

cos  2  («1— o)+-  cos^((»i  +  m) 

beide  positiv^  und  nach  14)  ist  folglich: 


cos 


i(„.-„,-J«.l(^+.,  =V^(,-2=£)(,_2=l), 


c4K-»)+|e..i(».  +  »)=V(i+:=?)(i+2=l): 


vForaus  sich 


coSq- (»i  —  cd) 


=f  IVO +"-?)('+ "-?)+ V"0-^)0-^)( 


-C08-(Oi  +  «i)) 


= ä  IV  ('+"-?)  (h^)-  V('-°-?')0-=?)i 


ergiebt. 

Weil  bekanntlich 


2  cos(«i — (ö)  =  4cos  5  («1  —  ß))2 — 2 

ist,   so  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen : 

« 

^».-»)=0+°-?)0+°:?)+(i-"-?)(.-°-?)-ä 

+^f  l'-(^)'l  l>-(=?)1. 
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worans^  sich  leicht 


ergiebt. 

« 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Brüche 

a — p  ,     a — q 

— ^      und      — - 
a  a 

kleiner  als  die  Einheit  sind»    so  ist  es  verstattet 

lo)     costf  =  — '  ,       COSÜ  = ' 

m  setzen«    und  zugleich  ist  es  immer  möglich,    u  und  v  so  zu 
nehmen,  dass 

ist.    Dann  ist 


nach  dem  Obigen 

Gos(o)i — lo)  ^  costtcost^-f  sinttöino , 
d.  i. 

18)    cos(Gi)i — cd)  =  cos(te— t?) . 
Nach  10)  ist 

r+ri  +  «=2p,    r  +  ri— «=2y; 
al8op>^,  folglich 

d.  L  costt  <  coso ;  und  weil  nun 

ist,  so  ist  u^v»  also  2£ — 1>,  eben  so  wie  »i — o,  positiv.  Des- 
halb ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  18),  weit  coi  —  o  und  n — v 
auch  beide  zwischen  0  und  n  liegen : 

Theil  XX.  '  15  ^ 
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Weil 


1  1 

sincoi  —  sinoo = 2sin  ^  (»i  —  ^)  cos  5-  (©i  +  w) 


.ist»  so  ist 


—  (sina)|— «ino)  =  sin  s"  (fi>i  —  w) .  2  —  cos  o  l®i + ^) 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 

e<  1  c        1 

-  (sinfi>|— sino)  =  sin  ^^  (m  —  t?) .  2  -  cos ^  («!+«>)• 

Nun  ist  aber 


sm 


h-  yp^  =v  i  !•-(=?)!  ■ 


COSs* 


i-r-^=\iH'?j- 


cos 


also 


sin^(t< — V) 


= j  IV  (>-?)0+^')  -v^(i+^)0-°-i*)l ' 


und  nach  dem  Obigen  ist: 


2-cos2(G)i  +  o>) 


= V  ('+^)('+°-?)- VO-°-?X'-'-i^) 
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Holtiplicirt  man  nun,  so  erhält  man: 


8\n^ (u—  v)  .2  -  cos 2  (oh  +  ß>) 


also: 


1  e        l 

sin  n  (t<  — 1>) .  2  —  cos  2  (wi+co)  =:sintt— sin» , 

and  folglich  nach  dem  Obigen: 

r 

ß 

—  (stnoi  —  sin  flj)  =  sinti-^  sint? . 
Weil  nun  auch  o>i — (o=te— v  war,  so  ist  nach  7): 

1 

19)     5=o  oft  {"—«>""  (sinw  —  sint?)}« 

Will  man  den  Inhalt  E  der  ganzen  Ellipse  haben,    so  muss   » 
man  in  dieser  Formel 

r  +  ri=2a,    szzz2a 
setzen,  was  j9=2a,  ^=0  giebt;  also  ist 

costi=: ^  =  — 1,        cost?  =  — -^  =  + 1; 

a  a 

folglich 

M=7C,    0=0; 

daher  nach  19): 

^  E  =  ^abn, 
also 


MO 

^     aO)     Essmbx, 
wie  bekannt. 

Nach  19)  und  20)  ist 

5:£=t<*— r  — (sinn — 8inv):2n. 

I 

Weil  nun  u  und  v  mittelst  der  Formeln  10)  und  16)  bloss  ans  a» 
**+^i»  '  beredinet  werden  können /ohne  6  oder  e  zu  kennen»  so 
kann  man  auch  das  Verhältniss  5:£  bloss  aus  der  halben  Haupt- 
axe  a,  der  Summe  r-fi*i  der  beiden  Vectoren  r  und  ti,  und  aer 
Sehne  s  berechnen»  ohne  dass  man  die  halbe  Nebenaxe  6  oder 
die  Excentricität  e  zu  kennen  braucht 

Wenn  die  beiden  Vectoren  r  und  r^  auf  verschiedenen  Sei- 
ten der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen»  so  ist  den  absoluten  We^ 
then  nach  • 

cos H- (©1 — »)< cos a  (<»i  +  ») . 
Weil  in  diesem  Falle 

ist,  so  ist 

11  3 

1 

also  coso(o9x -fco) -stets  negativ. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen»  dass 

0<ö)i— •a)<;r,    0<j(«i)i— a)  <  j»; 

also     cos^(a>i-*«))  positiv  sei. 

Ist  dann  den  absoluten  Werthen  nach 

acos  2  (ooi  —  w)  >  6C0S  o  («h  +  «>) 


»    ü» 


oder 


COS^C»!  — ß>)  >-C0S2  («l  +  0>)> 
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80  bleibt  offenbar  Alles  wie  in  dem  vorher  betrachteten  K^lle, 
wenn  die  beiden  Vectoren  auf  derselben  Seite  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  liegen,  und  eine  neue  Entwickelung  der  betreffenden  For- 
meln ist  daher  nicht  nöthig. 

Wenn  aber  den  absoluten  Werthen  nach 

i 

flCOS  2  (o»i  —  90)  <  ccos  r,  (©1  +  «) 


oder 


COSgCc»!  — Cö)  <  -COSgCWl  +  w) 


ist;  so  ist  von  den  beiden  Grossen 


COS  2  («Ol  — cd)  —  -COSäC»!  +  ©), 

1  .  e         l ,       .     V 

C0S5(f»i  — od)  +  ~cos2(ö>i  +  ö) 


^ 


die  erste  positiv,  die  zweite  negativ.    Also  ist  nach  14): 


cos 


|(„,-a.)-^cos^2K  +  «.)=    V"(l-"-?)(l-"-?). 


woraus  sich 


COSö'(0>l — «) 


=-ätV(>+°-?)(HSi:-')-V^(.-"-i*)(l-^)!. 


-  cos  2  (»1  +  ») 


=-ätV(H"-i^)(H"fS)+V  (l-a')(.-^)j 


ergiebt    ' 

Weil  bekanntlich 
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2co8((0i— <a):=4cos  5(0),  —  »)*— 2 

ist,u8o  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen : 

woraus  sich  leicht 


ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Brüche 

5^  und  ^i=^ 
a  a 

kleiner  als  die  Einheit  sind^  so  ist  es  verstattet 

21)     costf= ^,    cost>= * 

.  ■  a  a 

zu  setzen,    und  zugleich  ist  es   immer  möglich^    u  und  d  so  zu 
nehmen^  dass 

ist.    Dann  ist 

also  nach  dem  Obigen 

cos(a}| — 0»)  =  costicosv  —  sintesint? , 
d.  i.  ,  ' 

23)     cos(ox  —  Cö) = C0S(2C  +  v) . 
Hieraus  ergiebt  sich 

Ol  —  (orzzu-y-v    oder    Wi  —  «  =:2;t — («+<?)  * 
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jenachdem 


0<t<  +  t><jr    oder    ^<M+ü<27r 


ist. 


WeU 


1  1 

sincDi— sino)=:2sin5(a)i  —ß>)  0085(01  +  w) 


ist ,  so  ist 


e  1  6        1 

—(sin»! — sinw)  =  sin  ^  (»i  —  g>)»2  "^c^s  ^  («i  +  »)  > 

also   Dach  dem  Vorhergehenden: 

e  1  C'      1 

—  (6ino>|— sinoo)  =8in  5  (1«  + 1>) .  ^—cos^C«!  +  w)  • 


Nun  ist  aber 


sm 


l«=V^=iF=fäK=^)i- 


COS 


>„  =V"iiF=  =Vä  t'+('-=?)(  ^ 


=V"^  l'-C-?)!  • 


•  1     i/"! 

8in^o  =  Y  — 


—  COS» 


cos 


^=VT^=VäK^)i' 


also 


sin  5  (m  +  ^ 


= llV(>-^)0+°-=^) + VO+^X'-"-?)}' 


uti4  nach  dem  Obigen  ist: 
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2  -  cos  2  (coi  +  a) 


= -V  ('+•-?)  (■+?)-  V"0-°-i')0-^) 


Multiplrcirt  man  nun,  so  erhält  man: 


1  e        l 

sin  ^2  (m  +  t?)  .2  -cos^  (»i  +  w) 


K'+°-?)V"K?)'  -  ^  0-^)  V^K=?)' 


also 

.1  e        1 

8in5(tt-f  ©).2— cos5((0i  +0»)=  -slnt<  — sinr, 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

—  (sincoi — sinoo)  = — sintc — sino . 

Weil  nun  auch  noi— a)=«+t>  oder  coi — tü:=z2fe -^ (u+v)  wai ,  je- 
nachdem 

0<t«+c<«    oder    3r<tc-|-t'<2ff 
ist«  so  ist  nach  7): 

24)      ^  ,     oder 

5  i=  2  oft  {2ä*-  (tt+©)  +  (Binu+sinv)  ] , 

jenächdem 

0<«+t><w    oder    :n;<tf-|-r  <27r 
ist. 
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Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass 

also    €08s- (a>|-*«))  oegati?  «et 

Ist  dann  den  absoluten  Werthen  nach 

a  t08  2  C*"*! ""  ®)^  ^c<>s  y  (»i  +  cd) 
oder 

coSgC^i— 0))>-cos2  (ß>i  +«0). 

so  emd  die  Grossen 

1  c        1 

C0S2  (flh  — «) ""  fl  ^<>s  2  (g>i  +  ß>) » 

1  c         I 

«OS  2  (wi— »)+  ~  cos  ^  («1  +  ö) 

beide  negativ.     Also  ist  nach  14): 


cos 


^  K  -  «)  -  i  cos  i  («.+«.)=-V"(i-  ^)(l-  ^0 ' 


cos 


^(«,-0.)  +  1cos1k+«,)=- V  (l+2=?)(l+?=5)  ; 


woraus  sich 


COSrt"(Wl   —  G>) 


=4  i  VO +*?)(■+ "-?) + V  0-?)(>-  ^')l  ■ 


~cos^(c3i  +  a)) 


ergiebt. 


< 

V 


15* 
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Weil  bekanntlich 

2006(01 — iö)  =  4co8ä  (a>i  —  co)*-^2 

ist,   80  erhält  man  aus  der  ersten  der  heid«n  voratehendeo  Glei- 
chungen : 

woraus  sich  leicht 


crgiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Brfiche 

^P      „nd     «— •? 
a  a 

kleiner  als  die  Einheit  sind,    so  ist  es  verstattet 

25)    cost«  =  — '  ,         cos»  = ~ 

zu  setzen,    uiid' zugleich  ist   es  immer  möglich ,    u  und  v  so  zu 
nehmen,  dass 

ist.    Dann  ist 

also  nach  dem  Obigen 

cos(a)i — w) = cosMcosr  +  sintesint? , 
d.  i. 

27)    cos(<JOi  —  oo)  =  cos(?i--t?) . 
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Hieraus  ei^iebt  sich,  weil 

7r<a)i— :©<27r,    0<t< — v  <  ju 
ist: 

oj— «(io=:2;r  —  (u  —  w). 
Weil 

sinfi9|  —  sinoD  =s  28iii  5-  (i»|  —  cd)  cos  ö"  (^  +  *») 
ist»  so  ist 

—  (siDcoi— «inco)  =  sin  5-  (©i  —  co) .  2  --  cos  o  ^c*i  +  ß^)  5 
also  nacb  dem  Vorhergehenden : 

e  1  6        1l 

—  (sincöi— sinw)  =sinn-(tt^t?).2~cos2^(wi+cö). 


Man  Ist  aber 


sin 


cos 


|.=V"i^¥^"=V^K°-?)!' 

I 


also 


8inö-(« — c) 


=jiV"(>-^)0+^')-V^('+"-?)0-°-i^)h 


und  nach  dem  Obigen'  ist: 


r 
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=- V^('+^)0+°-?)+ V"0-°-?)('-"-i^)- 


Multiplicirt  man  nun,  so  erhält  man: 


1  e         1 


also: 

1  e        1 

sin  ^  (ti  —  t?) .  2  —  cos  s"  (a}i+w)= — (sinti — sinr) , 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

—  (siocoi  —  slnfl))!=  —  (sintf — sinr) . 
Weil  nun  auch  Oi — (D=2;r-~(u— t?)  war,  so  ist  nach  7): 

•  1 

28)     5 = s-  a6 1 27C-r(w— t?)  +  (sint<  —  sint?) ) . 

Wenn  den  absoluten  Werthen  nach 

1  1 

acos  ö (wi  —  «)< ecos o  («h  +  *") 


oder 


cos  iT  ( »1  —  ö)  <—  cos  zr  (g>i  +  w) 


ist;  so  ist  von  den  beiden  Grossen 
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COS  ^  (»1  —  cd)  ^ —  cos  5  (g)i  +  ©)  , 
l  e        l 

cos  ^2  (Wl  —  ÜO)   +  -COS^C©!  +  ») 

die  erste  positiv^  die  zweite  negativ.    Also  ist  nach  14): 

C08|(ß,,  -  O)  -  ^  COS  ^  («,  +  C)  =      Y   (l  -  ^)  (l-  "^^  , 


COS 


woraus  sich 


cos  2  (o>i  —  ß>) 


=-1  iv^  (H"-i2)(>+i?)  -v'('-°-?)0-"-?)i . 


~  cos  2  (»1  +  w) 


=- 5 IV"  (■+"-?')  0+ °?) + ^0==?)  0- ^i") 


ergiebt 

Weil  bekanntlich 

l 

2cos(a}i— -cö) =4cos  «(©i  —  cö)^— 2 

ist,  so  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstebenden  Glei- 
chungen: 

2«»(^-.,=(.+«-^)(l+"-i?)  +  (l-==H)(l-^)-. 

woraus  sich  leicht 


2S0 


ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Brüche 

a  a 

kleiner  als  die  Einheit  sind,  so  ist  es  verstattet 


1  ■» 


29)     cosM  = '  ,    cost?  = *• 

^  a  a 

zu  setzen,    und  zugleich  ist  es   immer  rauslich,    u  und  ü  s#  zv 
nehmen,  dass 

ist.    Dann  ist 

30,  .i..=v,_c-=f)',  .■,..=v",-(s=j)', 

also  nach  dem  Obigen 

cos(o»| — (D)  =  costico6r'— sintcsine, 
d.  u 

31)    cos(c}i  —  co)  r=:  cos(tc  +  v) . 

Hieraus  ergiebt  sich 

©1 — (»  =  t«  +  r    oder     Wi  — a>=2rv  —  (m+i?), 

jenachdöm 

J5<tt+r<2;t    oder    0<tt+r<» 
ist 

Weil 

sinwi — sin(o=2sinö  (cöi  —  <o)  cos^  (ß>i  +  w) 
ist,  so  ist 
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e     ,  1  e        1 

— (sinioi — sioco)  =  sin  5  (ooi  —  a)).2  —  cos  « ( Wi  +  ®)  > 

also  nacb  dem  Vorhergehenden: 

e  ,1  e        l 

—  (sin  ©1—810  cd)  =sin6^(M  +  t?).2— coSrtCoox  +  od). 

NöD  ist  aber 


.    1         4/"3— cosM     tri  U     /«— P\i 


sm 


cos 


=V"5  i'-C-?)i  • 


.    1        t/"! 
sin^t>r=w  — 


—  COSÖ 


cos 


r=V"^^=V"5l'+(^')l= 


also 


sin  2  (m  + 1?) 


=MV"0-=?)0+°-?)+Y('+?)(-°-?)l' 


und  nacb  dem  Obigen  ist: 


2  -  cos  2  (coi  +  (o) 


= -V"(h?)  0+=iO-  V  0-°-i^)0-^) 


Moitiplieirt  man  nun,  so  erhält  man: 
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1  e        l 

sin  ,2  (u  +  r)  .2  -cos^  {a^i  +  m) 


=-K'+"?)V'-(^r  -  ^('-=?)  V  •-(=?)' 


2 


also 


.   1  c        1 

sin 5(1«+  u)  .2--cosö(q)i  +  ©)=  -sin«  — sin», 

und  folglich  naNsb  dem  Obigen:  « 

—  (sinooi — sinflo)  = — sin« — sinr  • 

Weil  nun  auch  coi—cu^^u-i-v  oder  ©1 — ö)=2«  —  (tf+r)  war,  je- 
uachdem  •. 

7r<i«  +  r<2jt     oder    0<tt+r<« 
ist,  so  ist  nach  7): 


5s=  ^a6{ti-f  ü+ (sintt  + sint?)} 


32) 


oder 


5  =  2  fl&  f  2«—  (tt+r)  +  (sinv-f  sinr) } , 


jenachdem 


ist. 


jr<ti  +  r<27r    oder    0<tt-fr<« 


Wir  wollen  das   Vorhergehende  durch    einige   Bißispiele  er- 
läutern. 

Soll   der   Flächeninhalt  E,  der    ganzen  Ellipse  bestimmt  wer- 
den, so  müssen  wir 
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sn.     Also  ist 

2p=:r+ri+«=:2(a— c),    ;>=sa  — e; 

2y=r+ri — s=2(a — e),    q  =  n — e] 

ich 

a — p      e  a  —  q      e  , 

cost<  =  — ^=  -,    coso  = •'  =  — 5 

a  a  a  tt 

M  =  !7.    Ferner  ist  g)=0,  (»1=271;,  also  . 

ß)j  —  a)=27i;,     ooi -f-a)=r-27r;  , 

1  1  ' 

,2(0)1— co)  =  TT,     2(*^i  +  '^)^^' 

cosö(ß>i  —  o>)= — 1>     cos2(g>i  +  ö>)  =  —  I; 
riaher  offenbar  den  absoluten  Wertben  nach 

COS^  (Wl—  G>)   >  ^COS^  (»!  +  «>). 

.  nun»  da  coi — (x>=z27t  ist,  dieser  Fall  offenbar  dem  allgemei- 
Falle,  wenn 

TT  <  cöj -— ß}<2;t 
untergeordnet  werden  muss,  so  ist  jetzt 

den  absoluten  Werthen  nach 

1  c        1 

COS  ^2 (ß>i  —  G»)  >  -  cos^icoi  +  Co) . 

haben   also  die  Formel  28)  anzuwenden*    Dadurch   erhalten 
weil  u  =  v,  sini£  =  sinv  ist,  auf  der  Stelle 

1 

jE  =  r>  fl6.27C ,    also    E  =  abn ; 


es   sein  muss. 

Ml  W.  16 
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Wir  wollen  annebmeD,    dass  die   beiden*  Vectnren  r  und 
auf  der  Hauptaxe  der  £llipse  senkrecht  steben;   so  ist 

r=r,  =TV^a«— e*  =  T->     «=-r-; 


a  a 


also 


2;>=r  +  ri  +  s=— -,    p=-z-; 


o       ■  « 


2y=:r+ri~«=0,    y=0; 


folglich 


a — p      ,      26^                  a — g     , 
cosi«= — ^=1 s-,    co8»= =J; 

woraus  sich 


=Arccosfl jpj,    f?=0 


/      262\ 
ergiebt,  natürlich  Arccosf  1— — y  J    zwischen  0  und  »  gentfmm 

Nun/  ist  aber   in  diesem  Falle  offenbar 


cos(ö=  — ,  sinß)=  — • 
a  a 

Ferner    ist     o[>|  =  2;c — oo,    also  cosco^  =  cosoo,    siAOf>i  = — sii 
folglich 


Weil 


cosö)i=-,    sm(öi  =  — -. 


©1— 03=2« — ^2«a,    cai  +  a)s=2« 


ist,  so  ist 


2  («»1—0))= TT  — CO,    ^(wi +«>)  =  »; 


also 


COSq  (wi— ©)=-^co»»,    cos^(oii-|-o))=:  —  1; 


d.  i. 
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t 
COS  5(01 — 0))=: -9      COS;t-(Wi  +  w)  =  —  1. 

In  diesem  Falle  ist  folglich  den  absoluten  Werthen  nach 

cosg-  (o>i  —  ^^)  ~  ä  ^^^^  ^^^  +  ß>) » 
und  weil  nan  . 

JT  <  (Dj  —  M  <  27r 

ist,  so  kann  man  sowohl  die  Formel  28) »  als  auch  die  Formel  32) 
anwenden.-  Weil  aber  offenbar 

0  <  M  +  r  <  TT 

ist,  so  muss  man  die  zweite  der  Formeln  32)  anwenden.  Sowohl 
aas  der  Formel  28),  als  auch  aus  der  zweiten  der  JB'ormeln  32) 
erhält  man  aber 

5  =  ^  «6 1 2«  -  Are  cos  (1-  7^)  +  V^  1-  (1-  ^y 
oder 


oder 


5=2aÄJ2»-Arccos(l--^)  +  -^j  • 


^     Man  überzeugt  sich  leicht,   dass   diese  Formeln  mit  anderen 
aus  der  Lehre  von    der  Quadratur  der  Ellipse   sich  ersehenden 
i     Formeln  übereinstimmen,  oder  wenigstens  ohne  Schwierigkeit  auf 
^     dieselben  zurückgeführt  werden  können. 

Für  den  Kreis  ist  azzib,  e=0;  also 

5  =J  2  ^*  { 27t— Arcco8(— 1) }  =  ^  a«(2;t-- ä)  , 

IL  5=5  0^»,  wie  es  sein  muss,  da  im  vorliegenden  Falle  iM 
S^ment  5  offenbar  dem  Halbkreise  gleich  ist. 

Setzen  wir  r=:ri=a,  also  s=:26,  so  ist 

2jt;=:r  +  ri+jf=2«+26,    p^a-{^by 

16* 
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iq^zr-i-ri — *  =  2« — 26,    9=11—6; 
also 

«— ü  6  a  — flf  6 

C08tt=: ^= ,     cost'= -=:  +  — • 

n  a  a  a 

Ferner  i8tGo=:^9r,     c%  =  ä^;   also 

(öj  —  Go  =  9r,  G)i  +  cö  =  2jr; 

^(»i  — (o)  =  2^'      2^"'i  +  ^^~^* 

Also  kann  dieser  Fall  dem  allgemeinen  Falle»  wenn 

0<(ia;i — ©<« 

ist 9    untergeordnet  werden;    und  da  nun  den  absoluten  Wertfaen 
nach 

1  ei 

€OSö  (©1  • —  ©)  <  —  COS^  (g)|  +  ©) 

ist,  so  muss  man  die  Formeln  24)  anwenden.  Weil  aber  offenbar 
ti-f  t?=7(  ist,  80  muss  es  gleichgültig  sein,  ob  man  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  Formeln  24)  anwendet.  Die  erste  For* 
mel  giebt 


also  wieder 


Die  zweite  Formel  giebt  ' 

Das  Segment  5  besteht  in  diesem  Falle  offenbar  aus  der  halben 

Ellipse  und  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  mit  der  Grandlioie 

26  und  der  Höhe  e.    Also  ist  nach  bekannten  Sätzen 

I 

5=2  a6w+ n  •  26.ß , 


\ 


237 


d.  i. 


1 


$=z^ab7t-{-eö 


Aber  e=V^fl^-6^=ay  1— -^;   also 

5  =  2  ^^^  +  «^y  1""^' 


oder 


S  =  |a6  jw+ayi-^j   . 


ganz  wie  vorher. 

t 

Schon  diese  wenigen  Beispiele  werden  hinreichen ,  den  Ge- 
brauch der  von  mir  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  voll- 
ständig zu  erläutern. 


23S 


Oleichnn^en    der    Bewe^un^     eines 
Pendels   auf  der   sich  um  Uhre  Axe 

drehenden  Srde. 


VOD 


Herrn  Doctor  Haedenkamp, 

Lehrer  am  Gjmnasiam  zu  HaiDm. 


Um  den  Foucault'scbe 
Umdrebun^^  der  Erde  liefern 
mir  die  allfi^emeinen  Formeln 
dabei  die  Rotation  der  Erde 
theile  sie  hier  mit.  Ich  habe 
zur  ßestimmung  des  Falles 
Erde  eingeschlagen  hat. 


• 

n  Versuch,  der  den  directen  Beweis  de 
soU^  erläutern  zu  können,  habe  ick 
der  Bewegung  eines  Pendels,  wenn 
berückisicbtigt  wird,  entwickelt,  und 
dabei  den  Weg  verfolgt,  den  Gauss 
der  Körper   auf  der  sich  drehenden 


Seien  X,  Y,  Z  die  rechtwinklichen  Coordinaten  des  End- 
punkts A  eines  Pendels,  deren  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt 
der  Erde  ist,  und  zwar  sei  die  Axe  der  JIl  senkrecht  auf  der 
Ebene  des  Aequators  und  die  Axe  der  F  senkrecht  auf  demjeni- 
gen Meridian,  in  welchem  sich  A  im  Anfange  der  Bewegung  be- 
findet. Für  den  Aufhängepunkt  des  Pendels,  den  wir  mit  B  be- 
zeichnen, sei  X=iX' y  \^Y'  und  Z=Z',  Um  nun  auch  die 
Bewegung  des  Pendels  auf  den  mit  dem  Beobachter  beweglichen 
Horizont  zu  beziehen ,  seien  ferner  für  dieselben  Punkte  A  und  B 
X,  y,  %  und  a,  j5,  y  die  Coordinaten  auf  ein  anderes  Coordinaten- 
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im  bezogen^  deren  Anfangspunkt  auch  der  Mittelpunkt  der 
ist.  "Wir  wollen  die  Ebene  der  Axen  von  üs  und  y  in  der 
Horizonte  parallelen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ge- 
en  Ebene  annehmen,  und  zwar  soll  die  Axe  der  a:  in  die 
tung  von  Norden  nach  Süden  und  die  der  y  in  die  Richtung 
Westen  nach  Osten  fallen;  z  fällt  also  in  die  Richtung  des 
es.  Um  von  dem  einen  Coordinaten  -  Systeme  zum  andern 
;ehen  zu  können^  setze  man 

Z=a''x  +  b"y+&'z; 

$ 

wird  auch  bekanntlich  umgekehrt: 

ytxsbX  +  b'r+b''Z, 

z=cx+c'r+&'z. 

die  Punkte  A  und  B  kann  man  ohne  Fehler  X  mit  X\  Y 
Y'  und  Z  mit  Z*  parallel  setzen,   so  dass  auch 

X'=:aa  +bß  +  cy, 
r=a'a  +  b'ß  +  &y, 
Z'i=za"a  +  b''ß  +  &y. 

D  die  Länge  des  Pendels  /  gesetzt  wird ,   so  wird  noch 

die  Grössen  a,  a*,  a'%  b,  b*  etc.  betrifft,  so  werden  diese 
nntlich^  wenn  die  Länge  und  Breite  der  Punkte  A  und  ß 
1  i\}  und  fi  bezeichnet  werden,  folgendermassen  ausgedrückt: 
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a  ==  sinf»cosi^ , 
a*  =  siiifisinif;  y 
a"= — cosfi; 
6  =  — sinij; , 
1)       <6'  =cosi/;, 
A"  =  0; 
c  =Cos/[iCOSt/;, 


c"=sin|x 


Da  durch  i/;  auch  zugleich  der  Winkel  hezeichnet  wird,  um  wel- 
chen sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  gedreht  hat,  so  kann  man  auch, 
wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  der  Erde  bedea- 

8t/;- 
tet,  tlß=:nt  und  also  gr—«   setzen. 


2. 


Wir  wollen  jetzt  die  Gleichungen ,  welche  die  Bewegung  des 
Pendels  unter  dem  Einflüsse  der  Drehung  der  Erde  darstellen, 
entwickeln.  Ich  betrachte  der  Kurze  wegen  hier  das  Pendel  als  , 
*  ein  einfaches.  Wenn  die  Anziehungskraft  der  Erde  in  dem  Punkte  ' 
A  oder  ß  durch  g  und  der  Radius  der  Erde  durph  r  bezeicbuet 
wird,  dann  werden  die  Kräfte,  die  auf  das  Pendel  nach  den  Rich- 
tungen X,   F,  Z    wirken,  durch   - — >  *^9  ^—  ausgedrückt;  diese 

feben  in  Verbindung  mit  der  Bedingung,  dass  die  Bewegung  des    , 
^unktes  A  nur  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom    Halbmesser 
/  vor  sich  gehen   kann ,    folgende  Fundamentalgleichungen  lur  die 
Bewegung: 

d^X      gX      N(X-X') 

d^Z  ^  ffZ  ,  N(Z-Z') 

Um  die  Bewegung  des  Pendels- gegen  die  im  Räume  beweg- 
liehe  Ebene  des  Horizonts  kennen   zu  lernen,    müssen  in  diesen 
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GleichuDgen  die  Grossen  X,  Y,  Z  durch  xfg,z  ausgedrückt 
werden.  Zu  diesem  Ende  multiplizire  man  die  erste  dieser  Glei- 
chungen mit  üy  die  zweite  mit  a\  die  dritte  mit  a'^  und  addire; 
dann  multiplizire  man  ferner  dieselben  drei  Gleichungen  mit  b,  b\ 
b**  und  endlich  mit  c,  c^  d*  und  addire  jedesmal;  dadurch  erhält 
man  statt  der  vorhergehenden    diese  drei  Gleichungen: 

Jetst  drücken  wir  vermittelst  der  Gleichungen  I)  die  Werthe  (iSr 
9*2,  d^F,  8^Z  durch  x,  y,  i,  a,  b,  c  u.  s.  w.  und  deren  üiffe- 
renziale  aus:  setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  (üt  d^Xn.  s.  w. 
in  die  Gleichungen  2),    so  erhält  man  folgende  drei  Gleichungen: 

Der  Kürze  wegen  ist  n — rri^^zff^  gesetzt  und  bedeutet  die  wirk- 
liebe  Schwere  unter  dem  Aequator.  Wollte  man  die  Abplattung 
der  Erde  noch  berücksichtigen,   so  müsste 

1  sinft^       cosfi,^ 

gesetzt  werden.  Ich  bemerke  noch,  dass  w^sinftZ  die  Schwung- 
kraft tur  die  Breite  fi  nach  der  Richtung  der  Schwere  und  n^co»(iZ 
die  nach  der  Richtung  des  Meridians  zerlegt,  bedeutet;  beide 
Kräfte  sind  also  hier  kleine  Grössen.  Ist,  wie  wir  hier  anneh- 
men, die  Erde  eine  Kugel,  dann  ist  auch  noch  «=0,  j5=0. 

Die   Grossen    —   und  -     kann    man    in    den    vorhersehenden 

r  r  ° 

Gleichungen  ohne  Fehler  vernachlässigen  und  -  gleich  1  setzen; 
dadurch  werden  dieselben  folgende: 
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» 

Hierin  ist-für  2— y  noch  2  und 

g'*=^g*  +w^sinfiZ=^ — rw^os*/* 

gesetzt,  und  es  bedeutet  g'*  die  wirkliche  Schwere  im  Punkte  A 
oder  B  9  da  rn^cos^fi  die  Schwungkraft  nach  der  der  Schwere 
entgegensetzten  Richtung  ist.  Diese  Gleichungen  integrirt  beant- 
worten alle  Fragen^  die  man  über  die  Bewegung  eines  Pendel« 
auf  der  rotirenden  Erde  -stellen  kann.  Indessen  sind  diese  In- 
tegrale in  endlicher  Form  nicht  zu  erhalten  ^  obgleich  ein  Integral, 
nemlich 

^  J^^  —  =^"2  -  n^cos(iZx  +  C . 

sich  leicht  aus  4)  ergiebt.  Hier  kümmt  es  zunächst  nur  darauf 
an  9  die  Grösse  tier  Drehung  der  Schwingungsebene ,  wie  sie  beim 
Foucault*schen  Versuche  beobachtet  wird,  kennen  zu  lernen.  Der 
Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  für  ^  =  0  der 
Schwerpunkt  des  Pendels  in  der  Ebene  des  Meridians  liege,  und 
die  Geschwindigkeit  =0  sei.  Multiplizirt  man  nun  die  erste  der 
Gleichungen  4)  mit  y  und  die  zweite  mit  x  und  subtrahirt,  so 
erhält  man: 

^  (        dfi       )  =««'"'*  "Sf-  +2«<:o«f^  -8t  • 

Die  Projection  der  Pendellänge  auf  die  Ebene  des  Horizonts  sei 
Q  und  bilde  mit  den  Axen  x  und  y  die  Winkel  (p  und  -q — tp,  so 
dass  also: 


und 


x  =  QC08q),    y=zQamq> 


ydx — xdy  =  g^Sq) : 


dann   ist 


V  "~8<2 — )  =  wsuift  <N .- H-"2wcosfi.i 
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uod 


5)      gr==w8inft+ — 2^  I  ^^^' 


Sind  die  Schwiiigungeii  des  Pendels  klein,  so  dass  92=0  gesetzt 
werden  kann,  so  hat  man  ' 

In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Drehung  der  Schwinguugs- 
ebene  des  Pendels  der  Zeit  proportional  setzen,  und  während  clie 
Schwingtingsebene  sich  um  360^  dreht,  dreht  sich  die  Erde  hm 
den  Winkel 

27C 


sinjLi 

^1  Wir  sehen  aus  der  Gleichung  5),  dass  bei  grösseren  Schwin- 
1 1  gpogsbogen  die  Geschwindigkeit,  womit  die  Schwingungsebene 
''      sieb  dreht,  nicht  ganz  constant  sei,    sondern  um  die   periodische 


.  4 


Grosse 

2ncosii 


e* 


^/^z 


grösser  oder  kleiner  als  nsinfi  werden  kann.  Für  eine  kurze  Dauer 
der  Schwingungen  kann  man,  wie  leicht  zu  sehen, 


/  .T9r=cosg)   /  qdy 


setzen.  Hieraus  folgt,  dass  bei  gleichen  Schwingungsbogen  für 
•fgo  und  — (p  die  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Schwinguogs- 
ebene  gleich  sei.  Finden  die  Schwingungen  in  der  auf  dem  Me- 
ridian senkrechten  Richtung  statt,  so  ist 


cosqp  /  ^8z  =  0   und    öT-  =  «sinft. 


Wenn  die  grosste  Abweichung  des  Pendels  vom  Lothe  dnrch  u 
bezeichnet  wird,  dann  ist  näherungsweise  für  eine  ganze  Schwingung: 


292COS|X  COSQ) 


Q" 


/^        Ttcosusini« 
xoz  =» k .  cosg) ; 


diese  Grösse  ist  zwar  gegen  ?isin|ii  klein,  genaue  Versuche  aber 
mit  dem  FoucauIt*schen  Pendel  könnten  doch  dieselbe  noch  viel- 
leicht herausstellen. 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

Bei  Uebersendung  des  obigen  Aufsatzes  schreibt  mir  Herr 
Doctor  Haedenkamp  Folgendes,  was  ich  hier  noch  mitzathei- 
ien  für  meine  Pflicht  halte,  indem  ich  zugleich  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  für  die  Uebersendung  seines  Aufsatzes  danke,  und  mich 
freue,  dass  mein  eigner  Aufsatz  über  diesen  Gegenstand  im  ersten 
Hefte  dieses  Bandes  den  Hauptzweck,  welchen  ich  bei  Mitthei- 
lung desselben  hatte,  nämlich  die  Mittheilung  weiterer  Untersu- 
chungen über  den  schonen  Foucault'schen  Versuch  zu  veranlas- 
sen,  schon  erfüllt  hat.  Möge  die  obige  Mittheilung  nicht  die 
letzte  sein ! 


„So  eben  erhalte  ich  von  Ihrem  Journal  das  Heft,  welches 
die  Abhandlung  von  Ihnen  über  den  Foucault'schen  Versuch  ent- 
hält. Bei  Durchlesung  derselben  fiel  mir  meine  schon  vor  V2  Jahr 
gemachte  und  schon  fast  vergessene  Abhandlung  ein,  die  ich 
über  denselben  Gegenstand  geschrieben.  Da  ich  nun  keine  andere 
Auflüsung  als  die  Ihrige  und  die  von  Eschweiler  kenne  und 
meine  Losung  des  Problems  eine  ganz  andere  ist,  so  glaube  ich» 
dass  dieselbe  Interesse  hat,  und  übermache  sie  Ihnen  hiernebeii 
mit  der  Bitte,  solche  in  Ihr  Journal  bald  möglichst  einrücken' 
lassen  zu  wollen.  Zugleich  ersuche  ich  Sie,  mir  einige  besondere 
Abdrücke  der  Abhandlung  demnächst  auf  geeignetem  Wege  zu- 
kommen zu  lassen.  Sie  werden  sehen,  dass,  wie  ich  gefunden, 
die  Drehung  der  Schwingungsrichtung  gegen  den  Horizont  nicht  ' 
ganz  constant,  sondern  von  einem,  wenn  auch  kleinen  periodi- 
schen Glied e  noch  abhängig  ist.  Dieses  kleine  Glied  müsste  sich, 
wenn  die  Versuche  mit  möglichster  Schärfe  angestellt  wurden., 
herausstellen.  Ich  kenne  keinen  andern  Versuch,  bei  dem  sich 
dieses  in  der  That  wirklich  herausgestellt  hätte,  als  den  in  Min- 
den gemachten." 

Die  Herren  Physiker,  welche  sich  mit  Foucault'schen  Pendel-    -■ 
versuchen  beschäftigen  würden,  also  hierauf  besonders  zu  achten 
haben. 
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Miscelle 


-    Beitrag  zur  Buchstabenrechnung. 

Ton  Herrn  Professor  G.  De  eher  an  der  polytechnischen  Schule  zu 

Augsburg. 


Bisher  bat  man  sich  in  den  Lehrbüchern  der  Algebra  darauf 
/    beschränkt,    nur  solche  zweigliedrige    irrationale  Nenner  rational 
xn  machen ,  deren  Wurzelgrössen  Potenzen  von  2  zu  Exponenten 
haben,  wie 

a  a  a  ^ 

3    u.'  s.  f. 


VT±Vc'    vT+v"c'    Vb±>/"i 


Das  Verfahren  besteht  bekanntlich  darin,  den  Zähler  und  Nen- 
Der  mit  der  Differenz  oder  Summe  der  Wurzelgrössen  des  Nen- 
ners zu  .multipliziren ,  jenachdem  dieser  selbst  eine  Summe  oder 
eine  Differenz  ist.    Mit  Nennern  von  der  Form 


a  a 

ä —  9     -g ^ —  ;    u.  s.  w. 


hat  man   sich  nicht  befasst.     Das    vorhergehende   Verfahren  ist 
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aber  in  einem  allp^emeineren  enthalten,  durch  welches  alle  binom 
Nenner  rational  gemacht  werden   können. 

Beachtet  man  nämlich,    dass,   wenn  n  eine  ganze  Zahl  is 
der  Quotient  von 

fl" — ö" 

— ^1^^    immer   eine  geschlossene  Reihe   gibt;    von 

— TT-    nur,    wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;    von 

a^  -f-  b^ 

— nr     nur^  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist;  von 

Hfl  -Lhn 

^^2^     dagegen  niemals; 

so  wird  man  leicht  finden ,  dass  man  den  Bruch    g^ ^n —       *' 

Zähler  und  Nenner  nur  mit  6 — c  multipliziren  darf,  um  den  irn 
tionalen  Nenner  zu  beseitigen;  denn  man  hat 


a 


a  b — c 


VT+Vc"  VT±Vc 


=  IZTc  (  V^6*"-*  T  V  62«-2c+etc.+,V  Ac^-«iF  V"c*"-*y 

Ebeosa  wird  der  Nenner  des  Bruches  ^^^^    ^^^^  rational  werdet 

'^b'-STc 

wenn  man  Zähler  und  Nenn«T  mit  h  —  e  mdtiplizirt ;  der  N«itn< 

a 
des  Bruches  ^;;q:j — 2^ ,    wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  h  + 

V6  +  Vc 
multiplizirt ;  man  hat  also 

a  a  b-\-c 


~6  +  c  (  V6^+V6^-ic+  etc.  =F  V^6c^-i  +  V  c«»  ) . 
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um  endlich  den  Nenner  des  Bruches •^—    rational    zu 

V6"+Vc 
macfaeD«    verwandelt  man  die  Warzeigrussen  in  solche  mit  glei- 
ehcD  Exponenten«  und  hat  dadurch  den  Ausdruck: 

a  a 


tn  n  tnn  tnn 

welcher  wieder  auf  einen  der  vorhergehenden  Fälle  zurückkommt. 

Durch  dieses  Verfahren  kann  demnach  jeder  hinome  irratio- 
nale Nenner  unmittelbar  rational  gemacht  werden«  und  es  ist  da- 
bei nicht  nothwendig,  vierte  Wurzeln  erst  in  zweite«  u.  s.  f.  zu 
verwandeln. 


Bemerkung  zu  Eulers  Integralrechnung. 

Von  Herrn  Professor  Dr.  Wolfers  zu  Berlin. 


In  Eulers  Institutionum  calculi  integralis  Volumen 
primum.  §.  233.  findet  sich  folgende  Stelle:  Veluti  si  propo- 
neretor  haec  formula 

e^xdx 


(1+^)«  ' 


\'. 


facile  est  sospicari   integrale«    si  datur«    talem  formam  esse  ha- 
bitumm: 


e^z 


Hnjos  ergo  differentiale 

e'\dz{l-\-x)-\-xzdx] 


i2  — 


cum  Ulo  comparatum   dat: 

dz  (i-{-x)-{-  xidx = xdx « 
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ulii  8tatiin  patet  esse  z  =  )^    quod  nisi  per  se  pateret,.  ex  reguli» 
diiBculter  cognosceretur. 

Nun  scheint  es  mir,  .als  ob  das  vorgelejgt^  Differential  ziem- 
lich direct  integrirt  werden  kann^  und  zwar  folgendermassen :  Ich 
setze  zur  Vereinfachung  l+a:=rz,  also  x  =  z~-l  und  dx=dz;  als- 
dann wird,  wenn  ich  das  gesuchte  Integral  durch  y  bezeichne: 

ß"  ()z  1 

also,    weil  ^  =  8.1z  und  -2=— 3.—   ist,    dutch  theilweise  Inte- 
gration : 

und  da^  wieder 

/  -  e«-%=:  e^-K\z  —   flz.e^-^dz : 

3/=c»-\lz—   /  lz.c*-*&  +  ^^— {«*-Mz—   /  Iz.c^-^Szl 
z  1+a:* 


Druckfehler.  •  ] 

In  Theil  XX.  8.  11  Z.  9.  lese  man  Ganzzahl,  '   ^ 

S.  14.  Z.  6.  lese  man  scheiden,  •   i 

S.  15.  Z.  19.  für  j—    lese  man  -5-  9 

au  dx 

S.  23.  Z.3.  fehlt  (17),  ' 

8.25.  Z.  3.  nach  Werthe  fehlt  begrenzter  Integrale,     ! 

8.  30.  Z.  16.  und  18.  statt  <Zt£  setze  man  —  > 

u 

8.  30.  Z.  18.  statt  +1— (-f  1)  setze  man  I(+1)-h.I(+1). 
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Heber   ü  e  I  1 1 1  n  i  e  n. 

Von 

Herrn  Doctor  M.  Cantor 

> 

in   Heidelbergs 


Der  Name  Leitlinie  oder  Directrix  ist  von  verschiedenen  Ma« 
hematikern  in  verschiedener  Bedeutung  benutzt  worden.  Wir 
assen  ihn  hier  in  derselben/ Bedeutung  wie.Raabe  in  einem 
Uifsatze  im  zweiten  Bande  von  Cr  eile's  Journal^  der  folgende 
)e6Dition  giebt:  Leitlinie  einer  gegebenen  krumnien  Linie  ist  die- 
eoi^e  Linie«  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Normale, 
reiche  von  irgend  einem  Punkte  jener  Curve  auf  sie  gefallt  wird, 
deich  der  Entfernung  jenes  Punktes  von  eiue.m  gegebenen  festen 
rankte  der  Ebene  ist  An  diese  Definition  uns  anschliessend 
rollen  wir  hier  die  Untersuchung  aufnehmen ,  und  neben  einigen 
nteressanteo  Einzelheiten  namentlich  noch  allgemeine  Formeln  in 
kzug  auf  Polarcoordinaten  mittheilen,  so  wie  auch  eine  Erwei- 
eniDg  des  Begrifies»  der  zu  Leitflächen  führt,  andeuten. 


1. 


Wir  wollen  zur  deutlicheren  Verständniss  die  Curve,  zieren 
Leitlinie^  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  eine  andere  Curve  ist, 
n&mer  die  Curve  ohne  weitere  Bezeichnung  nennen;  ferner  wer- 
^«D  wir  fSr  alle  Grossen,  die  sich  auf  die  Curve  beziehen,  latei- 
nische Buchstaben  gebrauchen,  ftir  alle  Grössen  aber,  die  sich 
«Qf  die  Leitlinie  beziehen ,  griechische  Buchstaben. 

Th«!  XX.  n 
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Um  muglich  einfache  Formeln  zu  erhalten,  nehmen  wir  den 
gegebenen  ßsten  Punkt  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligeo 
Coordjnatensystems,  und  in  Beziehung,  auf  dieses  seien  die  GM- 
chungen  der  Leitlinie  und  der  Curre: 

1.  yXI,  r,)=Q, 

2.  f(x,y)=0. 

Die  Normale  zur  Leitlinie,  welche  zugleich  darch  einen  Punkt 
,T,  y  geht,   hat  die  Gleichung 

Und  endlich  ist  die  Entfernung  ! der.  Punkte  Xy  y  und  ^,  r^  der 
Entfernung  des  Punktes  Xy  y  vom  Coordinatenanfangspunkte  gleich 
zu  setzen,   d.  h.  V{(ar-£)^  +  (^— i?)2.}  =  yU*+i(*lpder. 

4.    l^-{'7i^=%ix-{^riy). 


;   .  f    -  ^  .. 


Nun  sind  zwei  Aufgaben  möglich.  Entweder  die  Leitlinie  ist 
gegeben  (Gleichung  l.)  und  man  sucht  die  zugehörige  Curra 
(Gleichung  2.)  oder  umgekehrt.    Die  erste  Aufgabe  ist  eine  gant 

bestimmte,  iA<lem  aus  L  der  Differeütialquoti^nt  ^  :ge8udbf  mid 

in  3.  substituirt  wird,  worauf  zwischen  der  so  timgewan4Miin| 
Gleichung  3, ,  der  Gleichung  1.  und  der  Gleichung  4. ,  .die  U'nfi^ 
kannten  I,  9j  eliminirt  werden  können;  und  die  äbrtg  blelfietfibl 
Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  die  gesuchte  Gleichung  2. 

Auch  geometriscl^  J^ann  man  sich  die  Bestimmtheit  dieser 
Aufgabe  leicht  versinnlichen.  Denn  es  sei  o  in  Taf.  Ol.  Fig.  I. 
der  feste  Coordinatenanfangspunkt  und  |x  ein  Punkt  der  Leitume 
«ß,  man  sucht  den  zugehörigen  Punkt  m  der 'Curvc.  Die  AnP 
lösung  besteht  einfach  darin,  dass  man  in  fi  an  aß  ^>e  Normale 
(nju.^  zieht,  ferner  die  Verbindungslinie  fca  und  in  deren ' Mitte' die 
Senkrechte  6d*  errichtet.  Der  Durchschnittspimkt  deir  dd*  ürft^dW 
fifi'  ist  der  gesuchte  Punkt  m. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  umgekehrte  Aufgabe  se* 
stellt  ist,  nämlich  zu  einer  gegebiBnen  Curve  die  Leitlinie  zu  fin* 
den.  Denn  ist  (Taf.  III.  Fig.  2.)  ab  die  Curve,  so  ist  zur  Be- 
«stimmung  des  Punktes*  ^  nur  die  Bedingung  99io:=iiiif^  gegeben, 
d.  h.  der  Ort  des  Punktes  /i  ist  die  Peripherie  des  um:  fJti  tnit 
dem  Halbmesser  mo  beschriebenen  Kreises,  oder  es  giebt  unend- 
lich viele  Leitlinien,  die  einer  Curve  zugehören.  Die  weitcjre  Be- 
dingung, dass  myi,  zur  Leitlinie  normal  sein  soll>  komQit  aller- 
dings auch   in  Betracht;  aber  bei  dem  ersten  Punl^te  det  G^wve» 
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'  tu  wrelchem  der  entsprechiende  Punkt  der  Leitlinie  gesacht  wird, 
.  bt  es  jedenfalls  ganz  willkührlich,  wohin  wir  in  der  Peripherie 
des  erwähnten  Kreises  fi  verlegen.  Indessen  wird  die  ganze 
Schaar  der  Leitlinien  stetig  auf  einander  folgen  und  dem  gemäss 
in  der  Regel  eine  einhüllende  Linie  haben,  die  alsdann  selbst 
auch  Leitlinie  der  Curve  ist.  Denn  jeder  ihrer  Punkte  ist  zugleich 
Punkt  einer  Leitlinie,  welche  sie  tangirt,  mit  welcher  sie  also  eine 
gemeinschaftliche  Normale  hat. 

Zu  derselben  Bemerkung  gelangen  wir  auch  analytisch.   Sind 
nämlich  die  Gleichungen  2. ^  3.,  4.  gegeben,    so  folgt  aus  3.  und 

4.3  wenn  zur  Abkürzung  -^  =zr^*  gesetzt  wird: 

ö-     ^-      2(1,-^,,')      •         y-      2(4,-|V)      ' 
and  durch  Substitution  in  2.: 

J\    ^{n-if,>)     '   -2(^=17)— ;-'^«'''''»)=0' 

welches  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Leitlinie  ist.  Bei 
deren  Integration  erscheint  nun  eine  willkührliche  Constante, 
welche,  als  veränderlicher  Parameter  angesehen,  unendlich  viele 
Leitlinien  giebt.  Im  Allgemeinen  wird  sich  aber  ausser  dem  all- 
eemeineo  Integral:  q>{^,  i^,  const.)-=:0  auch  noch  ein  singuläres 
integral  g7x(f,i})=:0  ergeben,  welches  keinen  veränderlichen  Pa- 
rameter mehr  enthält;  und  dessen  Bedeutung  ist  alsdann  bekannt- 
lieh die  Einhüllende  der  durch  das  allgemeine  Integral  angegebe- 
nen krummen  Linien. 


3. 


Schon,  der  Umstand,  dass  die  Entfernung  eines  Punktes  vom 
CoordiDatehanrangspunkte  zum  Ausdrucke  eines,  wesentlichen  Thei- 
les  unserer  Aufgabe  dient,  scheint  darauf  hinzudeuten,  dass  es 
angemessener  wäre  zu  Polarcoordinaten  überzugehen ;  und  in  der 
That  treten  dabei  weit  einfachere  Formeln  hervot.  Zum  Pole  der 
neuen  Coordinaten  nehmen  wir  wieder  den  festen  Punkt,  d.  h. 
den  früheren  Coordinatenanfangspunkt,  und  zur  Achse  die  frühere 
Abscissenachse.  Nun  ist,  wenn  q,  B;  r,  t  die  neuen  Coordinaten 
bezeichnen  sollen: 

J  =  ^.cosö,    ri  =  Q.8\ü6,    cp(^,  7j)  =  0(q»  6); 

a:=r.cosf,    y=r.sint,    f  (Xy  y)z=:F(r,  t)  . 

IT* 
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Substituirt  man  diese  Werihe  in  die  Gleichungen  1.  bis  4.  i 
schreibt    -i^=^',  so  ist: 

6.  <P(^,  ö)=0, 

7.  F(r,  0=0, 

8.  qf{q — r.cos(< — Ö))  =  ^.r.sin(f — ö) , 
y.  ^•=2r.cos(^— ö). 

Durch  Verl|indung  der  Gleichungen  8.,  9.  ist 

^'^^  — |W^.r.sin(<  — Ö) 

oder 

10.     $'=2r.sin(/— 0). 

Aus  9.  und  10.  ergeben  sich  alsdann  die  Zusammenhänge: 

11.     |^  =  tg(<-ö), 

12.     ^'«+^2==4r2; 
worauf  man  aus  11.  noch  folgende  Gleichung   ableiten  kann: 

,3.    tg.=  ?^±A2. 
^      ^— ^tgö 

Die  Gleichungen  9.,  10.  können  auch  folgendermassen  gescbr 
ben  werden: 

q  =      2r.cos^.cos0-t-2r.sin<.sin0, 

9'=  —  2r.cosf .  sinö  +  2r.sin<.  cosö. 

Wird  einmal  die  obere  mit  sin0,  die  untere  mit  cos0,  und  d; 
andere  Mal  die  obere  mit  cos0^  die  untere  mit  sind  multiplici 
und  die  Producte  mit  einander  verbunden»  so  ergiebt  sich: 

sind.^  +  cos0.^'=2r.siu<, 
cos0.^  —  sinö .  ^' = 2r.cos< . 

Aber  2r.sin<=2y,  2r.cos^=2a:,     Folglich  ist: 

8in0.^-|-cos0.p'                    cos0.^  —  sind.p' 
14.    y  = ^-^ ,  a:= ^ ; 
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eine  Formei  von   grosfier  Geschmeidigkeit,   am  zn  einer  in  recht- 
winkligen Coordinaten  gegebenen  Curve  die  Differentialgleichung 

der  Leitlinie  in  Polarcoordinaten  zu  finden. 

% 

Die  Formeln,  die  dazu  dienen,  zu  einer  in  Polarcoordinaten 
f  gegebenen  Curve  die  Differentialgleichung  der  Leitlinie  in  recht- 
!  winkligen  Coordinaten  zu  finden,  sind  nicht  so  einfach.  Der  Voll- 
.  ständigkeit  wegen  mugen  sie  indessen  beigefügt  werden.  Setzt 
coan  nämlich  in  5.    a:=r.cost,  y^rr.sint,  so  erhält  man: 

Zur  Vereinfachung  kann   man  ^allenfalls  den  Bogen  er  der  Leit< 
linie  einfuhren.    Denn  es  ist 


und  daher 


V<>+f)=S' 


4. 


Wir  wollen  von  den  gewonnenen  Formeln  einige  specielle  An- 
wendungen machen. 

Es  sei  die  gegebene  Curve  eine  grade  Linie,  die  durch  den 
Goordinatenanfangspunkt  geht;  also  ihre  Gleichung  x=ay.  Die 
Gleichung  der  Leitlinie  ist  sofort: 

cos^.^ — R\üO.Q*=a.sin6.Q  +  a.cosd,Q% 

dg         cotd—a 
Q         a.cotö-|-l 

Q  =  c(a.cosO  +  sinö) . 
In  rechtwinkligen  Coordinaten : 

^+t,2  =  c(ci|-f  1?), 

d.i.die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser =5^  V^a^-f- 1  und 
dieCoordinaten  des  Mittelpunktes  «  = — ^,    ß  =  — x"»  ^^o  «  ^'®  ^^' 
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sdsBe,  ß  die  Ordinate  bedeutet  Es  ist  klar,  dass  dieser  Kreb 
darch  den  Coordinatenaofangspunkt  geht»  so  wie  aoeh,  dass  der 
Halbmesser  nach  dem  Coordmatenan&Dgspankte  dieselbe  Rich- 
tung wie  die  Linie  x^=:ay  hat.  Diese  Linie  ist  also  selbst  normal 
ZQ  dem  Kreise  im  CoordlnatenaYifaDgs)[>onkte ,  der  Kreis  also  id 
der  That  ihre  Leitlinie. 


5. 


Die  gegebene  Curve  sei  eine  Linie  zweiter  Ordnung  und  der 
Coordinatenanfangspunkt  ein  Brennpunkt  derselben.  Ihre  Gleichung 
ist  alsdann  ar^+y^— (p+ear)*=0,  die  Gleichung  der  Leitlinie: 

(cos(9.9-sina^0^+ (sinÖ.^+cosÖ.^')^  ->(2p+e.cosÖ.9— c.sinö.^')*  =0 
oder 

A.     (1— 6«sinö2)^'2  ^  (2e2.sinÖ.cosö.p  +  4pe.sinÖ)^' 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nicht  allgemein  integriren.  Die  Her- 
leitung  des  singulären  Integrals  unterliegt  hingegen  keiner  Schwie- 
rigkeit, indem  man  nach  bekannten  Regeln  die  Gleichung  A.  nach 
q'  differentiirt ,  den  Differentialquotienten  =:0  setzt,  und  den  s(> 
erhaltenen  Werth 

, e^»sinÖ,cosÖ.g-f  2pe.  sinQ 

in  A.  substituirt.    Mach  gehuriger  Reduction  ist  sodann: 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

(1— e«)  e«  +  iy«) = 4/>«|+ 4p« . 

Die  allgemeine  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  specialisirt  sich, 
je  nachdem  e  verschiedene  Werthe  erhält.  Stellen  wir  diese  spe- 
cielleren  Gleichungen  mit  denen  der  Leitlinien  zusammen,  so  ist: 

6=1  ;  y^ — 2/?:r=p«  eine  Parabel; 
?= — p   eine  gerade  Linie; 

e>l;x^+y^- (p+ex)^=0  eine  gP*'^*''  ; 
(1— c«)(l«+i;«)t=4/>e6+4/»«  ein  Kreis; 


255 

e=V2^;  y*— a?*— 2V^2;?a;=p'^  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel ; 

— S?— i|«=4V^p§  +  4j92  ein  Kreis; 

f  =  0   ;  ä^+^^^p^  ein  Kreis;  ' 

52-j-iy*=:4/)*   ein  concentrischer   Kreis   vom 

doppelten  Halbmesser. 


6. 

Für  den  speciellen  Fall^  dass  die  Curve  zweiter  Ordnung  ein 
Kreis  ist,  lässt  sich  auch  das  allgemeine  Integral  >  d.  h.  die  ver- 
schiedenen Leitlinien  finden.  Die  Polargleichnng  des  Kreises 
sei  nämlich  **=jP>  so  ist  4r*=:4/?*.  Diesen  Werth  führen  wir  in 
die  Gleichung  Ix  ein:  .         * 


W—  §2 


=rfe; 


und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist  ö= — c+arcsin^, 

oder 

.  ■  - .  /  ' .    .  »  • 

Q=z2p.  sin(ö  +  r) . 

In  rechtwinkligen  Coordinaten : 

52-t-i^2i-2p.cosc.i/+2p.sinc.J. 

*    ■-.•  .  .    ■ 

•  ■  -   * »  •  • 

Das  ist.  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die  Co- 
ordinatei;i::«^==j9«8inc»'^=?p.cosc  entsprechen;  d.  b.  4^6  Gleichung 
anes  Kreises  von  gleichem  Halbmesser  wie  die  Curve  und  dessen 
Mittelpunkt  die  Curve  selbst  zum  Orte  hat  Will  man  hingegen 
die  einhüllendö'  Leitftnie  finden,  so  differentiirt  man  o^-f  ^2=:4p^ 
oach  q',  woraus  ^'=0  und  durch  Einführung  dieses  Werthes 

das  ist  derselbe  concentrische  Kreis  vom  doppelten  Halbmesser, 
den  wir  auch  in  der  vorigen  Nummer  fanden. 


\ 
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7. 

Ist  die  gegebene  Curve  eine  gleichseitige  H3rperbel  und  der    j 
Mittelpunkt  derselben  der  Coordinatenanfangspunkt,  so  haben  wir    ; 
die  Gleichung  o;^— ^^=:a^.    Daraus  folgt  als  Differentialgleichung 
der  Leitlinie:  ^ 

A.  i>'^+2tg2a^.9'=^«-.^-^^. 

Hier  müssen  wir  uns  wieder  mit  der  singulären  Auflösung  begnü- 
gen:  2Q^+2ig2e.Q  =  0,  folglich 

^'=-tg2ö.^ 

in  A.  substituirt  giebt: 

4fl2  '  .  1  . 

oder 

'       9=2aVcos2ö; 
in  rechtwinkligen  Goordinaten: 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der   Lemniscate  ist. 


8. 

Die  gegebene  Curve  sei  wieder  die  Parabel';  aber  zum  Coor- 
dinatenanfangspunkt  sei  der  Scheitel  der  Parabel  gewählt,  deren 
Gleichung  demnach  y^=ax  ist.    Die  Leitlinfe  hat  die  Gleichung: 

A.    (sin6L^  +  cosö.^0*  =  2a.cosö.^  — 2a^ind.|^' . 

Um  das  singulare  Integral  zu  finden,  setzen  wir 

2(6in6,Q-i-cos6.Q')^os6  =  —  2a.sina^' 


oder 


9-=~tse(9+;^)- 
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Substitution  dieses  Wertbes  in  die  Gleichung  A.  verwandelt  die- 
selbe in 

oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  wird  kiar^  wenn  man  g-^ — £x 
setzt  >  wodurch  sie  sich   in       ' 

Terwandelt«  oder  in  die  Gleichung  einer  Gissoide,  deren  Lage 
gegen  die  Parabel  so  ist>  dass  die  Ordinatenrichtung  beiden  ge* 
meinschafUich,  die  Abscissenrichtung  entgegengesetzt  ist. 


9. 


Die  gegebene  Curve  sei  die  logaritbmische  Linie  y=e*.  Die 
Differentialgleichung  der  Leitlinie  ist: 


|^.sinÖ  +  |^.cos(9=c2         ^ 


Daraus  findet  man  die  singulare  Auflösung: 


1+,-* 


—  cotÖ=e     ^oBü , 
oder  In  rechtwinkligen  Coordinaten: 

wo  offenbar  die    zusammen    gehörigen  Abscissen  und  Ordinaten 
en^egengesetzte  Zeichen  fähren. 


10. 


Als    letztes   Beispiel   wollen    wir    zur   Curve    die    logarith- 
niische  Spirale  nehmen,  deren  Gleichung  r==e*.     Nun  war 


also 
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^     1,      9«+^« 


ferner 


t — ö=arctg— . 
Also  durch  Verbindung  der  beiden  GleichuDgen: 

aretg«-  =  ^log^^-.6. 
Die  Differentiatioii  dieser  Gleichung  nach  q*  ze^>  dass 


1^ 

9 

1 

1 

■2 

2e' 

l+^"~ 
^+^2 

4 

folglich  q'=^q;  und  nun  erhalten  wir  die  Gleichung: 

;tgl=qrIog^— Ö, 


arci 
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oder  wenn   V^2.c*  =a  gesetzt  wird: 

wieder  eine  logarithmische  Spirale.  Diese  inerkvciirdige  Curve 
erzeugt  sich  also  auch  hier  selbst,  eine  Eigenschaft,  die  sie  be- 
kanntlich bei  jeder  Gelegenheit  zeigt. 


11. 


So  wie  wir  bisher  eine  krumme  Linie  als  Leitlifiie  eioer  an* 
deren  betrachtet  haben ,  so  können  wir  auch  von  Leitflächen  reden, 
indem  wir  die  Definition  aufstellen:  Die  Leitfläche  einer  Fläche 
charakterisirt  sich  durch  die  Eigenschaft,  dass  die  Normale»  wel- 
che von  irgend  einem  Punkte  der  ersten  Fläche  auf  sie  gefallt 
wird,  gleich  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  einem  festen 
Punkte  im  Räume  ist,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  wieder  zum 
Coordinatenanfangspunkte  nehmen.  Die  Gleichung  der  gegebenen 
Fläche  sei  f(a;,y,z)=iO,  die  Gleichung  der Lßitfl&he.^^|»i}>£)cdO. 
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Die  Gleichungen  der  Normale  auf  die  Leitfläche ,' welche  zugleich 
darch  einen  Punkt  x,  y^  z  geht,  sind 


8? 


8f 


indem  wir  die  partiellen  Differentiale  durch  geschwungene  d  be- 
zeichnen. Ausserdem  muss  nun  die  Entfernung  der  Punkte  x^ 
Vi  z  und  $,  17,  S  gleich  der  Entfernung  des  Punktes  x,  y,  z  vom 
toordinatenanfangspunkte  sein,  also: 

Wir  haben  daher  folgende  fönf  GloichuDgen : 

..  1.  .g>(l,  »?.  Ö-O), 

.1 

.     II.    Aa;,  y,  2)'r:^0, 

III.  a:-g=-|(x-{:), 

IV.  y-,-=-^(j_s), 

In  Bezug  anf  Leitflächen   lassen  wir  es  vorläufig  bei  diesen 
Andeutungen  bewenden,   uns  weitere  Ausführung  vorbehaltend. 
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./ 


Die  NTIchtigkeit  des  Brentoii'schenliUfl- 
widerstands-Oesetzes,  so  wie  "Vor- 
sciiläjpe  zur  Anfandungr  des  wahren« 

Ton 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  za  Tattlingen  in  Wärtemberg. 


Wie  wünschenswerth  es  für  die  Wissenschaft«  ja  me  ausser- 
ordeDtlich  wichtig  es  für  die  Ballistik  wäre,  das  Gesetz  zu  ken- 
nen«  nach  welchem  die  atmosphärische  Luft  einem  in  ihr  befind- 
lichen Mobile  einen  Widerstand  entgegensetzt,  ist  schon  längst 
klar  erkannt,  und  sind  auch  zu  dessen  Entdeckung  sehr  bedeu- 
tende Anstrengungen  gemacht  worden.  Da  die  Luft  in  denjenigeo 
Räumen,  für  die  man  jenen  Widerstand  gleichzeitig  zu  wissen 
nuthig  hat,  gleichzeitig  auch  vollkommen  gleich  vertheilt  ist  und 
gleiche  Elasticität  besitzt,  so  kann  es  nicht  anders  sein  —  sie 
muss  in  ihrem  Widerstand  ein  ganz  bestimmtes,  vielleicht  sehr 
einfaches,  Gesetz  befolgen,  und  es  ist  nur  zu  verwundern,  dass 
bis  Dato  dieses  Gesetz  noch  nicht  hat  entdeckt  werden  können. 

Ich  will  nicht  behaupten,  dass  durch  eine  Theorie,  bei  der 
man  ein  vollständig  gleich  dichtes  und  vollkommen  elastisches 
Fluidum  anzunehmen  hat,  nichts  geleistet  werden  könne  *—  aber 
das  glaube  ich,  dass  die  Beobachtung  sicherer  und  schneller  zum 
Ziele  führt,  und  dann  mag  die  Theorie,  wie  diess  in  Beziehung 
auf  die  Lehren  der  Astronomie,  Mechanik,  Physik  fast  immer 
der  Fall  ist,  ihre  tiefpre  Begründung  hintennach  folgen  lassen. 
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Wenn  der  Verfasser  nicht  den  Versuch  macht»  vorliegendes  Pro- 
blem zum  Ende  zu  führen,  so  liegt  der  Grund  darin,  dass  ihm 
Dicht  ,dio  Mittel  zu  Gebot  standen ,  die  hier  nöthigen  Experimente 
Bit  der  nöthigen  Schärfe  zu  veranstalten. 

Offenbar  am  wichtigsten  ist  der  Widerstand,  den  die  Luft 
ler  Kugel  entgegensetzt,  und  darum  werden  sich  die  Vorschläge, 
lie  ich  zu  machen  gedenke ,  auch  nur  auf  jene  beschränken.  Da- 
lei  bin  ich  von  der  Zuversicht  weit  entfernt,  dass  der  Zweck  ge- 
ade  auf  den  von  mir  vorgezeichneten  Wegen  erreicht  werden 
:aDn,  sondern  glaube  vielmehr,  dass  es  nöthig  werden  mOchfe, 
lach  die  von  mir  entworfene  detailiirte  Theorie  vielfaltig  zu  mo- 
lificiren,  möglicher  Weise  gar  zu  verwerfen.  Aliein  Beruhiguno 
vird  mirs  gewähren  und  mit  Freude  mich  erfüllen ,  wenn  ich 
luch  nur  eine  Idee  aufgedeckt  haben  sollte,  welche  endlich  zur 
)arstellung  des  fraglichen  Gesetzes .  (lihren  könnte. 

Laplace  gibt  in  seiner  Mecanique  Celeste  eine  einfache 
Formel  fSr  jenes  Gesetz  an,  wofern  die  von  der  Kugel  beschrie- 
)eDe  Curve  bekannt  ist.  Bezeichnet  man  mit  z  die  vertikalen  Or- 
lioaten,  mit  s  den  Bogen  der  Curve,  mit  g  die  örtliche  Schwere 
rod  mit  ß  den  Widerstand,  so  ist 

tvo  sich  die  Differentiale  auf  die  Abscissen  x  beziehen. 

/ 

Wäre  man  im  Stande,  einer  durch  die  Luft  geworfenen  gros- 
leD  Kugel  (Bombe)  ein  sehr  intensives  Licht  mitzutheilen ,  wel* 
bes  weder  die  Dichtigkeit  und  Elasticität  der  die  Kugel  umge- 
lendenLuft,  noch  die  Masse  und  Oberfläche  der  Kugel  veränderte, 
0  könnte  die  Bahn  auf  folgende  Weise  gewonnen  werden. 

In  der  Seitenwand  eineis  dunkeln  Zimmers  Ist  durch  ein 
apierdünnes  Blech  eine  sehr  kleine,  nicht  eine  halbe  Linie  im 
urchmesser  haltende  kreisrunde  Oeffnung  angebracht,  durch 
eiche  ein  leuchtender  Körper  auf  eine  gegenüberstehende  Wand 
oen  heilen  Punkt  wirft.  Hinter  dieser  Wand,  welche  aus  durch* 
heinendem,  auf  ein  sehr  feines  Drahtgeflecht  aufgezogenem 
ipier  besteht,  steht  ein  Zeichner.  Dieser  kann  sich  vor  dem 
q^eriment  üben,  die  Bahn  eines  durch  ein  bewegtes  Licht  her- 
ii^ebrachten  hellen  Punktes  auf  seiner  Papierwand  mit  Genauig- 
it  zu  zeichnen.  Hierauf  lässt  man  Nachts  bei  Windstille  und 
geeigneter  (bedeutender)  Entfernung  vor  der  dunkeln  Kammer 
^mittelst  eines  groben  Geschützes  (jßombe)  die  oben  beschrie« 
ne  leuchtende  Kugel  ihre  Bahn  durcn  die  Luft  beschreiben  und 
!r  Zeichner  zeichnet  solche  auf  seine  Wand,  welche  zu  diesem 
shuf  vertikal  stehen  und  mit  der  Ebene  der  von  der  Kugel  be- 
hriehenen  Curve  parallel  sein  muss.  Die  gezeichnete  Bahn 
rd  dadurch  der  wirklichen  vollständig  ähnlich  und  zeigt  sich 
)ss  in  umgekehrter  Lage.  Beschreibt  der  helle  Punkt  auf  der 
and  in  einer  Sekunde  den  Weg  von  einem  Fuss ,    so  kann  ein 
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*  

aach  nicht  sehr  gefibter  Zeichner  die  Bahn  gar  wohl  mit  Genauig- 
keit aufzeichnen. 

Es  ist  klar,  dass  der  gesachte  Widerstand  eine  Fünktipfl  voa 
der  Geschwindigkeit  v  des  Mobils  ist.    Die  Formel 

P  — ff '  qf^t^\2  —  ^ff^ 


g^bt  jedoch  denselben    nicht  als. reine  Funktion  von  9«    i^ond^ra   ' 
untermischt  mit  den  Abscissen  a.    IVli^n  hat  jedoch  z  in  Fanktiam 
von  x,  oder  z=:f(x),    wodurch  auch  t>  sich  als  eine  solche  da^ 
stellt,  d.  h. 

tJ=VT+a2«=g)(jr)- 
Man  wird  daher  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

^    1       an 

ß=Zff^'7^ 


(Sh)^ 


X  eliniiniren ,  um  ß  in  Funktion  von  v  dargestellt  zu  sehen.  — 
Wenn  auch  nicht  die  Gleichung  der  Bahn,  so  konnte  vielleicht 
doch  schon  nach  kurzem  Ueberblick,  vielleicht  erst  nach  grosser 
Muhe,  vielleicht  auch  gar  nicht,  eine  endliche  Form  für  den  Wi- 
derstand hergestellt  werden. 


Praktischer  noch  und  der  Probe  werth  erscheint  folgendes 
Verfahren,  welches  zu  gleicher  Zeit  eine  sehr  einfache  Analysis 
zulSsst: 

Indem  man  ein  gutes  Feuergewehr  10  — 15  mal  mit  derselben 
Ladung  versieht,  bestimme  man  vermittelst  des  ballistischen  Pen- 
dels auf  einer  horizontalen  Ebene  (Thal)  bei  Windstille  und  nach 
jedesmaligem  Abfeuern  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  fWr  ver- 
schiedene Entfernungen*).  Cm  möglichste  Gleichheit  der  Um- 
stände herbeizufuhren ,  wird  man  ein  gutes ,  tro<dkenes  und  ffot 
gemischtes  Pulver  in  vullig  gleichen  QuantitÜten  gebrauchen.  Die 
[ugeln  milsseu  vollständig  rund  und  gleich  schwer  sein  und  dfir* 
fen  nicht  aus  einem  solchen  Rohr  beschossen  werden,  welches 
die:$elben  angreift.    Nach  jedem  Scnuss  moss  die  Flinte  wieder 


«)  Für  die  ersten  Schüsse  wähle  man  die  köneaten  imd  gradations-i 
weise  für  die  später  folgenden  die  gsosseren  Entfemnngen.  Beim  ersten 
Schiiss  jedoch  stelle  man  das  Pendel  nicht  nnmittelbar  vor  die  Man- 
dmg  de«  Rohrs,  wegen  des  noch  auf  einige  Weite  wirkenden  Palver- 
dmpfc«. 
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gereinigt  werden,  so  wie  man  auch  den  ersten  Sehuss  leer,  d.  h. 
nicht  zur  Beobachtung  gehörig,  thut.  Das  Pflaster  muss  passend 
und  für  alle  Schüsse  gleich  sein;  die  Flinte  oder  auch  nur  deren 
Rohr  werde  sehr  fest  angeschraubt.  —  Um  sich  aber  von  der 
Gleichheit  der  Umstände  zu  überzeugen,  wird  man  4 — 6  Schüsse 
In  gleicher  Entfernung  thun  und  zusehen,  ob  sich  stets  die  gleiche 
Geschwindigkeit  zeigt. 

Die  Bahn  der  Kugel  kann  man  geradlinig  und  als  Abscissen- 
axe  X  annehmen,  wo  man  den  Anfang  vom  Schiessstandpunkt 
aos  zählt.  Je  kleiner  die  Geschwindigkeit  v  wird,  desto  grösser 
ist  die  Abscisse  x,  und  wir  können  desswegen  die  letztere  in 
Fanktion  der  erstem  ausdrücken,  und  zwar  durch 


a:= 


^0+«l»  +  «2^*  +  «3Ö*-- 


oder 


f0  +  «l«>  +  f2«'*  +  ^3«'  •••^JT 


Bezeichnet  man  die  zusammengehörigen  Beobachtungswerthe  von 
:r  and  v  je  durch  x^  und  r^;  x^  und  v^\  x^  und  «73  u.  s.  w.,  so 
lassen  sich  folgende  Gleichungen  formiren,  aus  denen  die  CoefH- 
eienten  Cq*  ^i>  ^2-*  berechnet  werden  können: 


fa+«i«?i  +  f«üi*+  fa»!^.... 


3      — 


Xi 


x^ 


^0  +  h'^z  +  fa»3^  +  «3^3* =  IT  * 


Nun  ist  aber,  wenn  man  den  Luftwiderstand  durch  y  bezeichnet, 
oach  den  bekannten  Lehren  der  Mechanik 


Stellt  man   x  durch   tp{v)  dar,    und    dv(p{v)   durch  q>'(v),    so  hat 
mah 


dx^tp\v)dv 


oder 
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und 


V 


9'(r) 


Es  ist  aber 


und 


folglich 


^^^"^       So  +  BiV  +  Ca»*  +  «3«^  - 


_  viSo  +  SiV+E2VHhV^ )^ 


welchem  sich  leicht  die  Form  geben  lässt: 

Y=pv+piD^+P2V^+P4P*  + 

Nehmen  wir  auf  einen  Augenblick  an ,  y  enthalte  bloss  das  G 
Pr*",  so  können  wir  auf  die  zwischen  a:  und  v  existirende  ( 
chung  dadurch  zurucksteigen ,  dass  wir  die  beiden*  obigen  i 
chungen  der  Bewegung  mit  einander  multipliciren.    Sie  gebei 

vdv  =  ''ydx 

und 


""  ""    y         ""  />  u«n   ' 


deren  Integral  ist: 


Es  ist  zu  gleicher  Zeit  a:=.Ti  und  v=:Vi,  und  desswegen 

_        1         /    1  1     \ 

Ist  wi>2,  so  wird  für  »=0  die  Entfernung  a:=.ao, 

Ist  «1  =  2,  so  wird  der  Nenner  m — 2=0.    Allein  die  unmi 
bare  Integration  gibt 
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1  ,    »1 

ar— ari  =  plog-. 

Aach  in  diesem  Fall  ist  für  v=0  die  Entfernung  a;=0D  »  d.h.  in 
beiden  Fällen  wird  die  Kugel  nie  zum  Stillstand  kommen.  Ist 
aber  iit<2,  so  hat  man 

■ 

Hier  ist  nun  für  r=0  die  Entfernung 

U  2-m 


P(2-m) ' 

I  wird  aber  desto  grosser  ^  je  mehr  sieh  m  dem  Werthe  2  nähert. 

In  der  Tbat,  je  grosser  m  wird,  desto  kleiner  wird  der  Wi- 
derstand v=Pi?">  bei  abnehmender  Geschwindigkeit  v,  und  ist 
diese  Geschwindigkeit  eine  unendlich  kleine  Grösse  der  ersten  Ord- 
Bong  geworden,  so  ist  schon  bei  m=r2  der  Widerstand  eine 
Dnendlich  kleine  Grosse  der   zweiten  Ordnung. 

Hat  daher  der  Widerstand  y  die  Form 

y  =  Ppm  .|. /»^ü*  +  PaU» .... , 

iro  keiner  der  Exponenten  m,  n,  o kleiner  ist  als  2,   so  wird 

SBch  noch  in  diesem  Fall  die  Kugel  nie  zum  Stillstand  kommen. 
KSnnte  nun  durch  Beobachtung  nachgewiesen  werden,  dass  ein 
Mobil  durch  den  Widerstand  der  Lutt  aliein  wirklich  zum  Still- 
I stand  gebracht  wird,  so  würde  daraus  folgen,  dass  y  wenigstens 
ein  Glied  enthalten  muss,  in  welchem  der  Coefficient  von  v  kiel- 
lier  Ist  als  2. 

Lasse  ich  aber  einen  Pendel  schwingen,  bei  dem  die  Schwere 
btkanntiicb  das  Bestreben  äussert,  dasselbe  fortwährend  die  glei- 
|cheu  Schwingungen  beschreiben  zu  lassen,  und  bei  dem  ich  die 
[Reibung  durch  eine  Messerschärfe  nach  der  Vorrichtung  Taf.  III. 
[Fig.  3.  wohl  gänzlich  beseitige,  so  wird  man  schon  nach  einigen 
[Standen  völlige  Ruhe  gewahren"^),  ein  Beweis  dass  das  Neutoii'- 
fche  Gesetz,  welches  m=:2  setzt,   unrichtig  ist. 


*)  Eine  niittelst  einer  hölzernen  Kugel  gemachte  Beobachtung  hat 
ilie  Rahe  nach  Verfluss  Ton  5  St.  2  M.  nachgewiesen.  Das  Pendel  war 
[10,4  Par,  Zoll  lang,  die  Kugel  hatte  im  Durchmesser  5,09''  und  wog 
[t  Pfd«  12Lth.  Wiirttemhergisch;  das  Pendel  wurde  Anfangs  um  den 
Wiokel  Yon  5<*  56'  aus  der  vertikalen  Lage  gebracht. 


Theil  \\.  18 
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Die   leichteste  und   schärfste  BeobtichtaDg  lässt  das  Pendel 
zu  9  allein  sie  führt  eine  sehr  schwierige  Theorie  im  Gefolge. 

Man    lasse  nerolich  eine  Kugel  an  einenp    möglichst    dünnen 
Prathe,  mit  angemessenen  Dimensionen  und  an  geeignetem  Ort^ 
schwingen,    und   beobachte  die   durch  den  Luftwiderstand  stetig i 
verringerten  Ausschlagwinkel.  I 

Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  4.)  A  der  Aufhängepnnkt ,  AZ  eine  Ve^  1 
tikaie,  AC=ir  die  Verbindunsrslinie  des  erstem  mit  dem  Centrom 
C  der  Kugel,     AM  eine  andere  tierade  an  ein  ganz  beliebiges 
Element  dm  derselben. 

Dieses  Element  dM  wird  von  der  Schwere  g  nach  der  verti- 
kalen Richtung  J/6r  soliicitirt,  und  zwar  mit  der  bewegenden  Kraft 
ggdM,  wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  Masse  =:^  setzen«    DieBc!;j! 
wegung    der  Kugel    aber   können    wir  vermittelst  der  Momenten-1, 
gleichung  bestimmen.    Wir    zerlegen   daher    die  Kraft  agdM  in  ] 
zwei  Kräfte ,  die  eine  nach  der  Verlängerung  von  AM^  die  andere 
nach  der   auf  derselben  Senkrechten  ML,     Die   erstere  wird  im  : 
Aufhängepunkt  zernichtet^  die  andere  aber  ist 

ggdM.sinto, 

wenn  wir  den  Winkel  MAZ  gleich  w  setzen.   Setzen  wir  AM^R,  j 
so  ist  die  Geschwindigkeit  des  Elements  dM  gleich  Rdw,  wobei 
wir  uns  die  Kugel  von  der  Vertikalen  ^Z  sich  entfernend  >   oder  ; 
kurz  steigend,  denken.  Folglich  ist  das  Wachstham  an  bewegen- 
der Kraft 

=gQRdMShD, 

welche  Grösse  nach  D'A le mb er fs  Lehrsatz  negativ  in  Rech|iBii|j| 
zu  bringen  ist.  Da  wir  die  von  AZ  sich  entfernende  Ricbtuog  ' 
positiv  nehmen,  so  ist  die  Kraft 

gqdM.  sinto 

gleichfalls  negativ  zu  nehmen. 

Die  von  diesen  Kräften  herrührenden  Blomentenstimmen  sind 
daher 


Q  JdMiR^S^w  +  %8inw) . 


Ueberdiess  wirkt  auf  die  Kugel  noch  der  Widerstand  der  Luft, 
und  zwar  verzögernd.  Setzen  wir  den  absoluten  Luftwiderstand 
=y,  so  können  wir  uns  denselben  im  Centrum  der  Kugel  ange- 
bracht denken  und  somit  haben  wir  für  dessen  Moment 
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Somit  haben  wir  endlich  die  Gleichung 

Q I  dMR^d^w  +  Qg   rRdMsmw  +  ry—0' 

Cielie  ich  aber  die  senkrechte  Linie  MN,  so  ist  MN=:Rsmw 
md  das  Glied 

Q  CRdMsmw^zQ   r MlS.dM. 

Maontlich  ist  aber  q  f  MN.dM  gleich  dem  statischen  Momente 

tar  ganzen  bewegten  Masse  qM  in  Beziehung  auf  den  Schwer- 
Mukt    Ziehe  ich  daher  CP  senlcrecht  auf  AZ,  so  ist 

Q I  RdM8inw=QM.CP=:QMr8ine, 

wenn  wir  den  Winkel  CAZ=d  setzen. 

Da  nun  auch  8^=8^0,  so  gestaltet  sich  unsere  Gleichung 
^  folgt: 

^ff^e  ßR^dM  +  QgMrsinS +ry^O. 

9  /  R^dM    ist   aber  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezie- 

kng  auf  eine  durch  A  gehende  Axe.  Ist  die  Kugel  hohl  und 
At  äusserer  Durchmesser  z=Ay  so  wie  ihr  innerer  =sa«  so 
\tlt  man 

Betet  man  das  Verhältniss  "7=^'»  so  ist 


Gleichenveise  ist 


qM —^HnA\\-B) 


itze  ich  nun 


.  2   A^   1-*»     , 


18* 
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so  nimmt  die  Differentialgleichong  die  Form .  ao : 

1)    aaö  +  f8io0  +  -^y=O. 

Ist  A  gegen  r  sehr  klein,  so  ist  beinahe  £=r.  E^  ist  aber 
Länge  des  mathematischen  Pendels,  d.  h.  desjenigen,  bei 
man  sich  die  Masse  in  Einem  Punkt  vereinigt  denken  kann, 
der  mit  dem  physikalischen  gleiche  Schwingungen  macht. 

Ist  die  Kugel  im  Sinken  begriffen,  so  nimmt  der  Zu^ 
d^6,  so  wie  auch  die  Schwere  g^  das  entgegengesetzte  Ze 
an,  während  v  das  seinige  beibehält.  Diess  lauft  aber  d 
hinaus,  die  Zeichen  der  beiden  ersten  Grossen  zu  belassen, 
eegen  dasjenige  von  y  zu  ändern.  Demnach  hat  man  für  di< 
lende  Kugel  die  Differentialgleichung 


I 

2)     S»Ö  +  f  8!nÖ--^y=0. 


Der  Luftwiderstand  y  ist,  wie  wir  oben,  gesehen  haben, 
Funktion  von  Vy  und  wir  setzen  sie  auch  in  obiger  Form^  nei 

Für  unsern  Fall  haben  wir  aber 

v  —  tde, 
demnach 

y  —pxtde  +p2r^de^  +  p^r^de^  + 


Daä  Neuton'sohe  Gesetz  kennt  nur  das  zweite  Glied  di 
Reibe,  und  es  ist  auch  zu  vermnthen,  dass  bei  weitem 
grösste  Tbeil  des  Widerstandes  auf  Rechnung  dieses  Gli 
kommt.  Wir  suchen  daher  vorerst  unsere  Differentialgleichn 
für  den  Fall  des  Neuton'schen  Gesetzes  zu  integriren.  Sc 
wir  daher 

y  =  P>r2  = /»ar^ae«    und     ^=^«; 
80  ergeben  sich 

3)    a«Ö+^8inÖ— ^u36«=0 
für  die  fallende,  uhd 
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4)    8«6  +  |8iDd+2MÖÖ*=:0 


r  die  asteigende  Kugel. 

Das  Integral  der  erstem  ist: 


nd  der  letztern : 

aea=— ttC-»ö  + -^^1- (cosö— lisinö), 

vo  C  die  willkübrlichen  Gunstanten  vorstellen. 

Für  das  erste  Integral  bestimmt  sich  die  Constante  aus  der 
iDfangsgescbwindigkeit  dd,  die  man  =0  nimmt,  und  für  das  an- 
lere aus  der  Endgeschwindigkeit,  die  ebenfalls  =0  ist.  Ist  für 
Jen  ersten  Fall  der  beobachtete  Winkel  6==dn  und  im  andern 
^^Bn^i  9  so  ergibt  sich 

» 

5)   8ö*=  aÄ^)i  C^osÖ  +  Msinö  —  (cosö«  +  «sinö«)  e""^^»"^^] 
und 
D   SÖ*  =  T^^i  f cosö— ttsinö  -  (cosön+i -  «sinÖ«+i)c''^ Vi""^^  ] . 

ßetirachtet  man  die  Gesebwindis^keiten  zweier  auf  einander 
tigenden  Zweige,  so  müssen  dieselben  im  tiefsten  Punkte,  wo 
=0  ist,  einander  gleich  sein.    Diess  liefert  die  Gleicbunfg 

COSÖn  +  tfsinön  «(^n+^»+i^ 

cosön+i — ttsinöfi+i 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  von  u.  Gibt  man  n  aber 
»rschiedene  Werthe,  d.  h.  zieht  man  nach  und  nach  viele  oder 
le  Beobachtungen  herein,  so  kann  u  vermittelst  verschiedener 
leichungen  bestimmt  werden.  Weisen  sich  alle  u  gleich  aus, 
\  ist  das  Neuton'sche  Gesetz  das  wahre,  wo  nicht,  so  ist  es 
irichtig. 

Zu  diesem  Zwecke  sind  mit  einer  Hohlkugel  in  der  grossen 
adtkirche  zu  Tuttlingen  zwei  Beobachtungen  gemacht  worden, 
id  ich  halte  es  nicht  für  überflüssig,  die  dabei  beobachtete  Me- 
ode   auseinanderzusetzen.      Der  Drath    nurde  so)  dünn  genom- 


lueu ,  das»  dessen  Eiofluss  auf  die  Usciltationea  uumerlclich  « 
jedoch  nicht  in  solchem  Grade,  daes  er  durch  die  verscbied< 
AnspHnnungen  verschiedene  Uimensionen  angenommen  b£tte. 
die  AussL'hlagiviakel  mit  ächärl'e  zu  !>estimpen,  war  es  durcl 
uflthwemlig,  dass  nach  jedem  Zurüclisinken  der  Kugel  dl 
-  irgend  eine  Vorrichtung  sich  eine  Ruhe  einstellte  (die  Ruhe 
zurückgehenden  Dratlies  ist  nur  momentan),  in  der  man  an  ev 
Lineal  den  Schenitel  jenes  Winkels  zeichnen  kann.  Diesen  Zu 
unterstiitzte  der  elSckliche  Umstand,  dass  man  die  kleim 
Aosäcblagninkei  als  weniger  braiichhar  verw^rl'en  kann,  w^l- 
die  grüssern  wegon  ihrer  grüssern  Differenzen  sichere  Restd 
gewähren. 

Man  Bcfilägt  nemlich  In  ein  vollkommen  geebnetes,  mit  ed 
Ebene  vertikat  stehendes  und  gut  bet'fisligtc«  Brett  einen  in ügll 
ddnnen  Still  völlig  senkrecht  auf  die  lirettebene.  An  diesen  i 
wird,  etwa  eine  Linie  vom  UretI  entfernt,  der  die  Kugel  trän 
Drath  mit  einer  einfachen  Schlaufe  angehängt,  und  der  Ku^l 
solche  Schwingung  gegeben,  dfiss  der  Urath  etels  mit  dem  i 
parallel  lauft.  Vorher  aber  wird  auf  den  Stift  folgende  Von 
tung  geschoben: 

Han  verfertige  liitli  aus  Karlenpapier  oder  starkem  i 
pelt  zusammengeleimten  .Nofetipapier  eine  zweifach  an 
schnittene  Scheibe  in  angemessenen  Dimensionen.  A  (Taf. 
Fig.  5.)  ist  der  kreisrunde  kleine  Ausschnitt,  durcb  den  der  \ 
kommt  und  in  dem  eben  dieser  Stift  noch  einige  Spannung 
Durch  den  Miitelpunkt  in  A  werden  zwei  einen  WinUl  von  i 
:)Ü"  bildende  Gerade  ÜC  und  BE  gezogen.  In  B  und  C  wer 
zwei  ebenfalls  von  Papi erstreiten  gemachte  Stifte,  deren  S<^ 
ansieht  L  zeigt,  angeleimt,  wobei  aber  die  durch  die  Drei« 
chen  bestimmten  Flächen  genau  senkrecht  aul'  der  Ebene 
Scheibe  und  übrigens  so  stehen,  dass  die  Linien  DC  und 
durch  diese  Dreiecksflächen  gehen.  Der  Winkel  DAE  wird  dt 
die  Linie  FG  ungefähr  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt  und 
Dreieckchen  FGH  beraua  geschnitten,  wo  dann^FG  da»  Li 
bildet.  Diese  Scheibe  wird  ganz  an  das  befestigte  ebene 
angelehnt  und  kann  sich  leicht  um  den  Zapfen  A  bewegen,  b 
aber  augenblicklich  stehen,  so  bald  die  auf  dieselbe  wirk 
Kratt  aufhört.  Hierauf  lasse  man  die  Kugel  in  völliger  Ruhe 
tikal)  bangen,  und  bewege  die  Scheibe  DEBC  zweimal  su, 
die  Stille  B  und  C  den  Drath  berühren,  drücke  dieselbe 
Scheibe)  jedesmal  mit  der  linken  Hand  an  das  Brett  und  m 
mit  einem  fein  gespitzten  Bleistift  an  dem  Lineal  FG  eine  \ 
auf  das  an  das  Brett  aufgeleimte  Papier.  Diese  Linien  verläe 
man  zur  Unterscheidung-  noch  etwas  über  F  hinaus,  weil  H4 
Funduuientalachenkel  der  zu  messenden  Winkel  bilden.  Hh 
lasse  man  die  Kugel  unter  einem  Winkel  von  etwa  Wf  so  in 
Hohe  halten,  daiss  der  Drath  bei  fortwährender  Anspannung d 
den  Mittelpunkt  derselben  gebt.  Der  Drath  aber  wird  die  ba 
liehe  Scheibe  an  einem  der  Stifte  B  oder  C  seitwärts  ziebeD,i 
in  der  Ruhe  angelangt,  wird  man  sie  mit  den  Fingera 
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andrficken,  und  am  Lineal  seine  dritte  Linie  ziehen.  Hierauf 
nan  die  Kugel  ruhig  fallen,  und  im  Fall  wird  der  Drath  am 
L  Stift  die  Scheibe  auf  die  andere  Seite  sebieben,  und  nach 

Zurfickvreiebung  dieselbe  auf  einige  Zeit  in  Ruhe  lassen. 
Ruhe  benutzt  man,  um  am  Lineal  die  vierte  Linie  zu  zie- 
dabei  aber  wird  man  sich  beeilen,   der  Scheibe  durch  Auf- 

der  linken  Hand  die  Freiheit  wieder  zu  geben,  damit  sie 
al  geschoben  werden  kann,  um  wieder  in  Ruhe  zu  gelan- 
So  wird  man  sich  so  viele  Linien  zeichnen,  als  man  Win- 
thig  zu  haben  glaubt,  ja  man  wird  für  eine  zweite,  dritte 
jv,  Beobachtung  stets  nur  ein  neues  Papier  an  seinen  vier 

auf  das  Brett  ankleben.  Das  jedesmalige  Schieben  der 
»e  bedarf  einer  so  geringen  Kraift,  dass  der  Drath  nicht' 
ch  gebogen  wird,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
t  wird  sich  folgende  Zeichnung  (Taf.  HL  Fig.  6.)  darstellen : 
nd  CD  sind  die  beiden  Fundamentalschenkel.  Die  von  der 
alen  rechts  abliegenden  Winkel  des  Pendels  liegen  hier  von 
nks  und  werden  auch  von  CD  an  gemessen.  Die  übrigen 
rechts  von  AB  und  werden  auch  von  AB  an  gemessen.  — 
»lebe  Weise  wurden  folgende  Resultate  erzielt: 
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(  : 


Beobachtung  den  24«  September  1849. 


Erste 
Winkelbeobacbtuhg. 


Zweite 
Winkelbeobacbtang. 


öl  ■■ 

0,  : 
04 

Ö«  = 

öio 

011 

0ia 

013 
014 

016 
016 
017 

^20 


=  55045' 

-52030' 
=  5001«' 

=470  W 

=  450  15' 

=430 
=  410 15/ 

=  3903O' 
=  37050' 
=360  20' 
=350 
-33045' 
=32040' 
=31020 
=30015' 
=  29030 
=  28030 
=280 
=270 
=  26015 


^21' 

Ö22- 

Ö23- 
0-24 : 

Ö26 

^26 
$27 

^28 
629 

^30 

^31 

Ö32 

Ö33 

Ö34 

^35 

^36 

^37 

^38 


=25030' 
=  250 

=240 15' 

=  2:3045' 
=  230 
=  22030' 
=  21045' 
=  21030' 
=  20045' 

=20020' 
= 19045' 
=  19030' 
=  18045' 
=18030' 
=  180 
=  17050' 
=  17025' 
=  170  15' 


Öl  =630  50' 
Ö2  =59030' 
Ö3  =560 
Ö4  =  52045' 
Ö5  =500 
Ö6  =  480 
ßr  =45015' 
08  =43015' 
Ö9  =410 

0,0=39045' 
Ön  =37050' 
6ia= 36045' 
013=35010' 
014  =  33045 
015=32040' 
Öie  =  31030' 
Öir=30O30' 
Ö18  =29030' 
019=28045' 
020  =  280 


29 


?2I 
Ö22 

^23 
Ö24 

Ö25 

^26 
62T 
^28 

Ö30 

^31 

Ö32 

Ö33 

Ö34 

^35 

Ö36 

^37 

^38 

Ö39 

Ö40 


=  270 

=  26030' 
=25045' 
=  250 

=  24020' 
=23040' 
=230 
=  22030' 
=220 

=  21030' 
=210 

=  2O03O' 
=200 
=  19045' 
=  190  15' 
=  190 

=18030' 
=  180 15' 
=  17045' 
=  17030' 


Pendellänge   (bis  zum  Centrum  der  Kugel)  =27', 577  Wörttei 
Aeusserer  Durchmesser  der  Kugel  =:1',034. 
Gewicht  derselben  =  8  Pfund  I2V2  Loth  Wörttemb. 
Barometerstand  24"4Va"'. 
Thermometerstand   +  lio  Keaumur. 
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Es  vrorde  aueh  mit  einer  zweiten  massiven  Kugel  in  der  Gr5sse 
einer  Kegelkugel  eine  dritte  Beobachtung  angestellt;  allein  sie 
bietet  wegen  der  dabei  yorgekommeiien  EOe  so  wenig  Zuverläs« 
fiigkeit  dar>  dass  ihre  Angabe  hier  fCglich  weg  bleiben  mag. 

Vergleicht  man  die  beiden  obigen  Beobachtungen  mit  einan- 
der, so  Demerkt  man,  dass  0%  der  zv^eiten  nur  um  15'  grosser  ist 
als  $1  der  ersten,  und  dass  die  nachfolgenden  Differenzen  selten 
um  mehr  als  15'  schwanken,  und  zwar  hat  die  zweite  Beobach- 
tung das  stete  Bestreben ,  ihre  ß  um  15'  hoher  anzugeben ;  ja.  die 
ietztbeobachteten  Winkel  zeigen  dieselbe  Differenz  (ISQ,  em  Be- 
weis, wie  gut  die  Kugel  geschwungen  hat.  Die  einisige  Ausnahme 
machen  ^a  =  47^10'  und  ^0=48^,  wo  sich  ein  grosserer  Beob- 
achtungsfehler eingeschlichen  hat. 

Die  vorkommenden  Abweichungen  von  der  Differenz  =15' 
rühren  überhaupt  von  Beobachtungs^blern,  so  wie  auch  von  der 
nicht  strengen  Messung  her,  denn  die  letztere  geschah  mittelst 
eines  Transporteurs,  welcher  bloss  in  halbe  Grade  abgetheilt  war. 

Bildet  man  für  beide  Beobachtungen   eine  erste  Differenzen- 
reihe,   indem    stets    On^i  von  ßn  abgezogen  wird,   so  überzeugt 
man  sich   bald,     dass  diejenige  der  zweiten  Beobachtung   mehr 
Regelmässigkeit  zeigt,    als  diejenige  der  ersten.     Wir  benutzen 
daher  für    unsere   Untersuchung  die  zweite  Beobachtung  als  die 
zuverlässigere.  —  Formirt  man  aus  der    ersten  Differenzenreihe 
nochmals  eine  zweite,  so  kommt  in  derselben  ein  gar  un regelmäs- 
siges Schwanken ,  d.  h.  ein  solches  Fallen  und  Steigen  zum  Vor- 
schein, welches  in  Wirklichkeit  unmuglich  existiren  kann.    Diese 
Bemerkung  bietet  ein  ziemlich  genaues  Correktiqnsmittel  dar.  Man 
bildet  sich   nemlich  ,aus  der  zweiten  Differenzenreihe  eine  neue 
zweite  Differenzenreihe,    welche  fallend  ist,    aber   beim   Anstei- 
gen auf  die  erste  Differenzenreihe  und  von  dieser  auf  die  ursprüng- 
liche Reihe,    in  der  letztern  keine  Winkel   erzeugt^    welche  von 
den  beobachteten  zu  sehr  verschieden  wären.  Wir  gewinnen  dem- 
nach unsere  c'orrigirten  ß  vermittelst  folgender  Reihen: 


va 


Ursprüngliche  Werthe. 

Neue  Werthe. 

ä 

M 

^•« 

iPe 

j» 

« 

e,  =63050' 

"" 

»,  «es'so- 

«.  =59"30' 

4»  20' 

4»  20' 

«;=59»30' 

0,  =56» 

3»  30' 

50' 

50- 

3»30' 

8,  =56° 

0.  =5-2'' 45' 

3»  IS' 

15' 

30' 

3» 

»,  =53» 

0.  =a)» 

2»  46' 

3» 

18' 

2»  42' 

«;  =50°  18' 

8,  =48» 

2» 

45' 

12' 

2»30' 

«,  =47«48' 

8,  =4B«15' 

2«45' 

-45' 

10' 

2»  20' 

9,  =45»28' 

ö.  =4;l»15' 

2» 

45' 

10' 

2»  10' 

e,  =43»  18' 

0,  =41» 

2»  15' 

-15' 

10' 

2» 

S.  =41»18' 

8„=39»48- 

I»I5' 

1» 

10' 

1»50' 

«,.=39»  28' 

6,,=3;»so- 

1»55' 

-40' 

9' 

1»41' 

«,,  =  37»  47' 

e,,=  36»45' 

1»5' 

50' 

ü' 

1»32' 

9,2=36»15' 

e,  =  35°10' 

l»35' 

_30' 

0' 

1»23" 

e,3=34»52' 

«,,=33»  45' 

1»25' 

m 

9' 

1»14' 

»,,  =  :»»38' 

«„=3ä»40' 

1»3' 

20' 

8' 

1»  6' 

ö,B  =  32»3-2' 

9,,=3J»30' 

1"10' 

_  5' 

6' 

1» 

«,.  =  31°3ä' 

»,,=30»  30' 

I» 

10' 

4' 

56' 

6„  =  30°36' 

»„  =  29»30' 

1» 

0 

2' 

54' 

e,B  =  29°42' 

e,9  =  'Ä»45 

45 

15' 

2' 

52' 

e„=28°50' 

fU  =  28» 

45 

0 

2' 

50' 

e„='«° 

e„=27» 

I» 

-15' 

2' 

48' 

%  =27°12' 

eja=2ü"3(V 

30 

30- 

■i 

46' 

»^=26»26' 

«ia=^25ö45' 

45 

-15' 

i' 

44' 

»„  =  25«42' 

»„=25» 

45' 

0 

2' 

42' 

8„=25» 

fl    _24»2(l' 

40' 

5' 

■2- 

40' 

te=24»20' 

«„=23«40' 

40' 

0 

2' 

38' 

«»,  =  23»  42' 

e„=23» 

9„=22«30' 

40' 

0 

2' 

36' 

«„  =  23»  6' 

30' 

J» 

2' 

34' 

6,.=22»3'2' 

ö™=22» 

30' 

0 

32' 

«»  =  22» 

«,.=21»30' 

30' 

u 

2' 

30' 

«,"=21»30' 

e,,  =21» 

30' 

0 

1' 

2!!' 

«,I=2I»  1' 

e„  =  20»30' 

30' 

0 

1' 

28' 

fl..=20»33' 

8„=a0» 

30' 

0 

I' 

27'    «;.'=20«  6- 

(l,,=K'i» 

IS' 

15' 

1' 

26' 

6„=19»40' 

e,,=19»15' 

3U' 

—15' 

1' 

25' 

«,.  =  19»I6' 

«M=19» 

15 

15' 

r 

24' 

«"  =  18»51' 

«„=18»  SO' 

30 

—15' 

1' 

23' 

»,,  =  18» -28' 

e;  =  i8»iii' 

15 

15' 

1' 

22' 

6,,  =  I8»  6' 

»„=  17»45' 

30' 

-15' 

1' 

21' 

«„=17»45' 

«;,=  17»30' 

15 

15' 

I' 

20' 

»"  =  17«  25' 
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Ist  nan  Mn  eio  Werth,  der  die  Gleichung 

COsSn  +  USinSn  ^^^n^n^i> 

beinahe  befriedigt^  so  ist  der  Correktionswerth 


II 


2, 

S' 

8 


0» 


n 


+ 

a 


o 

OD 

4- 


a 


a 


Cb 


OB 


a 


a 
+ 


o 

BD 


o 
a 


2, 

3' 

a 


2. 

3' 
<^ 

a 
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Auf  solche  Welse  arbeitet  man  sich  zu  den  Wertben  hin: 

m  =0,090184  zwischen  6^  -6.2, 

«i  =0,083951  „  Öa  —  63 , 

n^  =0^1468  „  Ö3  —  Ö4, 

«4=0,082195  „  04—05, 

«5=0,084885  „  05—0«, 

tiö  =0,088096  „  Öö  -07, 

tir  =0,090690  „  Ö7— ög, 

Us  =0,092548  „  dg  -  Ö9 , 

«9=0,093397  „  09—010, 

«10=0,094023  „  Öio-Ön, 

«11=0,093487  „  Ö11-612, 
so  wie  noch 

«1^=0,0814792  „  Öiö-Öir 
und 

«ai  =0,0902923  „  ß^i—O^. 

Aus  der  Verschiedenheit  dieser  Werthe  von  «  geht  Iclar  her- 
vor, dass  das  Neuton'scheGesetz  nicht  das  richtige  ist, 
und  es  handelt  sich  nun  darum ,  das  wahre  Gesetz  der  Natur  dar- 
zustellen. 

Den  sichersten  Weg,  der  uns  zu  unserm  Zwecke  führen  kann, 
bietet  der  Umstand  dar,  das.s  der  niedersteigende  und  aufstei- 
gende Zweig  der  Bahn,  wofern  beide  aufeinanderfolgend  oder  zu- 
sammengehörig sind,  in  ihren  tiefsten  Punkten  gleiche  Winkel^ 
geschwindigkeiten  86  haben. 

Hierzu  bedürfen  wir  aber  der  vollständigen  Integrale  der  bei- 
den Gleichungen  2)  und  1).    Für  2)  (niedersteigend)  setzen  wir 

7)     d6^=zXn  +  «1  (ö„-ö)  +  aa(Ö«^-Ö*)  +  «3(Ö«»-Ö«)  + 

und  für  1)  (aufsteigend) 

8)    8ö»=  YnH  +Ä(ön+i-ö)+/3a(öVi-Ö2)  +  fe(Ö3«+i^63)  + 

indem 
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Xn  =  /jrfäj/  [  cosö  +  MsinÖ-  (cosön  +  «sinÖ«)«""^^"""*^]  , 

und  wo  n  jede  ^anze  Zahl  vorstellen  kann ,  hingegen  Um  und  /?!■, 
60  wie  u  noch  zu  bestimmende  Coef6eienten  sind.  Für  6=0  sind 
je  beide  Werthe  von  d6  einander  gleich.  So  viele  Werthe  maji 
daher  n  zuweist,  so  viele  Gleichungen  werden  aus  7)  und  8)  ent- 
springen, welche  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  am  und  ß 
dSeoen.    Diese  Gleichungen  sind: 


fn 


wobei  aber  jetzt 

2flf  —110 

I«+i r=^j-^^^ [1  —  (cosÖ«+i— ttsinÖn+i)c"  «+i] . 

Die  oben  gefundenen  Werthe  von  u  sind  offenbar  grosser  als  das 

'        1 

wahre  tc 9  denn  jene  geben  den  ganzen  Widerstand  y=  o  ^m^^f 

während  äuv^  nur  einen  Theil  desselben  darstellt.    Das  wahrb  u 

ist  demnach  kleiner  anzurechnen,  als  der  kleinste  Werth  Um.  Ge- 
setzt, es  sei  ein  Werth  u,  der  dem  wahren  so  nahe  kommt,  dass 
man  von  der  Correktion  h  alle  höheren  Potenzen  vernachlässigen 
kann,  so  gehen  dadurch  obige  Gleichungen  9)  über  in: 
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10) 

|;fa+S«-XaÄ+«,ös+«ae«a"==  ^s  +8»  F,A+ftÖs+|Sae«3 ...... 


X+aB-X«A+«i6«+«ae*«..s=r,+,+öaF„+iÄ+ft0H-i+/3iÖ»»fi... 

Diese  Gleichungen  verschaffen  uns  zuerst  eine  Relation  zwischen 
a,  und  ßi.  Je  mehr  nemlich  die  Winkel  6m  abnehmen,  desto 
kleiner  werden  auch  die  Differenzen  zwischen  je  zweien  unmittel- 
bar auf  einander  folgenden ;  und  sind  sie  unendlich  klein  gewor- 
den,  so  sind  jene  Differenzen  unendlich  kleine  Grossen  der  zwei- 
ten Ordnung.  Demnach  kann  man,  wenn  dn  und  dn-fi  unendliclm. 
klein  gedacht  >yerden,  setzen 

so  wie 

sind»=sinJ9R-|.i  =  d»,     cosdfli=cosdii-l-i  =  1 . 

Macht  man  in  Xn  und  Yn^i,  so  wie  in  den  entwickeltear 
Werthen  BuXn  und  SuTn-\-^  diese  Substitutionen,  so  erscheint  Ik' 
denselben  6  weder  in  der  Potenz  Null  noch  Eins,  sondern  nur  ik 
höhern  Potenzen:  Die  letzte/ der  Gleichungen  10)  wird  daher,  d^ 
gegen  6^n  alle  übrigen  Potenzen'  verschwinden: 

ai6n^=ßidn+i  oder  cfi=:ft. 

Zieht  man  unter  den  Gleichungen  10)  die  zweite  von  der  erste» 
die  dritte  von  der  zweiten  und  so  je  die  nachfolgende  von  dei 
vorhergehenden  ab,  so  erzeugen  sich  unter  anderen  die  Diffe- 
renzen : 

Xn—l  —  Xn , 

Ou  An— 1 — duXfi  9 
Su  Yn  —  du  I^(n+1) . 

Xn—1  und  daXi-i  entstehen  beziehungsweise  aus  Xn  und 
huXn  dadurch,  dass  in  letztern  6n  einen  Zuwachs  Bn^i—Qm  so 
wie  Yn  und  duYu  aus  Yn^i  und  duYu-\-i  dadurch,  dass  in  letztern 
Bn^i    einen  Zuwachs    6% — Bn-H    erlitten  hat.    Wir  können  daher 


279 


ge  Differenzen  nach  dem  Taylor'scben  Lehrsatze  entwickeln, 
bei  wir  die  dritten  und  hohem  Potenzen  vernachlässigen  kOn- 
1,  dagegen  die  Quadrate  desswegen  noch  beibehalten  mOssen, 
il  die  ersten  Differenzen  Oi—S^,  §2—^3»  u.  s.  w.  nicht  so  sehr 


Jin   sind  (61  —  62  =  tö  )• 


Es  ist  daher: 
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Nnn  aber  ist  unter  Vernachlässigung  derjenigen  Glieder,  welche 
Coefficienten       "^'^ —      ^    "°^    ^ — ö"^^'^^^  *«  haben: 
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Se^Iiu  =  ^  e  "  ".'sinda , 

S^tf,»^ JT«  = j  One"^^^  s\n6n , 

du[S\Xn\=^ 7  c"~"  «(sind«  +önC0s6«) ; 


So  ergibt  sich  endlich  die,    alle  aas  10)  entstehend« 
chungen  repräsentirende  Gleichung: 
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Ich  multiplicire  diese  Gleichung  mit    ö~  »    lasse    aber     -5—   ud< 

^ —  dennoch  durch  am  und  ßm  dargestellt  sein,  wobei  man  her 
nach,  um  die  ursprünglichen  ofm  und  ßm  wieder  herzustellen,  di« 
gefundenen  Werthe  noch  mit  -y  zu  muitipliciren  hat.  Hierau 
setze  ich 

^e      "  (6«-i  —  Bn)  [  sind«  +  ^  cosön  (Ön-i  —  6«)  ] 

+  e    «+1  (Sn  —  6a+i)  [sinön+x  +  2  COSÖn+1  (6n  —  ön+i)  ]  =.4« , 
6*""^«  (Öa-i  -6„)  [Önsinön  +  2  (siwÖ»  +  ftiC0S6r„)  (Ö„_i-Öa)]  i 

+c"Vi(ö«— Ö„+i)[ö»+isinön+i+2(sin^«+i+ön+iCosö„4.i)(Ön-Ö^^^ 

Diese  beiden  Grössen  nehmen  durch  Entwickelung  der  Expooen* 

tialfunktionen  e  »  und  e  "+^  in  1— iiö«  und  1  +  uOn^i  nnd 
unter  Vernachlässigung  der  Produkte  «(ön-i  — ^n)*  und  tt(6n — (fnu? 
eine  zur  Auswerthung  bequemere  Form  an.    Setze  ich  nemlicn 

1 

(6n-i  — 6»)[sinfl,  +  5-COS6n(Ön-r  —  &n)\  =  Pn, 

1  ' 

(ött-1— öii)[ö«8in6'n  +  ^(ö„cos6„  +  sin^n)  (ön-i  — 6n)]=  0«; 

uSn  (ö»-i  —Ölt  )sinÖn =/?» , 

M6*n  (Ön-i  — Ö«)sin6ii = V« ; 
so  ist 

An  —  P«+i  +/?n+i  —  Pn  ri-  /?n , 

und  dabei  kann  man  noch  bemerken,  dass 

gn  =zenpn; 
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setze  ich  ferner 


On—i  "~  (fn   — .  ^  n  > 

no  aber,  wie  mau  sieht,  ^'"n  nicht  mit  der  mten  Potenz  von  ^/n 
zu  verwechseln  ist,  so  geht  endlich  die  Gleichung  12)  über^in 

13)      An+  BnÄ.  +^l«+i«i+-^Vlfe  +  ^^n+lft 

—  ^^nCCi  —  J\  —  ^^««3 =  0  . 

Dies  ist  die  Gleichung,  aus  der  ich  nach  und  nach  durch  Setzung 
alier  ganzen  Zahlen,  von  2  an  gerechnet,  für  n,  alle  diejenigen 
Gleicnungen  herholen  kann,  vermittelst  deren  sich  die  Coefficien- 
teD  A,  ccm  und  ßm   bestimmen  lass^n. 

Ich  nehme  an,  dass  die  Coefficienlen  ctm  und  Bm  alle  positiv 
üod  —  eine  Annahme,  die  sich  in  der  Folge  recntfertigen  oder 
verwerfen  wird  ~ ,  so  folgt  hieraus ,  dass  dieselben  convergirendc 
leihen  bilden.  Denn  da  jede  der  Seiten  der  Gleichungen  10)  das 
)aadrat  der  jeweiligen  Winkelgeschwindigkeit  (d6^)  im  tiefsten 
^unktß  ausdrückt^  so  würde  diese  Geschwindigkeit  für  den  Fall 
ier  Divergenz  ungemein  wachsen,  wenn  die  Winkel  6  zunehmen, 
lesonders,  wenn  letztere  einmal  die  Einheit  überschritten  haben. 

Unter  dieser  Voraussetzung  können  wir  uns  also  auf  eine 
;ewisse  Anzahl  jener  Coefficienten  beschränken. 

Hat  man  auf  diese  Weise  endlich  h,  die  <Xm  und  j?ni  bestimmt, 
(0  sind   diese    letztern  Werthe,    wie    oben  bemerkt,     noch  mit 

j  zu  multipliciren. 

Die  <5rtliche  Schwere  ist 

g=zG(l—  2Q^  cost^*) , 
» 
wo  G  die  Schwere  unter  dem  Pol  und  i/;  die  Breite  des  Orts  ist. 
PSr  Paris  aber  ist  ^  =  30,1958  Par.  Fuss,  if;,=  48*>40',    während 
^r  Tuttlingen  ist  i^=48^.    Daraus  folgt,  dass  man  auch  für  Tutt- 
lingen annehmen  kann 

^=30,1958. 


•  Wir  haben  ferner  gesetzt : 


19* 
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2    /l«   1— A» 

In  Par.  Fuss  findet  sich 

r  =24,32138 
and 

/4==  0,455965. 
Nun  ist  das  Volumen  der  Hohlkugel 

die  Dichtigkeit  des  Tannenholzes 

=  0,555; 

der  Par.  Cubikfuss  reines  Wasser  wiegt  73  Pfd.  5  L.  1  Q.  Wurt- 
tembergisch,   während  das  Gewicht  unserer  Hohlkugel  ist: 

8  Pfd.  12Va  Loth. 

Demnach  ist 

j  %A^  (1  -  Ä3).o,555.9365  =  1074. 

Daraus  berechnet  man 

« 

iog(l-Ä*) =0,71632033-1      ^ 
und 

iog(l-Ä3)=:0,84888153— 1. 
Dicss  Alles  gibt 

/=  24,326019 
und 

^=2,482593.  ^ 

Um  aus  den  so  gewonnenen  Werthen  am  und  jSm  auf  die 
Coefticienten  pm  zuruckzusteigen ,  wird  man  fOr  ri  einen  belie- 
bigen Werth  annehmen,  und  aus  7)  die  verschiedenen  Potenzen 
von  dd,  so  wie  auch  das  Differential  d^d  in  die  Gleichung  % 
setzen  und  alle  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  oder 
auch  Funktionen  von  %  für  sich  der  Null  gleich  machen.  Zu  gros- 


•  , 


t 
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8er  gegenseiiiff er  Unterstützung  mag  es  gereichen,  wenn  man  zwi- 
schen 8)  und!)  dasselbe  thut. 

Das   letzte   Geschäft  aber  wird  sein ,    nachzusehen ,    ob  die 
Funktion  , 

y =PiC  +  p^v"^  +  Ps»' +P4^*  +  •••• 

nicht  die  Entwickelung  einer  geschlossenen  Funktion  von  v  ist  — 
möglicher  Weise  ein  leichtes  Geschäft. 


Die  einfachste  und  vielleicht  beste  Art^  zum  Zweck  zu  gelan- 
gen, mochte  aber  folgende  sein: 

Man  nehme  eine  gut  gearbeitete  aus  papierdünnem  Blech  be- 
stehende  Hohlkugel  von  Vs  his  1  Schuh  im  Durchmesser,  lasse 
sie  bei  Windstille  von  verschiedenen  gemessenen  Hohen  fallen 
und  beobachte  die  Failzeit. 

Hält  man  eine  gewohnliche  Taschenuhr  an  das  Ohr,  deren 
Picken  V^  bis  Vg  Sekunden  anzeigt*),  so  kann  man  mit  dem 
Zählen  der  Schläge  ganz  bequem  nachkommen,  wofern  man 
nur  von  1  bis  12  zählt.  Will  man  aber  noch  weiter  zählen ,  so 
fingt  man  abermal  mit  1  an  und  addirt  die  neue  Zahl  zu  12  u. 
8.  w.  Verschafft  man  sich  nun  einen  sehr  guten  und  genau  regu- 
lirten  Chronometer  dieser  Art,  so  wird  man  pracis  auf  einen 
Schlag  desselben  die  Kugel  fallen  lassen  und  die  Zeitabschnitte 
bis  dahin  zählen,  wo  die  Kugel  auffällt.  Trifft  aber  der  Moment 
des  Auffallens  nicht  mit  einem  Schlag  des  Chronometers  zusam- 
nen,  so  wiederhole  man  das  Experiment  unter  Vergrosserung 
oder  Verkleinerung  der  Falihuhe  so  lange,  bis  ein  Zutreffen  er- 
folgt Fünf  bis  acht  Beobachtungen,  die  man  in  einer  Kirche  und  von 
einem  Thurme  herab  machen  kann,  genügen.  Damit  die  Kugel 
Dicht  beschädigt  werde,  fange  man  sie  durch  ein  Failtuch,  besser, 
durch  ein  weitgestricktes  Failnetz,  auf. 

Zählt  man  die  Fallhohe  x  vom  Anfang  des  Falls  an,  und 
fiotzt  die  Zeit  gleich  t,  so  kann  man  die  Gleichung  aufstellen: 

aaf|  a?=ai<Haa<^  +  a3<'  +  a4<*+  — 

i  U 

VL  «^  *)    Die  Uhr    des    Verfassers   z.  B.    macht    in  1  Minute  genau   28S 

uoT^I    Sdiläge;  folglich  kann  man  vermittelst  derselben  ^^^  oder  ^  Secunden 
HBterscheiden« 
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deren  Coefficienten  an  aus  dea  Beobachtungen  leicht  zu 
men  sind.    Der  Kürze  wegen  setzen  wir 

Bezeichnen  wir   noch   den  Widerstand  der  Luft  durch   91 
hat  man  bekanntlich  die  Beiregungsgleichung 

wo  dv  die  in  Beziehung  auf  t  genommene  Ableitung  ist. 
folgt 

Setzen  wir  ferner 

dfit)=r{ti  und  3«/«)= reo; 

so  leiten  wir  aus  x==f{t)  ab: 

und 

Demnach  haben  wir 

Wollen  wir  aber  q>(v)  in  v  dargestellt  sehen  ^  so  müssen  v 
sehen  dieser  und  der  Gleichung 

i  eliminiren. 

'Bemerkung.      Ist  ^(v)=:mv^,    so  hat  man  (nach 
Mechanik  I.  Tbl.  S.  342.) 

.      /< 


k^  ,     A*  +c  *\ 


wo     k 


1   m 
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Entwickelt  man  x  in    eine  Reihe,    die  nacli  Potenzen    von 


T  for^eht,  80  liat  man 


1    ^      fif'«*    /IV  . 


Hat  mao  Grund  anzunehmen,   dass  j-   eine  sehr  kleine  Zahl  ist» 

so  kann  ffiglicli  mit  dem  zweiten  Gliede  abgebrochen  werden,  und 
sind  Wi  und  ^  zwei  zusammengehörige  Beobachtungswerthe,  so 
hat  man 


12 


Sind  ^  und  ar»  zwei  andere  ßeobachtungswerthe ,  so  muss,  wenn 
das  Neuton'sche  Gesetz  richtig  ist,  sein: 


t\ 


t\ 
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Venus  im  ^rös^ten  Olanze« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  vorige  Jahr  (1852)  bot  uos  das  interessante  Schauspiel 
dar,  dass  Venus  bei  hellem  Tage  am  Himmel  glänzte.  Im  Jsmre 
1716  betrachtete  das  Volk  in  London  diese  Erscheinung  als  ein 
Wunder  und  als  ein  drohendes  Vorzeichen  nahen  Unglücks^  und 
im  Jahre  1750  wurde  der  nicht  minder  unwissende  Pobel  von  Paris 
durch  dieses  Phänomen  so  aufgeregt >  dass  es  nöthig  wurde,  die 
Hülfe  der  Polizei  in  Anspruch  zu  nehmen,  um  dem  Tumulte  Ein-  | 
*  halt  zu  thun*).  Der  berühmte  Halley  hat  in  den  Philosoph!-  ; 
cal  Transactions.  Nr.  349.  die  Zeit  des  grössten  Glanzes 
der  Venus  zu  bestimmen  gelehrt.  Weil  dieser  Gegenstand  nur  in 
wenigen  astronomischen  Werken  behandelt  worden  ist,  weil  der- 
selbe eine  interessante  Aufgabe  für  die  Lehre  von  den  Maximis 
und  Minimis  darbietet,  und  weil  dabei  vielleicht  noch  Einiges  zu 
bemerken  sein  dürfte,  was  man  bis  jetzt  unbeachtet  gelassen  bat, 
so  will  ich  die  betreffende  Aufgabe  im  Folgenden  auflösen. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  sowohl  die  Ent- 
fernung der  Venus  von  der  Sonne,  als  auch  die  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne  constant  sei,  was  wegen  der  geringen  Ex- 
centricitäten    der   Bahnen    dieser    beiden   Weltkiirper  bei  diesem 


*)    S.  Wunder  des  lliiiiinels  von  Littrow.   Vierte  Auflage. 
S.  2S^0. 
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üegeDStande  mit  hinreichender  Annäherung  verstattet  iist.  Ausser^ 
lern  werden  wir  zu  der  näherungsweisen  Annahme  berechtigt  sein, 
lass  die  Venus  halb  von  der  Sonne  erleuchtet  wird,  und  dass 
lasselbe  auch  der  Fall  sein  würde,  wenn  die  Erde  ein  seibst«* 
wuchtender  Körper  wäre,  welcher  der  Venus  sein  Licht  zusen^ 
ete.  Alle  anderen  genaueren  Betrachtungen  würden  im-vorlie- 
enden  Falle  die  Aufgabe  unnothigerweise  compliciren.  Dies 
orausgesetzt,  wird  nun  gewiss  alles  Folgedde  vollständig  ver- 
tändlich  sein. 

In  TaC  IIL  Fig.  7.  sei  die  Ebene  des  Papiers  die  durch  die 
littelpunkte  S^,  £] ,  Vi  der  Sonne,  der  Erde  und  der  Venus 
elegte  Ebene.  Diese  Ebene  werde  in  dem  Halbkreise  ACB  von 
er  erleuchteten  Hälfte  der  Oberfläche  der  Venus  geschnitten, 
lenken  wir  uns  nun  eine  den  um  V  beschriebenen  Kreis  in  D 
erührende  Parallele  mit  EV  gezogen,  so  wird  die  in  Rede  ste- 
ende  Ebene  in  dem  Bogen  BCD  von  dem  der  Erde  zu  Gesicht 
»mmenden  Theile  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  geschnitten. 
ie  von  der  Sonne  erleuchtete  Hälfte  der  Venus  und  den  der 
rde  zu  Gesicht  kommenden  Theil  derselben  wollen  wir  jetzt 
ispective  auf  die  grussten  Kreise  xl er  Venus,  deren  Durchjnes- 
ix  AB  und  DE  sind,  projiciren,  so  ist  das  Verhältniss  dieser 
rojectionen,  wenn  wir  den  Winkel  SiViEi  durch  oo  bezeichnen, 
fenbar 

1:0+  öCosa)  =  l:ö(l+.coscö)=l  :cos5ö)*. 

enken  wir  uns  überhaupt  eine  erleuchtete  Ebene  F  in  zwei  ver- 
:hiedenen  Entfernungen  e  und  e^  von  dem  Auge,  und  *bezeich- 
en  den  Glanz,  mit  welchem  dieselbe  dem  Auge  erscheint,  re- 
pective  durch  g  und  0|j  so  verhalten  sich  g  und  g^  offenbar 
Den  so  zu  einander  wie  die  Grundflächen  f  und  fi  der  durch  die 
'apille  auf  die  Netzhaut  fallenden  Strahlenkegel  von  derselben 
lOoe  A,  so  dass  also 

st.  Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  Geometrie  bekanntlich 
ifenbar 

JP:/=62:A2, 

iso  fe'^^zfiei^  9  woraus 

laher  nach  dem  Obigen 

9 '91  =  ^1^'^^ 


/ 
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folgt;  d.  h.  ^  und  ^  verhalten  sich  zu  eiDander  umgekehrt  wie 
die  Quadrate  der  EntfernungeD  der  Ebene  jP  tod  dem  Auge.  Be* 
Beliehnen  wir  daher  .den  Glanz  der  erleuchteten  Hälfte  der  Veno» 
in  einer  der  Längeneinheit  gleichenEntfernung.  von  der  Erde  durcb 
<6^,  den  Glanz  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  in  der  Entfern 
nung  E  Ton  der  Erde  dagegen  durch  <0x  9  ^^  ^^ 

Bezeichnet  aber  Cr  den  Glanz  des  der  Erde  zu  Gesicht  kommen- 
den Theils  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  in  der  Entfernung 
£  derselben  von  der  Erde,  so  ist  nach  dem  Obigen  oflfenbar 

i 

l 
(S»! :  6r  =  1 :  cos  o  ^^» 

Durch  Zusammensetzung  der  beiden  Proportionen 

0  :  <0^,=£«:1, 


f 


01 :  G  =1:  coss-ß)* 


erhält  man 


(S>:G==£^:coS5  ©^ 


also 


1    ^ 

COSTCO* 
G= ^2 0, 

*  oder   w;enn  man,   \vas  offenbar  verstattet  ist,    0  als  Einheit 
Glanzes  annimmt: 


G 


1 

2 


cos^rw^ 


E? 


Indem  wir  nun  die  constante  Entfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  durch  R,  die  cotistante  Entfernung,  der  yenus  von  der 
Sonne  durch  r,  den*  Winkel  E^S^V^  an  der  Sonne  durch  ö,  den 
Winkel  SiEiVi  an  der  Erde  durch  (d  bezeichnen,  wollen  vHr 
uns  die  Frage  vorlegen,  wie  gross  der  Winkel  6,  den  wir  im 
Folgenden  als  die  unabhängige  veränderliche  Grosi^e  betrachten 
werden,  sein  muss,  wenn  der  Glanz 
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1   , 

COSg-W" 


aximam  werden  solL 

ringen  wir  die  vorstehende  Gleichung  auf  die  Form 

1 

G=£-2cos2(ö«, 

ifferentiiren  dann  in  Bezug  auf  6  als  unabhängige  veränder- 
Grosse,  so  erhalten  wir 

äer=2£-«cos^a>  —^ 2£:-3cos2  o^g^ 


SG         ,,  «  .    1         1     8a)       ^,,  3       i    .SJB 


1    a 
3G__      sino  da  2         dE 

de — 2E^'de         W~  'de  ' 


ist 


R:r=:  siuGo :  sin  (o  -f*  ^) 


rsinoo  =  Äsin(a)  +  6) , 


rcosoog^ =Äcos(ai+ö)  •  (1  +  g;^  ) » 


8a>  -j       —   /i       8a> 

rcoscög^= — jßcosCD.(i  +  gjä). 


LUS 


d(o  Rco8(d 


TT   * 


de         rcos(o -i- Rcosid 
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oder  auch,  weil 


ist: 


E=^reoaa  +  Rcosq 


dco Rco8(d 

de F" 


folgt.    Ferner  ist 


also 


£2=/22+r*-2ßrcosö. 


^BE      „    .  ^     dE      RrsmO 
£g^  =  firsinö,    se^—E— 

Fuhrt  man  die  gefundenen  Ausdrücke  von  w^  und  ^  in  den  obi- 
gen Ausdruck  von  -ktt  ein,  so  erhält  man 

1 

Q^       o  •            -      S-ßrcos^-co^sind 
o6r__  Ä^inwcosd)      2 . 

und  weil  nun  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums 

ee  — " 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

fsinocoso  =  4rcos  ^  co^sinO 


] 


oder 


£sin^  Gocosd)  =2rcosÄ'  oosiu^. 


Bekanntlich   ist  aber 

£:r=sind:sino 

oder 

£sinö  =  rsinö; 

also    ist,     wenn    man    mit  dieser  Gleichung   in  die    vorstehende 
Gleichung 
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£sin  n  ODCOSQ  =  2rcos  5-  (»sind 


^idirt: 


sin  ö"  cocotd) = 2cos  ^  co , 


1er 


coto  =  2cot2"ß>, 


der 


tang^  oo=2tangc>) . 


Diese  schon  von  Haiiey  gefundene  Gleichung  drOcktdie  ge- 
neinschaftiiche  Bedingung  des  Maximums  und  Minimums  aus,  und 
dittelst  _derseib^n  muss  sdso  der  Winkel  6  >  so  wie  auch  die  Win- 
dei co,  d)  bestimmt  werden. 

Um  nun  den  Winkel  c5  zu  bestimmen,  verbinden  wir  mit  der 
Sleichnng 

tangö^  =  2tango 

die  Gleichung 

rsinG)=  ßsino. 
Ans  dieser  Gleichung  folgt  ^ 

2rtang  g  o 

Jßsinc3  = 1—  , 

l+tang^o* 

also  wegen  de^  Halley'schen  Gleichung: 

4rtango 


/2sinGt>=: 


—  O  9 


l  +  4tangö2 

folglich 

I?  —        4rcosö         __      4rcosc5 
■"  cosö«  +  4sinP  "^  4  —  3 cosö* ' 

'voraus  sich 
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COSÜ*  -f  K- .  -gCOSOrrTQ- 

ereiebt.    Lust  man    nun  diese  Gleichung   in  Bezug  auf^cosc) 
unbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man: 


COSCi) 


-"3    fi±\  3  +  9/2* 


oder 


cos»=|.J^-liVl  +  3(f/|. 


Setzt  man 


tanga?=:  — V3, 


r 

wo  man  immer  a:  zwischen  0  und  90^  nehmen  kann,  so  ist 

_     2    r 
eoso  =5- .  g^  (— 1 + seca:) , 

oder,  weil 

-^  =  V3.cota: ,     T  •  "ß  =  V  T  *  ^^*^ 


ist: 

cosc5 
Nun  ist  aber 


=Y  ö-»cotc( — IJtsecjr).- 


I  —  coso:  ,  ^       1 

-  1  +  seca:  =         ^^^     ==     tanga:  tang  ^  a: , 


1+cosa:  1 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 


+Y  3 'tang  ^x, 

-V 


C0S(i)=  . 

«-.  cot^ar. 


I 
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Da  X  zwischen  0  und  90^ ,  also   ^x  zwischen  0  and  45^  liegt, 

60  ist 

1 

taDg2^<l, 

also 


cotö-^>  1> 


weil 


.tangö-^cotn'^  =  l 


ist.    Folglich  ist  auch  um  so  mehr 

ind  daher  die  Gleichung 

«-.  cot^j; 

edenfalls  unzulässige  weshalb  man  zur  Bestimmung  von  C3  bloss 
lie  beiden  folgenden  Formeln  hat: 

tanga:  =  — V3,    cosö=3  4/  «-.tangs-^; 

vro  man  x  zwischen  0  und  ^09  nimmt.  Hat  man  aber  mittelst  die- 
ser Formeln  c5  gefunden,  so  ergiebt  sich  a>  mittelst  der  Formel 

1 

tang  n  <^  =  2tangc;> 

ohne  alle  Zweideutigkeit,    und  Q  findet  man  endlich  mittelst  der 
Formel 

Die  Entfernung  E  berechnet  man  leicht  mittelst  der  F'ormel 

_     rsinö 
£=  .  -  > 

smG) 

oder  auch  mittelst  d^r  Formel 

jG=rcoso)  +  Rcos<^ . 
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Uebrigens  kann  man  E  auch  noch  auf  folgende  Art    ai 
eken.    Weil 

^      rtauex  _      a  /  4    ,        1 

Hi=:—px — ,       cosd)  =  %/  Q  .  tang ^ o: 


ist,  so  ist 


Rcosid  =  rt-  r  tangortang  ^  x . 


oder  auch 


1 .. 


Ferner  ist 


4        *ang  2  ^^ 
Rcostd  =«r. j 

1  —  tang^^* 


_l~tang^c^  _  i--4tang5^ 

""  1    .  ^        1     «  ""  1  +  4tangö2 
1  +  tang  2  ß> 


oder 


COSCf>=: — = 


coso® — 4s]nQ^      Scoso*— 4 


rrfll» 


cosö®  +  4sino^      4-^  3coso* 


also  nach  dem  Obigen: 


20tangJ^jr2— 12 


COSG)=: 


12(1 -.tang  ?a:2) 


Daher  ist  nun 


jK=rcosQi  +  Rcosid 
i20tang  ^x^ — 12  4  tang  5-  x^ 


=  r  < 1 + 


12(1  -tang  Ix^)        3(l~tang,Ja:2) 


also,  wie  man  leicht  findet: 
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Stang  ;r  x^ —  1        l     'itang  ^  x^ 
j^~y j --^  / \\  ^ 

1  —  tanj»  2"^^  fi  —  tangj^^o:^         \ 


d.  i. 


£  =^  r  (tanga:  fang  .y  .r  —  1) , 


welche  benierkenswerthe  Formel  man  nach  dem  Obigen  aucli  auf 
folgende  Art  schreiben  kann: 

£=^/^cos?3 — r. 

Nach  Delarabre  (Astronomie  theorique  et.pratique. 
\  II.  p.  516.)  ist  für  die  Venus: 

Ä=l    nnd    rr^ 0,72331 53 

oraus  man  mittelst  der  obigen  Formeln  tindet: 

x=  67<^.20'.   3" 

0=  390. 43'.  26" 
(0  =  1170. 55'.  22" 
Ö=  22^».  21'.  12' 
£=  0,4304 
G?=  1,435. 


1// 


Der  an  der  Erde  liegende  Winkel  o  heisst  die  Clongation  der 
/enus  von  der  Sonne,  welche  also  ungefähr  40^  betragen  muss, 
renn  der  Glanz  der  Venus  ein  Maximum  sein  soll ,  vorausgesetzt 
iämlich ,  dass  wirklich  ein  Maximum  Statt  findet,  was  wir  nun 
loch  untersuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  müssen  wir  den  zweiten  Differentialquotienten 
entwickeln.    Nach  dem  Obigen  war  aber 


1 

Q^       D  •  7-      2/?rco8  5  co^sinö 

o6r /csincocoso  2 

äö"*"         2£»  JE* 

äer 
Theil  XX.  20 
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2  ^  •  ^  =5  JEsincocosM  — ircos^  aflainS , 

oder  weil  nach  dem  Obigen 

.  ^      £sin» 

6inö= 

r 

ist: 

^E^   SG       .  ^     ,       1    4  .  - 

"o"  •  ff^  =  fiinocosCi)  —  4cos  5  oo'sin(i> . 

Hieraus  erhalten  wir  durch  fernere  Differentiation  nach  ß 

^£3   d^G        E^  dE  dG 
^R"W^^  R  '86  'de 

=     (cosocosCi)  4-  2sinG)sin(i))  g^ 
—  (sinct)sinc5  +  4cos  ^  ©^  coso)  g^  • 
Es  ist  aber  ö+a)  +  ö=ijr,  also 


und  folglich 

^JE»    8^6?    ^£2    8£   BG 
^W^W^^K  'Se  'de 

=:     sincDsin^  +  4cos  x  o^coscd 

* 

I  Um 

•f  (cosGocosc3-|:3sinG)sinc5-|-4cos5  cd^cosS)  ^* 

Weil  nun  für  tang^  (i>=:2tangc3,  d.h.  bei  der  Venus  für  die  oben 

Bf* 
angegebenen  Werthe  von  cd  und  (5,   der  Differentialquotient    kk' 

verschwindet,  so  können  wir  für  diese  Werthe  von  a>  und  o 
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+  (coscacosG)  -f-  osincjsino)  +  ^cos^  ^  x- 

{(etzen,  und  werden  nun  ^.ur  lieurtbeilen  haben,  ob  die  Grösse  auf 
der  rechten  Seite  des  tileicbbeitszeichens  positiv  oder  negativ  ist> 

weil  dann  auch  respective    -nT^   p««itiv  oder  negativ  sein  wird. 

Zu   dem   Ende  drucken   wir    zuerst  die    obige  Gleichung  auf 
folgende  Art  aus: 

=   sioidsino -t'.^o&3'<^^coso 

•ftsincosino  +4cosö- w^cosö  -f  sina)sin«3  +  cos(fi) — c5)|  o^ 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

.    a>-^5=78<>.ll'.56" 

ist,  so  sind,  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Wert  he  von  round 
€5,  die  Grössen 

.  sincosino,     4cos  ^i -co*cosö ,      cos((o— ö) 
offenbar  sämmtlich  positiv,  und  es  ist  augenscheinlich 

sino>8inc3  +  4cos  5-  o^cosc)  +  sinosino  +  cos  (w  —  5) 
>  sincosino  +  4cos  ^  w^cosö . 

.  Weil  nun  nach  dem  Obigen 

dco  Rcosid sinocoso 

8Ö~  F~""  sind       ' 

also,  wie  man  Reicht  findet: 

I  20* 
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85=  -  '.'«' 

d.  h.  negativ    und   dem    absoluten  Werthe  nach   grosser  als  di 
Einheit  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

1  _  .  _  '.So 

—  {sinoosincD-l-^cos^  od^coso  -f-sinosincd  +  cos(co — a))j  g^ 


>  sincosind)  -h  ^os  5  cd^cosg) 


folglich 


sinosincd  -|-  ^cos  q-  oo'cosd) 

1      _        _         _  80,^"^^' 

-f  |sin(osino-|-4cos5  co^coscd-f  sinG)sino-|-cos(G(>^o))  ^ 

also    gr^-  negativ»  welches  die  3edingnng  des  Haximoms  ist 
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Heber  den  Inbalt  der  Fässer. 

Ton 

dem  Herausgeber« 


Der  Bestimmung  des  Inhalts  der  Fässer  haben  mehrere  grosse 
Mathematiker  ihre  Aufm  ericsam  keit  gewidmet.  Sehoii  Kepler 
kat  neben  seinen  unsterblichen  astronomischen  Arbeiten  "'eine 
Stereometria  doliorum  geschrieben,  und  nach  ihm  haben 
vorzüglich  Lambert,  Kästner,  Oberreit  und  Andere  sich  um 
diesen  Gegenstand  verdient  gemacht.  Kästner  möchte  es  frei- 
lich fast  tadeln,  dass  die  Mathematiker  sich  zu  der  Beschäftigung 
nit  solchen  ganz  praktischen  Dingen  herablassen,  und  spricht 
sich  darüber  in  seiner ^  bekannten  scherzhaften  Weise  auf  folgende 
Art  aus  *) : 

„Ich  dächte  man  könnte  von  den  Leuten,  die  mit  mathemati- 
schen Ausübungen  Geld  erwerben  wollen,  immer  fordern,  dass  sie 
ihren  Kopf  zu  etwas  Theorie  anstrengten.  Haben  sie  dazu  Kopf, 
Fleiss  nicht,  so  dürfen  sie  nur  solche  Geschäfte  Leuten  überlas- 
sen, die  sich  dazu  geschickt  machen.  Warum  sollen  die  Mathe- 
matikverständigen  Arbeit  und  Nachdenken  anwenden,  dem  soge- 
nannten Praktiker  Vorschriften  zu  geben,  die  dieser  nun  ohne 
Arbeit  und  Nachdenken  brauchen  mag?    Nicht  einmal  Dank  wird 


*)  Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte  Mathematik,  her- 
ausgegeben von  J.  Bemoalli  und  C.  F.  Hindenbnrg.  Jahrgang  1787. 
S.  «.  T. 


i 


3d2 

s 

mit  dieser  Gutherzigkeit  erworben.  Denn  eben,  weil  sieb  die 
Mathematiker  häutig  so  herabgelassen  haben,  wird  vergessen« 
dass  Mathematik,  oft  tiefe,  zur  Erfindung  und  bequemen  Einklei- 
dung dieser  Regeln  nöthig  war^  und  nun  hält  jeder,  vom  Came- 
ralisten  bis  zum  Weinvisirer  herunter ,  Mathematik  för  unnütze 
Grillenföngerei.  *' 

„So  einfaltig  sind  die  Rechtsgeiehrten  nicht  gewesen,  was 
zur  gesetzmässigen  Sicherheit  der  menschlichen  Gesellschaft  ge- 
hört, so  populär  vorzutragen,  dass  Bürger  und  Bauer  es  ohne 
weitere  Nacmrage  brauchen  konnten.  Lieber  haben  sie  Vorsieh* 
tigkeiten,  die  schon  die  natürliche  Vernunft  lehrt,  in  feierliche; 
Formeln  verhüllt,  damit  selbst  die  künftigen  Notarien,  noch  viel-  ; 
mehr    wa«    höher    hinauf    steigen    will,     die    Pandecten   hören ^ 


müssen.  *' 


„Die  gewöhnliche  Beschuldigung,  dass  die  mathematischei 
Theorieen  in  djer  Ausübung  nicht  brauchbar  sein  sollen,  rührt 
eben  dah^T,  iltss  man  2a  Avsühaiigen ,  die  oft  fltr  das  gemeine  ^ 
Wesen  wichtig  sind,  Leute  gut  genug  hält,  denen  man  keine  j 
Theorie  anmuthen  darf^  die  also  weder  bekannte  Theorie  gehurig  > 
anzubringen  wissen ,  noch  viel  weniger  sich  einfallen  lassen,  prak*  : 
tische  Fragen,  z.  £«  hier:  von  Geislalt  und  Ausmessung  der  Fäs- 
ser, mit  neuen  Anwendungen  der  Theorie  za  untersuchen,^' 

„Dass  Mathematikverständige,  wenigstens  seit  Keplers  Zei« 
ten,  gerade  bei  diesem  Gegenstande,  Gebrauch  tieferer  Theorie 
häufig  gezeigt  haben ^  ist  jedem  bekannt,  der  etwas  von  der  litte- 
rarischen Geschichte  der  Visirkuust  weiss.'' 

„Aber  eben  so  bekannt  ist,  wie  unmathematiscb  m  der  Ao^ 
Qbung  eines  Geschäftes  ist  verfahren  worden,  das  in  Handel  w4 
Wandel  so  viel  Einiluss^hat,  und  bei  dessen  unrichtiger  Venrni^ 
tung  jeder  leidet,  der  nicht  bloss  Wassertrink^r  ist." 

Ich  meine,  dass  jede  Gelegenheit,  welche  sk;h  dem  Matlie- 
matiker  zur  Anwendung  seiner  Wissensc{iaft  darbietet,  ihm 'scheu 
deshalb  erwünscht  und  angenehm  sein  muss,  weil  sich  dabei  ^ft 
Schwierigkeiten  zeigen,  deren  Ueberwindung  die  Wissenschaft 
selbst  weiter  führt,  auch  abgesehen  von  dem  grossen  Nutzen, 
welchen  dergleichen  Anwendungen  oft  dem  Gemeinwcsenm  brin- 
gen geeignet  sind. 

1 

Unter  den  vielen  Regeln,  welche,  oft  mittelst  s«hr  scharf 
sinniger  analytischer  Methoden  gefunden,  znr  Berechnung  des 
iTihdtts  der  Fässer  gegeben  worden  sind ,  hat  sich  jetzt  nur  noch 
die  folgende  von  Lambert  angegebene  Methode  zur  Inhaltsbe- 
stimmung der  Fässer  erhalten: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  w  ird  erhalten,  wenn  man 
zu  %  des  Gylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum 
Durchmesser  und  die  Höhe  d«s  Fasses  zur  H44Ji<e  bat, 
Ys  desCylinders,  welcher  deuBodendurchmesser  3ujb 
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Durebmesser  uod  die  Hiihe  des  Fasses  zur  Höbe  bat, 
addirt 

Diese  Regel  wird  allgemein  für  die  genaueste  gehalten »  und 
;  besitst  auch  den  grossen  Vorzug  der  Leichtigkeit  bei  der  prak- 
tischen^ Anwendung.  Die  Vorlesungen ,  welche  ich  in  jedem  Win- 
tersemester an  der  Küniglieben  Staats-  und  landwirthschaftlichen 
Akademie  zu  Eldena  über  praktische  Stereometrie  zu  halten  habe, 
bieten  mir  vielfache  Gelegenheit  zur  praktischen  Anwendung  der 
obigen  Regel  dar,  weil  der  Zweck  dieser  in  jeder /Rücksicht  aus- 
gezeichneten Lehranstalt  erfordert,  dass,  ohne  einer  gesunden, 
nogliohst  einfachen  und  leichtverständlichen  Theorie  im  Gering- 
sten ihr  Recht  zu  vergeben,  der  theoretischen  Betrachtung  doch 
überall  die  iVielfacbste  praktische  Anwendung  und  Ausfährung 
laf  dem  Fusse  folge,  damit  die  Einführung  der  Theorie  in  das 
Leben  nie  aus  dem  Auge  verloren  werde,  eine  wahrbaO:  theore- 
tisch-praktische Richtung,  welche  hauptsächlich  der  jetzige  Di- 
leetor  der  genannten  für  das  gegenwärtige  Zeitbedürfniss  so  boch- 
widitigen  Lehranstalt  dem  ganzen  Unterrichte  an  derselben  in 
höchst  anerkennungswertber  Weise  mit  dem  sichtbarsten  Erfolge, 
so  geben  bestrebt  gewesen  ist,  und  diese  Richtung  immer  noch 
bis  zu  ihrem  Höhepunkte  zu  führen  sich  eifrigst  bemühet.  Eine 
«siehe  Richtung  erfordert  freilich  in  allen  Unter  rieb  tsgegenständeu 
asch  Lehrer,  die,  selbst  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  stehend, 
gerade  dadurch  erst  vollkommen  befähigt  werden,  sich  den  Be- 
dürfnissen ihrer,  bei  nicht  selten  sehr  ausgezeichneter  geistiger 
Belahigung,  doch  zuweilen  mit  verhältnissmässig  geringeren  mate- 
riellen Vorkenntnissen  ausgerüsteten  Zuhörer  vollkommen  anzu- 
bequemen, und  die  Wissenschaft  für  das  Leben  in  jeder  Weise 
fnichtbar  zu  machen.  Die  Lambert'sche  Fassregel,  um  dieses 
Beispiels  mich  zu  bedienen,  ist  ein  Product  höherer  mathemati- 
seber  Untersuchungen  und  Rechnungen,  und  erfordert  zu  ihrer 
EDtwickelung  mancne  analytische  Kunstgriffe,  die  selbst  ihr  zu 
den  berühmtesten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  gehö- 
render  Erfinder  nicht  in  ganz  zweckmässiger  Weise  in  Anwendung 
zu  bringen  verstand.  Ein  Lehrer  der  praktischen  Stereometrie 
an  einer  landwirthschaftlichen  Akademie  wird  nun  freilich  nicht  so 
ooverständig  sein,  seine  Zuhörer  mit  einer  Menge  von  Differential- 
Qod  Integralformeln  zu  quälen;  nur  sollte  er  selbst  sich  nicht  ein- 
fallen lassen,  das  Katheder  zu  betreten,  wenn  er  seinen  Gegen- 
stand nicht  bis  zu  dessen  kleinsten  und  feinsten  Nuancen  kennt, 
denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  wird  er  befähigt  sein,  densel- 
ben seinen  Zuhörern  zu  möglichster  Anschauung  zu  bringen,  ver- 
schiedene dazu  erforderliche  Kunstgriffe  sich  selbst  zu  erfinden, 
end,  weil  er  die  Vorzüge  und  Mängel  seiner  Vorschriften  bis  in's 
kleinste  Detail  vollkommen  kennt,  dieselben  in  wahrhaft  frucht- 
bringender Weise  anzuwenden,  und  die  Anwendung  in  eben  sol- 
cher Weise  seinen  Zuhörern  vor  die  Augen  zu  führen.  Nur  ein 
solcher  Unterricht  kann  auch  geistig  befähigte  Zuhörer  auf  die 
Dauer  befriedigen,  und  denselben  für  ihre  künftige  Bestimmung 
wahrhaft  Nutzen  bringend  sein. 

Bei  meinen  Vorlesungen  über  praktische  Stereometrie  an  der 
Königlichen  Staats-  und  landi^irthschaftlicben  Akademie  zu  Eldena 


inaclitc 


ch    die   Beraerkni 


Liihalt  (agi  dur 
Zuhr>re 


ila^is   die    Lumbert'AulM 


;  etwas   : 


«eiche    nnter 


1  grt 


j  sab, 
Augen   die  Naclim 


i  Vasftes  aaf  nassem  Wege,  um  das  Er^ehniss  der  th« 
sehen  Inhaltsbestimmung  zu  controliren,  lienerkstelligten,  iilter 
diesen  Umstand  aufmerksam  machen.  Bei  neuerem  Nachsuchen 
ich  dieselbe  Erscheinung  auch  meisten»  bei  den  von  Lamberts 
und  namentlich  bei  ilen  von  Oberreit  angestellten  Versui 
ohne  dass  diese  Mathematiker  darauf  besondern  Werth  gelej 
haben  scheinen.  Dadurch  entstand  bei  mir  die  Vermuthung, 
dieser  Umstand  in  der  Lamhcrt'sclien  Formel  selbst,  die  In 
reren  Beziehungen  eine  blosse  Näherungsforniel  ist,  _  begrl 
eein  müue.  VnA  da  nun  Larabert,  ganz  gegen  die  sot) 
Gewohnheit  dieses  grossen  Mathematikers ,  eine  vollslandige 
Wickelung  und  theoretische  Begründung  seiner  Formel  eigei 
nirgends  gegeben  hat;  da  das.  was  er  in  den  beiden  Ahham 
gen,  die  er  über  die  Vtsirkunst  veröffentlicht  hat*),  darGhwi 
streng  gennmmen  iinr  auf  einer  Art  von  Tatoiinement  ben 
da  ferner,  \Tin  schon  Kästner  und  Uindenburg.  so  vri«< 
.1.  T.  Mayer  bemerkt  haben**),  seioe  auiilylischen  Recfanu 
und  Entirickelungen  nicht  ganz  von  Fehlern  frei  sind;  da 
endlich  überhaupt  noch  keine  völlig  strenge  iriid  mit  mfi^lici 
Eleganz  durch  geführte  Entwickeluiig  der  Lambert'schen  Fiiasi 
bekannt  ist*^):  so  entschloss  ich  mich,  selbst  eine  Enlw 
lung  dieser  höchst  wichtigen  Regel  zu  versuchen,  um  miigiii 
weise  dadurch  zugleich  Aeu  oben  erivahDten  Umstand,  da» 
IVegel  den  Inhalt  Ufters  zu  gross  giebt,  aufzuklären.  Ulc 
sultate  dieser  Untersuchung  Hill  'ich  nun  im  Folgenden niitthi 

Da  die  Fassdanben  nach  keinem  auf  einen  strengen  m 
matischen  Ausdruck  zu  bringenden  Geseixe  gekrümmt  sind 
bleibt  nichts  weiter  übrig,  als  dafür  eine  beslinmite  malhe 
sehe  Curve  anzunehmen,  und  dann  durch  Versuche  zu  ertnl 
in  wie  weit  die  gemachte  Annahme  sich  der  Wirklichkeit  ansehl! 
Auch  sind  in  der  That  sehr  verschiedene  Carven  zu  diesem  Z« 
in  Vorschlag  gebracht  worden.  Ueber  djese  verschiedenen 
scbläae  uns  weiter  zu  verbreiten,    ist  jt-t'^t  nicht  unsere  Abs 


*)     Beiträge  zum  Gebrauche  ri^r  Math. 
An  wfnduDfr  durch  J.  H.  Lambert.  ThI.  1.  Bi 
Tbl,  in.     Berlin.     1172.     S.  12. 

:'i.iatil<  nnd  d 
:rlLn.  1765.   S, 

•■)     Leipziger  Magazin  für    reine    und 
Ihematik.     Jahrgang    IT8T.     S.  1 3.    11. 

angewandt. 

•**)     Insofern   man    sieb   nicht   mit   hinas   eleu 
hGRnü„en  will,  wie  ich  in  meinem  Lehrbuch  dei 
Physik    für   Kameraliiten.     Tbl.  11.    Alilh. 
S.  823.  zu  thnn  getiöthigt  war,  wo»on  aber  hei  ei 

iienlaren  Itülfsii 
r  Malhematil 
I.  Leipzig.  1 
ncr  solchen  gu 
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a  wir  es  hier  vorzugsweise  mit  der  Lambert'sehen  Fassresel, 
ie  auch  eigentlich  nur  allein  in  der  Praxis  Beifall  gefunden  hat, 
IL  thun  haben.  Lambert  aber  lässt  das  Fass  auf  fpigende  Art 
otstehen. 

InTaf.III.Fig.  8.  sei  il/ der  Mittelpunkt  der  Linie  ^^^  auf  welcher 
i  A»  B,  M  die  Linien  ^^C,  BD,  ME  senkrecht  stehen.  Ist  nun 
'ED  ein  zwischen  den  Linien  AC  und  BD  liegender  Kreisbogen, 
essen  Mittelpunkt  der  in  der  Verlängerung  der  Linie  ME  über 
en  Punkt  M  hinaus  liegende  Punkt  O  ist,  und  dreht  sich  die  Figur 
\BCD  um  die  Linie  AB  wie  um  eine  feste  Axe  herum ,  so  heisst 
er  dadurch  entstandene  Körper  ein  Fass,  dessen  Inhalt  zu  be- 
timmen,  wir  jetzt  Versuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Hohe  AB  des  Fasses 
orch  2a y  den  halben  Spund-Durchmesser ilfiE«  durch  b,  und 
en  halben  Boden-Durchmesser  AC  oder  BD  durch  c,  wo 
«kanntlich  immer  6  grosser  als  c  ist;  den  gesuchten  kOrperiicheo 
ohalt  des  Fasses  aber  wollen  wir  durch  F  bezeichnen.  Nehmen 
pir  nun  M  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
ystenis  der  a:y  an,  dessen  a;-Axe  die  Linie  AB  ist,  und  be- 
eicbnen  die  Linie  MO  durch  o,  so  ist  ö-{-a  der  Halbmesser  des 
Kreisbogens  CD,  und  die  Gleicnung  dieses  Kreisbogens  in  Bezug 
of  das  angenommene  Coordinatensystem  ist  folglich  oflfenbar: 

Uso  ist,  weil  unser  Kreisbogen  durch  die  Punkte  C  und  Z>geht: 

oraus  sich   mittelst  leichter  Rechnuns: 

Jglich,  wie  man  leicbt  findet: 

4)     6  +  r/=-2(^^^^ 
giebt     Aus   der  Gleichung  ])   folgt 

so 

oraus  man  ferner  sogleich 
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erhält;   und  weil  nun  nach  den  Lebren  der  Integralrechnung  be* 
kanntiieh 


/4-a 


— a 


\Hi,  SO  ist 

5)    F  = 


— a  — a  ~a 


Eis  ist  aber  ferner  nach  den  Lehren  der  Integralrechnung 


3«. 


— a 


und  allgemein 


rBxV(ö+g)^'-'x' 


aUo,  indem  man  die  Arcus  absolut  nicht  grösser  als  57c    nimmt: 


r  *'aT\^(6+^)2— o;^ 


—a 


=«V"(S+,)a-  «^  +  |(6  +  ^)«  j Aresin  ^ -  Are  »i»  gq:^j . 


oder  kürzer: 


— o 


=aV^(6+^)2  — a2  +  (Ä +  ^)^  Are  sing— 
Daher  ist  nach  dem  Obigen^  wie  man  leicht  findet: 
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6)    F  = 
2«  I  (6+^>"+9*— 3  a«-  9  V"(*+?)» — o»  -  2(*±ä>! Aresin  j^j  • 

Nach  4)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

also,  weil  bei  allen  Fässern  b—c  eine  gegen  a  sehr  kleine Griisse^^ 
folglich  a*— (4er-c)*  stets  positiv  ist : 

also,  wie  sich  leicht  mittelst  3)   ergiebt: 

Daher  ist  nach  6) : 

7)    F=2a7r  j(A+y)^^cy~ga^-^  ^^^^^^\4rcsi»  ^j  , 

oder  auch : 

a 


Arcsin 


t6  +<7)*  -  <?9  —  g  a«— 7(6  +  q) —^ 

b+g 

Es  wurde  keine  Schwieri<;keit  haben,  diese  Formeln  durch  Ein- 
«    fuhrang  der  Werthe  3)«  und  4)    von  q  und  b-j-q  ganz  entwickelt 
^   bloss  in  den  Grossen  a,  b,  c   auszudrücken,    was  aber,    wie  es 
l   mir  scheint,  für  die  numerische  Rechnung  nicht  von  wesentlichem 
Nutzen  sein  würde,  indem  man  am  Leichtesten  q  nach  der  unmit- 
telbar aus  3)  fliessenden  Formel: 

and  dann  F  unmittelbar  nach  einer  der  beiden  obigen  Formeln 
7)  oder  8)  berechnen  dürfte.  Noch  eine  andere  Formel  werden 
wir  indess  weiter  unten  erhalten. 

Für   den  Gebrauch   im  gemeinen  Leben  sind  abor  alle  die«« 
Formeln  viel  zu  weitläufig,  und  man  muss  zu  diesem  Zwecke  ein- 
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fächere  Näberungsforroeln  suchen,  die  jedoch  eine  hinreichende  Ge- 
nauigkeit darbieten.  Die  Möglichkeit  der  Enti^ickeiung  solcher 
Näherungsformeln  wird  durch  den  Umstand  dargeboten,  dass  bei 
allen    im    gemeinen    Leben    vorkommenden    Fässern    der    Bruch 

-^ —    immer    eine  sehr  kleine  Grösse  ist.    Wir  wollen  daher  auf  |i 

a  r 

diesen  Bruch  jetzt  besonders  unser  Augenmerk  richten,    und  zu  ' 
dem  Ende 

10)    =w,     6 — c=att 

setzen.    Dann  ist,  wie  man  leicht  mittelst  des  Obigen  findet: 

^^>  ^=— kr    '   ^+^=«-ür' 

also 


12) 


Ä  +  ^^l+t««' 

und  setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  noch 


so  Ist  nach  8): 


14)    F=2««j(6+9)«-c9-3a«-9(6+9)^^^) 


oder,  wenn  wir 


-^.     Arcsinr      .  , 

15)      =  1+117 


setzen : 


16)    F=2an{b^^^a!^  +  (b-c)q--g(b  +  q)iv], 


oder 


17)    F=2a7tt6«— 30«  + 0^11—7(6 +9)wt 


«der  nach  11): 
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18)     Fs=2ffje|*«+gaa  — 2«(ft  +  c)«— 9(&+9)«'l 


l    oder  ancli 


19)     F=2aw 


(a-(b  +  c)u)(l+u^) 


Nach  einer  sehr  bekannten  analytischen  Rei|ie  ist  aber ,  weil  hier 

2u 


r  = 


gewiss  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist: 

^      .                1    »8      1.3    r«      1.3  S   v^  . 
Arcsmü  =:«'  +  2'3  +  2:45"  +  2X6y  + 


also 


Arcsino i  ,  ^    £^    i—  Hl  j.  2l?:5    *^^  i 

^— —  A  +  2-3   +2:4¥+  ^ZB'?  + 


und  folglich 


1   r«       1.3  V       1.3.5   »6 


Daher  ist  nach  19): 

20)    F= 
2awJ6>+ga«-  J«(6+c)u 

-  J«(«-(6+c)«)(l+a«)(iy  j|.|  +.^^.J-r; 


.  1 3.5     1   . 

+24:6 -f 


Liässt    man     Uei    unverändertem    a  den    Bodenhalbmesser    e 
«ich  dem  Halbmesser  6  am'  Spund  nähern  ^  so  nähert 


310 

6— e 


Ui 


a 

sich  der  Null.    Also  näheret  sich  auch 

2u 

der  Null,  und 

V  2 


u       J  -\-u^ 

liSbert  sich  der  Gränze  2.  Daher  nähert  nach  20)  offenbar  i 
der  Gränze 

d.  i.  dem  Cylinder,  welcher  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höh 
den  Spund- Durchmesser  zum  Durehmesser  hat,  wie  es  gan 
Natur  der  Sache  gemäss  ist.  ^ 

Wir  wollen  nun  aber   F   nach   den  Potenzen  der  Gröi 
entwickeln,  was,  insofern  wir  uns  dabei  nur  auf  die  ersten 
der  der  betreffenden  Reihe  beschränken,    bei  der  Form,    di 
dem  Ausdrucke 20)  gegeben  haben,  keine  Schwierigkeit  meh 

£s  ist 

(a-(b  +  c)ü){l  +  u^) 
=  a  — (6  +  c)  tt  +  au^ — (6  +  c)  «^ . 


Ferner  ist 


^=2(1  +  tt«)-i .     (0'=  4(1  +  ««)-«; 


also  allgemein 


Daher    ist  nach    dem    Binomischen  Lehrsatze,    wie   man 
findet:  ^ 

=4  -8««  +  12m4  — 16«»  + 
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=  16««— 64ii*+  I60ti«—  320m«  + 


=  641/4—3841*0  +  1344^8  -.3584«^«  + 


^0    .t?6  =  281*0(1 +t«2)-8 

256ii«— 2048i£8  +  92I6m*o«.  30720^1*  + 


'  u.  s.  w. 

Führt  man  nun  diese  Ausdrucke  in  die  Gleichung  20)  ein, 
bleibt  aber,  da  es  uns  hier  nur  auf  eine  Näherung  ankommt,  bei 
Gliedern,  weiche  die  vierte  Potenz  von  u  enthalten,  stehen,  so 
erhält  man: 

2a7C 
1  i2      4 

i      ;    1 

=    6«+goa-2«(6+c)M 
-ja  la-(6  +  c)«+aa«-(6+c)tt«l  j|-  ^m*  +  ^«*  j 

Ffihrt  man  nun  die  Multip lication  aus,  indem  man  immer  bei 
den  die  vierte  Potenz  von  u  enthaltenden  Gliedern  stehen  bfeibt, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 


./ 


ai2 

21)    F  = 

1  2  "'  2 

2ajr  t  Ä«  —  3  «(&  +  c)m  —  jg  a^ii«  +  j|  a(6  +  c)«'  f  j^^  «««« j . 

Aus  dieser   Formel    ergeben  sich   nun    die    folgenden    Näh 
rungsformeln. 

ßleibt  man  bei  dem  ersten  Gliede  stehen,  so  erhält  man*. 

22)    F=  2ö6% . 

Geht  man  bis  zu  der  ersten  Potenz  von  Uy  so  ergiebt  sich 

1 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

au=:b  —  c; 
also  wird  vorstehende  Formel : 

F=2fli7r(62-.j(6+c)(6~c)!, 


oder 


oder 


F=2a;r!62-^g-(62~c*)! 


23)    Fz=:2anflb^  +  lc^\ 


Drückt  man  diese  Formel  auf  folgende  Art  ans: 

24)    F=:^(2a6%)  +  ^(2ac27F), 

so  erhalt  man  unmittelbar  die  Larabert'sche  Regel  zur  Berechnun 
der  Fässer,  und  sieht  also,    dass  diese  Regel    bis  auf  die  erst 

Potenz    von    u  = genau  ist. 

Geh,t  man  in  der  Formel  21)  bis  zu  der  zweiten  Potenz   vo 
u,  so  erhält  man: 

1  2 

F=2a7c  j  6«  -  ^  «(6  +  c)u  —  jg  a««*] . 


^ 


id 
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also 

oder 

26)    F  =  |(2o6%)+g(2ac%)— ^(2a(6-c)ajr). 

Die  in  dieser  Fönnel  enthaltene  Regel  kann  man  auf  folgende 
Art  aussprechen : 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten^  wenn  man 
zu  %  des  Gylinders»  welcher  die  Spundtiefe  zum 
Darcnmesser  und  die  Höhe  des  Fasses  %ur  Höhe  hat» 
%  des  Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum 
Durchmesser  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hs^t, 
addirt,  und  von  der  Summe  Vi^  des  Cylinders,  welcher 
den  Unterschied  zwischen  der  Spundtiefe  und  dem 
Bodendurchmetfser  zum  Durchmesser  und  die  Höhe 
des  Fasses  zur  Höhe  hat,  subtrahirt. 

Vergleicht  man  diese  Regel,    welche  bis  auf  die  zweite  Po- 

b—'C 

teoz  von  M  = genau  ist,    mit   der  Lambert'schen  Regel,  so 

sieht  man,  dass  diese  letztere  allerdings  den  Inhalt  des  Fasses 
etwas  zu  gross  liefert,  was  auch,  wie  schon  erinnert,  mit  mei- 
Den  und  anderen  Versuchen  ganz  tibereinstimmt.  Ich  glaube  da- 
'  ber,  dass  es  zweckmässig  ist,  sich  statt  der  Lambert'schen  Re** 
gel  lieber  der  obigen  Regel ,  die  nur  ein  wenig  mehr  Rechnung 
erfordert  und  sich  auch  leicht  Im  Gedächtniss  behalten  lässt,  zu 
bedienen,  wenigstens  in  den  Fällen,  wo  es  auf  eine  grössere 
Genauigkeit  ankommt« 

Geht  man  in  der  Formel  21)  bis  zu  der  dritten  Potenz  von  », 
80  erhält  man : 

1  2  2 

F=2a;rU*-3«(Ä+c)M— jg  a%«  +  jga(6  +  c)t«»|, 

abo 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  den  Formeln  25)  oder  26),  so 
sieht  man,  dass  diese  letzteren,  oder  die  oben  aus  denselben  ab^ 
eeleitete  Regel,  den  Inhalt  des  Fasses  schon  etwas  zu  klein  lie- 
fern; und  berechnet  man  also  den  Fassinhalt  nach  der  Formel 

Theil  XX.  21 


»         • 


80  muss  man  dem  Resultat  eigentlicii  noch-  die  'Correctlon 

4    /6— c\« 


+  r5(V0'"(**-''*)« 


oder 


■ '  '  -  ■ »  .  1  • .  i   .  1  ■  t 


4     //>  —  e\^ 


beifügen,  was  aber  naturlich  die  Rechyung  weitULafiger  macli 

Gingö   man    endlich  bis    isa  der   Vierten  Potenz  von    «, 
mfisste  man  die  neue  Correction 


+  iü5(iry  •"<*-*')'* 


beifügen  • 


Vereinigt   man  die    beiden    vorhersehenden   Correctione 
eine,  so  ernält  liian  als  dem  nach  der  Formel 

t  .... 

F=\  (2ab^7t)  + 1  f >öc2;r)  —  ^  (2fl(ö -  c)^7t) 
b^recbnetien  Fassiphalte  beizufügend^  Correction : 

+  iÖ5 '  ( V  )  •  "^*  ~  c)  (46+ 3c)«. 
jPi(9<  Formel 

F=  I  (2a627.)  +  g-  (2ac2;i;)  —  ^^  (2a(6  -  cj^tt)  , 

welche,  ohne  weitere  Correction,  die  Berechnung  der  Inl 
dreier  Cylinder  erfordert,  scheint  mir  mit  hinreichender  Gen: 
keit  die  nöthige  Leichtigkeit  der  numerischen  Rechnung  zu 
binden.  Sehr  zur  Erleichterung  dieser  und  anderer  stereonn 
scher  Rechnungen  di«nt  eine  Tafel  cylindrischer  Räume  mit 
Durchniesser  njid  d^r  HtJhe  des  CylinHers  als  Argument, 
man  keine  zu  grosse,  aber  doch  hinreichende  Ausdehnuni 
,geben  h^^  Aus  dieser  Tafel  kann  mau  die  erforderlicben  c 
4ris(;hen  Räume 


iab^n,    2ac«^^.    ^aib'-cfn 


I  ^1^ 

eDtnehinen,  und  bat  dieselben  dann  bloss  noch  naeh  der  Reibe 
mit%f  Ys,  ^/i5  zu  mtiltipliciren  9  hierauf  die  beiden  ersten  Pro- 
dacte  zu  addiren,  das  tetzte  von  der  Summe  zu  subtrahiren»  was 
Alles  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  hat. 

Es  ist  in  mehrfacher  Beziehung  von  Interesse,  noch  einige 
andere  von  der  kreisförmigen  ErGmmung  unterschiedene  Krummun« 
gea  der  Fassdauben  einer  näheren  Betrachtung  zu   unterwerfen. 

Wir  'WoHien  daher,  die  im  Obigen  eingeßihrten  Bezeichnun- 
gen auch  jetzt  beibehaltend,  annehmen,  in  TaHILFig.  %,  sex  AB* CD 
I  eine  halbe  Ellipse,  und  das  Fass  entstehe,  indem  sieh  der  Theil 
ABCD  dieser  haloen  Ellipse  um  AB  herum  dreht  In  Bezug  auf 
4to  bei  der  Ellipse  gewöhnliche  Coordioatensystem  ist 
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<lie  Gteicbung  dieser  Ellipse ;  also  ist 


Mglich 


also 


6« 


/6* 


— a 


Nun  ist  aber 


a' 


«' 


also 


2  —        «2        • 


a 


w 


Daher  ist 


d.  i. 


21* 
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28)    F=2«»(|6«+jc«)> 


oder 


29)    F=:|(2a6%)+g-(2ac%), 

welches   genaa  die  Lambert'sche   Fassregel   ist.    Hieraus 
man ,  dass  diese  Regel  eigentlich  die  Fassdauben  von  ellipt 
KrOminung  voraussetzt.    Man  sollte  nun  durch  Versuche  un 
naue  Rechnung  ermitteln,   welche  von  den  beiden  Vorauss< 

fen  einer  kreisfötrmigen    oder  einer   elliptischen  Krummun 
assdauben  sich  der  Wirklichkeit  genauer  anschliesst.     Das 
Lambert'sche  Regel,    also«    wie  wir  jetzt  wissen,    die  V< 
Setzung  einer  elliptischen  Krümmung  dfer  Fassdauben,  den 
des  Fasses  meistens  etwas  zu  gross  giebt,  ist  uns  schon  bei 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  in  Taf.  III.  Fig.  9.  die  Bogen 
und  BfDJi  Bogen  zweier  über  der  Axe  AB'  beschriebene 
rabeln  seien,  welche  ihre  Scheitel  respective  in  A  und  £'  h 
und  dass  das  Fass  wieder  durch  Umdrehung  von  AB  CD  un 
entstehe.    Ist  nun  überhaupt 

die  Gleichung  der  Parabel  ACE  und  AAziz.Uy  so  ist 

c^=pu,    b^:=zp(a  +  u) ; 
also 

^—^+^\   «-323:72*      «  +  »-5211^5 


c«      6«-c« 


«      """  mg      ' 


u  a 


Folglich  ist 


^F=./ 


ab* 


M-c«^2_c2 

MX, 


a 

oc* 


also 


F=2n; 


ab* 
6«— C« 


xdx. 


gc* 


ZX7 


i  i. 


— ^  \(^y-  (i^y\  ■ 


ako 


d.  i. 


•d«r 


30)    F=a»(6«  +  c«), 


31)    F  =  g- 1  (2ö6«7r)  +  (2ac%)  I 


Unter  der  semachteD  Voraassetzong  wäre  also  das  Fass  das  arith- 
metische Blittel  zwischen  den  beiden  Cylindern^  welche  die  8pund- 
fiefe  und  den  Bodendurchmesser  zu  Durchmessern  und  die  Il5he 
des  Fasses  zur  gemeinschaftlichen  Höhe  haben.  Auch  diese  Re- 
gel hat  man  wohl  zur  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer  in  Vor- 
schlag gebracht;  sie  weicht  aber  namentlich  bei  grossen  Fässern 
TOD  der  Wahrheit  merklich  ab. 

Wenn  in  Taf.  III.  Fig.  9.  die  Linie  CED  ein  Bogen  einer  Parabel  ist, 
die  ihren  Scheitel    in   E  hat  und  deren  Axe  EM  ist»    so  ist  in 
'  Bezue   auf  E  als  Anfang  und  EM   als  Axe  der  Abscissen  die 
Gleichung  dieser  Parabel: 

•   Nehmen  wir  aber  M  als  Anfang  und  AB  als  Aze  der  Abscissen 
eioes  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an ,  so  ist  offenbar 

also  die  Gleichung  der  Parabel: 

a«  ==/?(*  ^y) 
oder 


a:* 


•^  P 


folglich 


m 


also 


1 .       '.' 


^ //  3,*a^=6«^-|,|.»+g. 


und  da  nun 

fa 


— o 

ist,  80  ist^   wie  man  leicht  findet: 


F=2a«(*»-|.|««  +  5^,) 


Es  ist  aber 


.      o«    1       6— c     1        (A-c)" . 
also  naefa  dem  Vorhergehenden : 


oder 


32)    F-2a7c{b^—lb(b-c)  +  l(b'-c)^\ 


33)    F=z2a7t(ßb^+^bc  +  lc^y 


Diese  Formel  kann  man  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

34)  F=2a>rj(|6H-|c»)-r5(6-c)«j, 

oder  auch  auf  folgende  Art:  '  . 

35)  F=2a7cj(|6  +  ~cy  +  ^(6-c)2|. 

Die  Formel  34)  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 
36)     F=  I  (2ab^7t)  + 1  (^ac^Tt)  ^  j|  (2a(6— c)«  tc)  , 

und  führt  also»  was  ich  als  besonders  bemerkenswerth  hei 
hebe,  wieder  auf  die  von  mir  ob^ii  für  das  kreisförmige  J 
gegebene  Regel. 


m 


;        Aus  ^gesfellfen    vergleichendon  l^^tiSiiblben  fifchlieefit  Ober- 
^  reit*):    i^dass  eigentlich  die  patabo  fische  Kr ämmun  g 
der  Dauben   es    ist»    die    der  Wahrheit    am    nächsten 
'kommt'S  wobei  er  ganz  die  vorher  betrachtete  Gestalt  de$i  Fas- 
ses zu  Grunde  legt;    und  da  ich   im  Obigen  gezeigt  habe»    dass 
ftuch  die  kreisförmige  Krümmung   der  .Dauben,    wenn  man  noch 

h—~'C 
die  zweite  Potenz  der  Grösse 7  berücksichtigt,  ganz  zu  der- 

.  selben  Regel  führt,  so  glaube  ich  allerdings,  dass  diese  Re^L 
[  überhaupt  die  genantste  ist,  welche  man  oei  der  jetzigen  Lage 
[  der  Sache  geben  kann,  wenn  man  zugleich  von  der  Leichtigkeit 
''  der  Rechnung  nicht  zu  viel  aufopfern  will. 

Interessant  und  wichtig  scheint  mir  nun  aber  immer  noch 
4q  Frage,  ob  die  kreisförmige  oder  die  parabolische  Krüm- 
iirog  der  Fassdauben  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt,  w^s'sjcb 
natürlich  nur  durch  möglichst  genaue  Versuche  ermittefn  lässt.' 
Dann  muss  man  aber  natürlich  das  kreisförmige  Fass  nicht  nach 
einer,  der  obigen  Näherungsformeln,  sondern  ganz  genau  be- 
rechnen, weshalb  ich  jetzt  noch  die  obigen  ganz  genauen  Formeln 
SP, umgestalten  will,  wie  sie  mir  die  leichteste  uu^  beqnbm«ki 
tUchDung  zu  gestatten  scheinen. 


I 
■  i. 


Man  berechne  den  Hülfswinkel  0  mittelst  der  Formel 


6  — c 
37)    taogoi)=  — - —  j 


a 


h—c 
wo  bekanntlich  =m  ist.    Dann  ist 


V       a 


2tt    2tanga> 

l+ii«"~  1  +  tangcö« 


=2sinG)cosG)=sin2co. 


['  Nehmen  wir  fiun  an ,  dass  o  in  Secunden  ausgedrückt  sei ,  so  ist 

Arcsint7=:Arcsinsin2G)=:2o)sinl''. 
Daher  ist  nach  7)  und  ]3):  « 

F==2a:r  { (6  +  ^)2- cy  - g-o«- ?5l*±2L^  cjsinl'M , 
oder 


*)    Leipziger  Magazin   für    reine   ii^nd    angewandte   Ma 
Thematik,    Jahrgang   1786.     S.  454. 


19» 


We« 


ttl^L 


V 


cosec2a> 


ist^  so  kann  man  die  Gleichung  38)  auch  auf  folgende  Art  schrei! 
39)     F=z2a^7t  j  (1— -2  Ja)8iDi")cosdc2a>«-^  .|  — J(  , 

Wo  man  a  am  Leichtesten  mittelst  der  aus  ^  dem  Obigen  sogi 
sich  ergenenden  Formel 

40)    9=aeo$ec2«9— 6 

berechnet*  Mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  wird  man  in 
den  Inhalt  des  kreisförmigen  i^asses  gan«  geniau  berechnen 
nen,  wenn  man  es  mit  dem  parabolischen  Fasse  vergleichen 


S2t 


•         ; 

II  .1 

.    ■      .  ■)•!..' 


\  Begrfindnn^  eines  üebrsatzes  zur  Be^ 

stIiiiiiiDnff  hülierer  Integrale  zDsam- 

mengresetzter  Functionen. 

Von 

#        ■ 

Herrn  Hofrath  L.  Oettinger. 

zo  Freiburg  i.  B«    , 


§.  1. 

Sind  .2l  und  Z  zwei  unter  sich  verschiedene  Functionen  von 
X,  80  nit  fär  die  Darstellung  höherer  Differenztale  zusammenge- 
wtzter  Functionen  von  x  die  bekannte  Gleichung 

8^j:z_2a^z . , ,  8Xd^-^z  . , ,  s^Xd^-^z  . 

,  .  dfXdr-vZ  ,       ,  -  S'-A'.Z 

+  <'">i'    {$xy    +  ••••  W'-(ä^ ' 

venn  hierin  die  Binoniialcoefficienten  durch 

-^^  ,_r(r-l)(r-2)  (r---p  +  l) 

. Wp-  1.2.3  p 

bezeichnet  werden*).     < 


*)  Häufig  werden  die  Binoniialcoefficienten  durch  die  Symbole  r^ , 
's)  r,  ••••Tp  bezeichnet.  Ich  halte  diese  Beseichnong  weder, für  ce»* 
*^iMiil  Bodi  für  systematisch  richtig,  denn  rj,  f, ,  r^  ..*•  rp  ...  deuten 
^sumtlich  unter  sich  verschiedene  Monome  oder  Elemente  an.    Verschie- 


3S 

V 

Dass  diese  Gleichung  auch  unmittelbar  fiir  die  Darstelloni 
der  Integrale  zusammengesetzter  Functionen  gelte,  ist,  soviel  mir 
bekannt,  bisher  weder  behauptet  noch  bewiesen  worden.  Es 
dürfte  daher  für  den  innern  Zusammenhang  der  Differenzial  -  und 
Integral -Rechnung  nicht  unwichtig  sein,  wenn  dieser  Beweis  ge- 
geben wird.       ' 

Ffir  die  Differenzen-  und  Summenrechnung  gilt  der  unmit- 
telbare Uebergang  von  den  Gleichungen  uir  positive  Un-, 
terschiede  einfacher  und  zusammengesetzter  Func- 
tionen auf  die  Gleichungen  mit  negativen  Unter schiedeu 
S Summenrechnung  oder  Integralcalcul  mit  endlichen  Differenzen). 
)iess  habe  ich  in  Crelle'l)  J<^lirnal  1 1.  — 16.  Band  (Lehre 
von  den  aufsteigenden  Functionen)  und  33.  Band  S.  117 
und.l[,  pn  der.  Fakultäten-TheorijB)  un4  ip  diesem  Arcbtjl 
f^B^l  feN86  iftnd  ff.  nachzuweisen  versticht'     -"'"  -      «* 

"'^Mf'^h  nun  in  det  Differenzen-  und  StimmenrechTiun'g^ 
welche  die  GrundUge  d^  Differenzial*  und  Integralrechnung  bil- 
det, diese  Gesetze  nachgewiesen  werden  können  und  auch  nach- 
gewiesen wurden,  so  leitet  schon  die  Analogie  darauf  hin ,  dass 
auch  der  Beweis  auf  die  Differenzial-  und  Integralrechnung  sick 
ausdehnen  lasse«  vferde«. 

Für  die  Differenziale  und  Integrale  der  meisten  einfacbea 
Functionen  habö  ich  diese  Nachweisung  in  einer  Abhandlung 
„Ueber  Differenziale  und  Integrale  höherer  Ordnung 
und  mit  gebrochenen  Exponenten"  (Crelle's  Journ.  44. 
Bd.  1.  und  2.  Heft)  gegeben.  Dass  nun  die  oben  unter  Nr.  1)  ffir 
höhere  Differenziale  zusammengesetzter  Functionen  aufgestellte 
Gleichung  auch  unmittelbar  für  4) ö h e r e  Integrale  zusammen- 
gesetzter Functionen  gelte,  soll  hier  nachgewiesen  werden. 


Ubtelr  der  Voraussetzung^  dass 


!■»-' 


ist,  stdlt,8ich  die  Gleichung  J),  wenn  — r  statt  +>'  gesetzt  wird, 
so  dar: 

2)     f^xz{dxy=xr[zidxy-[r\dxn  .z(dxy 

\[rWX   r^* Z{dxy  -  [r]ad3xJ*'^^Z(Bj:y 

'^  ^z(dj^y 


dMie  Begriffe  aber  können  ohne  Grefabr  «ler  Vefwechalang  Jiif^ht  i^ob^ 
a«f  Reiche  Art  bezeichnet  verden;  claher  seheint  die  ebda  angenMi- 
meile  -BcteeichnaogewoBe  die  bessere  zu  sbin. 


füllt  •  li.i\^='- ;•  ►1:1: '   ;: 


-•-   ^  ■  t 


r-T     'r(r+  t)(r  +  2). (r  +p - 1)  _  rPl^ 

.     *^^~  ,  1.2.3. p  —  lPii 


I    * 


andentet.  ' 

V 

« 

^       Diese^  Gleichung  trägt  die  htegratioD  einer  zusammengesetz- 
ten Function  auf    die  Integrale  der  einen  und    die  Differenziale 
i  der  andern  Function  (beide  für  sich  betrachtet)  über. 

■i .  Um'  rinn  den  fraglichen  Beweis    zu  führen,  gehen  wir  Ton 
Ugender -bekaiititeb  Gleichung  ans: 

[ffierin  liegt  folgendes  Gesetz: 

4)  Um  dad  Integral  eiiier  zusammengesetzten  Function  zu  er-' 
kalten,  vervielfache  man  die  erste  ungeänderte  Func- 
tt^^fimitdem-Integrale  der  zweiten,  ferner  nehme  miekii 
[das  Differenzial  der  ersten  ti^unction,  verbinde  es'hiit 
dem  Integrale  der  zweiten  und  nehme  nun  von  der  so 
erhaltenen  zusammengesetzten  Function  als, Ganzes 
das  Integral  und  stehe  letzteres  §b. 

Wendet  man  nun  das  so  eben  aufgestellte   Gesetz  auf  das 
I  ureite  Glied  in  3)  selbst  wieder  an,  so  erhält  man 

/P  P^  P  P^ 

(ßXj  Zdx)=-dX  J    Zdx+J  (ß^Xj    Zd:»). 

•   ■■     '  •  •  .    *\         . 

Wird  nun  das  zireite  Glied  dieser  Darstellung  selbst  wieder  nach 
4)  behandelt,  so  entsteht 

r {i^X'f^ Zdx)^ S^xf * Zdx -   fid^xf ^ Zdx). 
Ebenso  wird  auf  gleiche  Welse 

.  --ri^^xf^zdx)='-i^xr^zsx-{-r{d^xr^zbx)  ; 

I 

,  u.  8.  w.  Mit  jeder  Darstellung  wird  ein  neues  Glied  gewobnen, 
dessen  JDifferenzial  und  Integral  getrennt  sind.  ,  Bei  Fortsetzung 
dieser  Entwickelungsweise  erhält  man 

8)     f  XZdx=X  rZdx-dX  n Z^x^W^X  C^ Zhx 

— a^JC  j     Zdx+ i--)P.dPXßZdx... 


tu 

m 

Diese  Reihe  bricht  ab>  weno  die  höheren  Differenziale  einet 
Function'  anf  0  führen.  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so  läuft  sie  ins 
unendliche. 

Die  Glieder  dieser  Reihe  enthalten  vom  2ten  an  scheinbar  et* 
was  Undarstellbares  >  denn 


/ 


^Zda: 


kann  fär  sich  nicht  dargestellt  werden ,  wenn  /7>1  ist.  Der  Expo- 
nent des  Integralzeichens  und  der  von  djr  müssen  nämlich  gleich 
eross  sein,  wenn  das  Integral  darstellbar  sein  soll.  Diese  ßedingttO|p 
ist  aber  auch  bei  allen  Gliedern  vorhanden,  denn  das  beigeuigte 
Differenzial  ergänzt  die  erforderliche  Potenz  yon  da*  Die  Giieder 
dieser  Reihe  unterliegen  nämlich  folgendem  allgemeinen  Gesetze: 

wird  nun  das  p'»  Differential  von  X  durch  Xp(ßx)P  bezeichnet» 
so  hat  man  den  liarstellbaren  Ausdruck 

Die  in  5)  erhaltene  Darstellung  fallt  mit  2) zusammen,  wem 
r=l  gesetzt  wird. 

Um  nun  das  zweite  Integral  zu  erhalten,  hat  man  Nr.  5)  mit 
dx  zu  verbinden.    Hiedurch  entsteht 


/ 

f'xZ(dx)^=  fiX  j  Zbx^x-  fiflX  IZ^x)dx 


,  r 


+  r  {s^x  r  zdx)dx-'.,. 


Wird  nun  jeder  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  nach  dem  Gesetze 
5)  selbst  wieder  behandelt,  so  ergibt  sich  fSr  jedes  Glied  eine 
Reihe.  Werden  nun  femer  die  hieraus  fliessenden  Reihen  gehurig 
geordnet,  so  entsteht: 
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—dXr^Z(Bx)H8'Xr*Z{dx)^^^'Xr'z{Bx)H.: 

+d'Xr*Z(ßx)^-d»X  f'^ZidxyH..: 

-8*Xr'^Z(dx}*+- 
id  hieraas  dnrch  Zosatmuenzähleo: 

6)      ßXZ(dxf 
zXr*Z(dx)*-iSXr'z(dx)*-{^38tXr*Zidx)^-4d»Xr  Z(dx)\. 

......  (-)«•  .^^Spxf'^^ziBxy».... 


Diese  Darstellung  föllt  mit  2)  zusammen,  wenn  dort  r:=2ge- 
etzt  wird,  denn  es  ist 

m^Xr^^Z{?ix)*=^^»xf'^^Z(Bx)\ 

Wird  nun  Nr.  6)  mit  /  dx  verbunden ,  werden  die  hieraus  sich 

flehenden  Glieder  der  rechten  Seite  selbst  wieder  nach  5)  behan- 
eJt,  und  die  hieraus  fliessenden  Reihen  geordnet  und  zusammen- 
ezählt>  so  erhält  man 

r^xz{dxf 

I 

xf*Z{Sx)'-BXr*Z(!dx)HS'xf'^ZiSx)^-d3XnZ(dx)H.. 

— 2ajt/**z(öx)8  ^is^xC  '^Z(dx)'—wxr  '^z(dx)H .. 

-4S*Xr''z(dx)»+.. 
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= xpzidx)'  -  H  Bx  f*(ßj$y 


:  Diese  Barstellung  föHt  mit  Mr.  2)  zusammen ,  wenn  dort  r=3 
gesetzt  wird 5  denn  es  ist^ 

•  ^^Xf'''  Z(B.r=iE±]M±^sPxf'*'z(^.)K 

Führt  man  nun  auf  die  angedeutete  Weise  den  Caicul  weifer) 
und  steigt  durch  die  höhern  Integrale  auf^  und  ist  man  endlich  za 
dem  (r — l)ten  Integrale  gelangt»  so  hat  dasselbe  folgende  Form: 

/r-i 

Werden  nun  die  Glieder  dieser  Dafsteilung  mit  /  S^.verbandeB 
und  die  auf  der  rechten  Seite  nach  5)  behandelt^  so  entsteht 

n xz{Bxy=xn  z{Bxy    . 


dxj     z{dxy 


z(a«)" 


.  I 


-[2]r-^xr''*^zidxy+[2]r..jiS*xT'^*^Z(dx, 

z(dx] 


+[3],^a8«Jf 


»\ 


/r+3 
Z(ßx 


)^  + 


-  [2]r-i8'X  r^'*'' Z(dxy + ... 

—  [3]r-id>>X  p^^z{hxy  +  ... 

/r+3 
z{dxy + ... 


9SS 

V 

Dod  hieraus  durch  Zusamenzählen : 


■  ,7)       f^xz(ß^ai> 


1     ,  •  ,  •  P  ■ !  »  ■  ■ 


Diese  Darstellung  föllt  mit  2)  zusammen,  denn  es  ist: 

^a-i      _    2-3.4..._r     r 

l^J'-*-J.2.3...(r-l)-l' 

rii       _34.S...r(r+l)     r(r  +  l)     ^  i 
l'*J'-^-i:2.3..,(r-l)  =      l.'i     =^2» 

■    .,      _4;&e.... r(r  -fr  l)(r  +  2)     r(r  +  l)(r+2)     ,  , 
I4jr-i_       i.2.3....(r-l)       ~         1.2^     ---l»-J»'         . 


\ 


I 


ö» + l]r-^-^ 1.2.3  .:.(r-l) ~ V^-^ -^W"- 

» 

'  ■  '  1 

Hiernacli  ist  der .  fragliche  Beweis  geliefert  und  es  fol^,  das9 
lie  Gleichung  1)  nicht  nur  für  ein  positives,  sondern  auch  fSr  ein 
negatives  r  gilf^  und  dass  man  diese  Gleichung  nicht  nur  zur 
Darstellung  höherer  Differenziale,  sondern  auch  für  die, höherer 
Integrale  zusamineogesetzter  Functionen  benutzen  kann. 

Hiemit  ist  zugleich  der  unmittelbare  Zusammenhang 
Bwlschen  den  Gi^undgesetzen  der  Differenzial-  und  Integral- RecKr 
Qnng  auch  für  zusammengesetzte  Functionen  nachgewiesen: 

Bezeichnel  man  nun  die  verschiedenen  Functionen  von  x  durch 
fiXy  f^x,  f^x^^fmX,  so  bat  man  aus  der  Differenzial *Re<(hnurtg 
[olgende  Gesetze: 

87i^A^/3^ = (81  +  8a + ös)*"/!  «^/a^/s^  * 

•  •  • 

ind  es  ist  durch  das  Gesagte  gezeigt»  dass  di^se.  Darstellungen 
är  ein  positives  und  negatives  r,  also  nicht  nur  für'liu- 
tere  Differ  euziale,  sondern  auch  für  höhere  Integrale  un- 
littelbar  gelten.  Kf  nnt  man  daher  die  einen  ^  so  kiennt  man  nach 
en  gehörigen  Reduktionen  auch  die  andern. 


S.S. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Nachiveisnngen  enthil- 
ten,  wie  vor  Augen  Hegt,  eine  wesentliche  Erweiterung  in  Jen  Fooi 
(lamenlalsStzea  der  Differenzial-  uad  iDlegral-Kecfanung.  Sie  et^ 
heben  die  Lehren  dieser  DoctriDen  auf  einen  h&heren  StandpoQ 
und  eröffnen  ein  reiches  Feld  zu  Anwendungen.  Sie  verallg« 
meinern  die  Entwickelungsmelhoden  dieses  Zneigee  derMalhetui{ 
tik  und  haben  dabei  den  grossen  Vn-tk^ii  a^.,^  .>;«  »i^a  iinnli. 
bängige  Ableitunganeiee  eicliern 

Bisher  war  die  tii 
gesetzter  Kunctionen  i 

fxZdx^X    f  Z8s—   CidX  C ZZ.<:), 


\  Vortheil,  das8  sie  einfi  i 


also  nur  für   dni 
Bildungswei 


erste  Integral  und  i 
e  gegeben. 


Diese  Form  ist  sehr  beengt,  sie  erzeugt  durch  TorlgeseUte 
Wiederholung  immer  nur  je  ein  Glied  und  fuhrt  bei  jeder  «'  ' 
holten  Operation  wieder  auf  die  Integration  einer  zusammenEi!' 
setzten  Function.  —  Dasselbe  Geschäft  miiss  daher  so  lange  ww 
derholt  werden,  bis  durch  fortgesetztes  Integriren  der  Zwecic  «• 
reicht  ist,  und  aus  einem  aui  mühsame  Weise  errungenen  Re- 
sultate' filr  jeden  speciellen  Fall  irgend  ein  Gesetz  erschlösse! 
werden  kann. 

Diese  Beschränkung  wird  durch  die  hier  mitgetheilte  Metbodt 
aufgehoben.     Es  "ird  ein  Ueberbliek  gewShrt,  der  die  Geschäll 
nicht  nur    ungemein   erleichtert,   sondern  das    Endziel  auf  eiitn 
vor  Augen  rückt,  und  alle  besondern  Fälle  unter  ein  allgemein 
Gesetz  subsumirt. 

Es  werden  sogar  zivei  bisher  immer  getrennt  und  auf  schwi 
rige  Weise  ausgeführte  Geschäfte  (l)ilferenziren  und  Integrirea) 
eines  zusumnien  gezo"en  und  auf  einmal  ausgeführt,  depn  m 
hat  nach  ausgeführter  DifferenzJation  nichl(<  weiter  zu  thun  als  - 
statt  -|-r  zu  setzen,  um  alsbald  das  fragliche  Integral  zn  erbalIeK 
Mit  einem  Worte:  die  Gleichung  I)  J.].  differenzirt  and 
tegrirt  in  einem  und  demselben  Acte. 

Hierin  ist  eine  wesentliche  Erleichterung  in  Ausfuhrung  d« 
Geschäfte  zuerkennen,  wenn  man  auch  von  der  Bedeutung  d 
Sätze  in  wissenschaftlicher  Beziehung  ganz  absehen  will,  welclM 
den  Zusammenbang  zwischen  der  Differenzial-  und  Integral  -  ReÄ- 
nung  so  klar  und  einfach  vor  Augen  legt. 

Ein  Beispiel  mag  das  Gesagte  verdeutlichen.  Hierzu  « 
vorerst  ein  ganz  einfacher  Fall  dienen,  und  das  r'"  Differenz^ 
und  Integral  der  zusammengesetzten  Function 
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bestimmt  werden. 

Setzt  man  Z=a?"»  und  (aar+6)?=JC,  so  ist; 

=:(aar  +  6)PS»'a?«  +  r^(ax  +  V^^^x^  +  {r\^{ax  +  6)P8'-2a'W  + . ... 
NuD  ist 

Darch  EtnfubniDg  der  gehurigen  Wertbe  entsteht: 
I)     8^(aa:+6)Par"=    (ax\h)Vne\-^x'^-^{^xy 


Setzt  man  hierin  — r  statt  r,  so  geht  das  Differenzial  in  dasr  In- 
t€|pral  über  nnd  man  erhält  unter  Berücksichtigung,  dass 


'     r-a|-l  = 


"•■       '     '^(m+r+«)»'+«I-i""(»i+l)^+«l* 

ifit,  anmittelbar  ans  1)  folgendes  Integral : 

(h      /•^      ..x        ,n  V  (aa:+6)P.ar"»+r 

2)    J    (lu^+6)P;^«{^Ä)'=       ^(m+V  ^ 

r   pa{ax\b>i^'^a^^^^ 

r(r+l)  p^H^  a«(flar+6)P-«a?'»+'-+g 
■*"    1.2    •  (wi+l)''+2|i 


Theü  X\  22 
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+        1.2.3       •  (m+lX+3|i 


i 

Cia;r-i       (>r-a       ^^r-3  ^  ^ 

T     jr-l|l    "■     ]r-2|l    T    lr-3|l    T  ••••  ^r— i»:  «r  ^^• 

Die  nämliche  Darstelluog  erhält  man  auch,  -wenn  man  vom  er- 
sten zum  zweiten^  von  diesem  zum  dritten  und  sofort  bis  zum  r^^ 
allmälig  aufsteigt ,  jedoch  nach  langer  ArbeH. 

Das  vorstehende  Integral  hat  r  Constanten.    Sie  iverdeli  get 
funden^  wenn  in  der  vorstehenden  Darstellung  a:  =  0  gesetzt,  und 
allmälig  die  Werthe    L  2,  3,  ....r  statt  r  eingeführt  werden.   S^' 
Crelle's  Journ.  44.  ßd.  p.  149  u.  ff. 

Das  nämliche  Resultat,  welches  die  vorstehende  Gleichung 
2)  enthält^  wird  gewonnen,  >yenn  man  4ie  Integralgleichung  2) 
oder  7)  $.  1 .  benutzt  und  die  Wertne 

8^(02:  +  6)1»  ^p^l'-'^a^aa:  +  *)PT«(3a?)« , 

ekifilhYt.    Differenzlal  und  Integral  unterKegeo -also  d^m  gfeidMli 
Gesetze. 


4      *  •  •      ,         t 


Eine  zweite  Form  für  die  entwickelte  Darstellung  wird  ge- 
wonnen, wenn  man  X=^a^  nnd  Z=(aa;  +  byp  setzt.  Es  ent« 
steht  dann  unter  Benutzung  der  oben  aufgestellten  Differenziai- 
coefficienten : 

-.1.    iw-i  t.  ,!ij;it" 

3)    ^x^iax  +  b)v  =    x^ .p^\-^qr{ax  +  b)v-^{hxy 

+  r.  mpr-M-^4i^-^x^-\uX^b)P^^^{9iy  \ 

+*(r)3m^  -^l;?r-3|  -lar-.3-,.m  -3(a^^  J)p-r+8(a;j)r 

0 
»     *    •       *  •      i»'  - 

.Wird  hierin  —  r  statt  r  gesetzt  und  bemerkt ,  dass 
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ist,  so  ergibt  sich  hieraus  unmittelbar  das  nachstehende /-'^  Integral: 


+w 


-w 


2      (/>  +  ly^^i^ar^^ 


*  Das  r'^  Differenzial  liefert^  wie  man  leicht  erkennt,  auch  bei 
verschiedener  Aaordnun^  in  den  beiden  Darstellungen  1)  und  3)  ein 
und  dasselbe  Resultat.  Das  r^^  Integral  liefert  aber  in  2)  und  4) 
zwei  der  Form  nach  verschiedene  Resultate. 

Ib  der  ersten  Darstellung  entstehen  p  Glieder  mit  r  Constan- 
ten,  in  der  zweiten  m  Glieder  mit  r  Constanten.  Der  Inhalt  aber 
wird  und  rauss  gleich  sein,  da  er  eine  und  dieselbe  Sache  bedeu- 
tet. In  der  Darstellung  2)  führen  alle  Constanten  für  a:=0  auf  0. 
In  der  Darstellung  4)  ist  diess  nicht  der  Fall. 

Man  findet  die  Coustanten  für  4)  auf  die  oben  bezeichnete 
Wei8e,^wenD  a::=0  und  dann  r=  1,2,3 r  gesetzt  wird. 

Bezeiclinet  man  das  r*^  Integral  filr  die  Grenzen  von  0  bis  a: 
darch    /    ,  so  hat  man 


5)      J      xn^(aX+b)Pidx)r:=       (p+l)r|V (^+17+^1^4^ 


22* 
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(     )"*Wm        (p-fl)r+m|lar+m 


(p4-l)"»+iIUr-iiißfii+iV    ;       (ji,+l)iiH-2|il»--2|ia»»+® 

(— )m+^^^  4-  l)m+8|l  Jr-SIl  am+3  (— )***"  *(^^l)m+4Illr-4il  ßm-h» 

-^     >         (p-fl)m+r|lßfii+r- 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  gelten  nicht  nur  für  ein 
ganzes,  sondern  auch  für  ein  gebrochenes  r  und  sind  daher  gro- 
sser Anwendung  iahig.  Man  kann  sie  zu  dem  Ende  durch  Aus- 
scheidung gemeinschaftlicher  Faktoren  unter  bequemere  Formen 
setzen.    Aus  2)  wird  sofort: 


0*  * 


._MppPl-^flP:gPn 
*    -^"'^   (m+r+l)Pli  J* 


Aus  4)  oder  5)  wird  dann 


••^    ;    ''^J'"(i»+r+l)«lia«J 
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Hierin  kann  r  eine  ganze  Zahl,  einen  ächten  oder  unächten 
Brach  bedeuten.    So  ist 


8) 


a"(aa:  +  byp(dx)9= — -^ —^ — ?  I  af^ 


0,* 


i^'iy 


(— )» 


rfr+y)fr+2y)  "'  (y + (m~l)y)m"'i "  V#xar+6)"» 


1.2....  «».y»  (1 + p +  -)"»!*  o« 


] 


•Hieraus  lassen  sich  eine  Menge  specieller  Fälle  ableiten  nnd  in 
Tafeln  bringen ^  welche  die  hierher  gehörigen  Integraltafeln  ergän« 
xen  und  erweitern.    Diess  Geschäft  wird  aber  nicht  mehr  nothig» 


da  die  hier  gegebenen  Darstellungen  alle  besonderen  Fälle  schon 
entwickelt  dem  Auge  vorlegen.    So  ist  sofort 


9)       r^x(ax-{-b)P{dxy* 

0)  ' 


%lP\^{ax-ib)vV  ax  +  br        (ax + b) 


(iX"v^ 


r         (ax+b)  1 
L^^  (2p  +  3)a  J 


2.lPHP+^V^b 


3\P+iIi 


«v^ 


G) 

r^x\ax  +  b)P(dx)l 


2.lPi^(fla?+ft)PVa^-f  6r  ^Ji^(a^  +  b)  ,  Ij  _Jö^±*)L1 
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u.  6.  w«  Nicht  uninteressante  Resultate  ergeben  sieb,  wenn  man 
auf  noch  speeieilere  Fälle  zurückgeht  und  die  vorliegenden  Glei- 
chungen zur  Darstellung  des  bekannten  Eulerschen  Integrals  hö- 
herer Ordnung  benutzt. 

Setzt  man  nämlich  6=^1^  a:^ — 1  und  oimmt  .das  Integral 
zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  so  hat  man  aus  6)5  da  alle  Glie- 
der  mit  Ausnahme  des  letzten  verschwinden: 


10)     I     x^{\^x)v{dwy;=z 


rPlUHi 


|r+p«l]lj,„|l 


Im+p+rll  —  lr-l|l  lm+p+r|l 


Aus  7)  wird  bei  den  gleichen  Grenzen : 

11)    Jx^{\'-'x)P{dx)\ 


0,1 


lp|i 


Ip+m+lll 


l»mll 


(p+m+2) 


^=iii| 


Beide  Werthe  in  10)  und  11)  sind«  obgleich  in  der  Form  verschieden, 
an  Inhalt  gleich^  wie  sich  leicht  zeigen  lässt.  Scheidet  man  näm- 
lich im  Zähler  die  Facultät  l'»!^  im  Nenner  iP+n'+'-li  pnd  V-^\^ 
aus,  so  geht  11)  über  in 


0,1 


x^{}.^x)v(iäxy 


— (r-l)2(p+m+r)'-3|-i  (m+ I)«l  H{T-lh(p-^m  +r)'-*l-i  (m+l)3|i... 

...  (-)'-i(r-l)r^i(m+l)'-»|i]. 


Die   eingeUamraerte   Reihe    lässt   sich  auf  folgende  Weise 
behandeln: 
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...(-)»(n)„6»l'«. 

Wird  Dämlich />  +  m+r=a,  m  +  l  =  6,  c{=l|  r— l==»i    gesetzt, 
so  geht  die  eingeschlossene  Reihe  über  in 

Die  EiofShiraog  dieses  Werthes  fuhrt  zu  folgender  DarsteJlung; 


0,1 

Diess  föUt  mit'  10)   zusammen,  und  somit  sind  die  Eigenschaften 
dieses  Eulerschen  Integrals,  höherer  Ordnung  ermittelt. 

Setzt  man  t'=z.\^.%o  ist  wie  bekannt: 


•      r  • 


SSetzt  oian  r-f*  «itatt  r,  so  wird 

a     ■ 


14)    /       :i^i\~x)P{dx)^9=  '\    -J-- 


1'   (s  +  y)H'"+»'|7 


Uknrans  entstefat^fitr 


— =rv  und  r=0,  1,  2, 
17      i 


lm|llp|2  2m+l 


0,1 


/»  »lmI13pl2.2m+2 

0.1 


=:  9 


S36 


/ 


lm|15p|«2«+» 


0,1 


/ 


0,i 


Die  in  10)  und  12)  gefundene  Gleichung  ISsst  sich  auch  an- 
mittelbar  aus  dem  r'^  Differenzial  Nr.  1)  ableiten.  Setzt  mao 
nämlich  wie  vorhin  6=1,  a^^^l  und  1  statt  Xy  so  hat  man  aiu 
dieser  Gleichung,  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  {'p-^Yf^^^x- 
schwinden : 


16)     ö^ar»(l— a?)P=(— )P.rPl-im'-Pl-^(a:r)'. 
Wird  hierin  —  r  statt  r  gesetzt ,  so  erhält  man 

/T  rPli  l-IMP+r-ifi 

a:w(l  —  xy^i^xy  =  7— 

0>  ^ 


,„_|.l)r+p|l—  lr~l|llm+r+p|l  ' 


Die  hier  gegebenen  Nacbweisungen  dßrften  in  so  weit  nicht 
ohne  Bedeutung  sein,  als  sie  den  Zusammenhans  zwischen 
denFundamentalsätzen  der  Differenzial-  und  Integral* 
Rechnung  unzweifelhaft  aufdecken,  und  deswegen  für  eine  sy- 
stematische Begründung  dieser  wichtigen  Doctrinen  sich  geltend 
machen.  Sie  zeigen,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  dass 
die  bestimmten  Integrale  denselben  Gesetzen  unterliegen,  wie  die 
Differenziale,  wenn  diess  auch  bisher  nicht  gezeigt  wurde.  Wäre 
diess  die  einzige  Ausbeute,  welche  hier  gewonnen  wurde,  so 
möchte  es  schon  genügen,  um  die  Aufmerksamkeit  der  hier  mit-  ' 
getbeilten  Methode  zuzuwenden.  Sie  gewährt  aber  ausserdem  den 
Vortheil  grosser  Einfachheit  und  Leichtigkeit  in  Handhabung  des 
Caiculs,  und  eine  nicht  verkennbare  Allgemeinheit  fär  den  Ueber-  i 
blick  in  den  zu  gewinnenden  Resultaten. 

Es  mag  hier  genügen  auf  diese  Sätze  aufmerksam  gemacht 
zu  haben.  Das  reiche,  Material,  welches  hier  zur  Verarbeitoqg 
vorliegt,  wird  uns  Veranlassung  bieten,  wieder  auf  diesen  Gegen* 
stand  zurückzukommen. 
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♦  ' 


Einigte  Bemeirkiuiireii  über  die  nähe- 

nuif^weise  AuflSsungr  einer  Oleiebimgr 
Dil;   einer   unbekannten  OrSsse   nnd 
Bweier  Oleichuniren  mit  zwei  unbe- 
kannten OrSssen. 

Von 

dem    Herausgeber. 


Es  giebt  bekanntlich  eine  sehr  einfache  annähernde  Auflu- 
lung  der  Gleichungen  mit  einer  unbekannten  Grösse,  voraus- 
metzt  nämlich,  dass  man  schon  einen  ersten  Näherungswerth 
aer  unbekannten  Grösse  kennt.  Diese  Auflosung  stellt  man  ge* 
Wohnlich  als  eine  Art  von  Regula  Falsi  dar.  Indess  lässt  sich 
dieselbe  auch  ip  sehr  einfacher  Weise  aus  einem  geometrischen 
Gesichtspunkte  aulFassen»  wie  ich  jetzt  zeigen  will. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei  überhaupt 

/(a:)=o, 

Dod  ^  sei  ein  schon  bekannter  erster  Näherungswerth  der  gesuch- 
ten unbekannten  Grösse.  Man  nehme  nun  zwei  dem  |  sehr  nahe 
commende  Werthe  Xi  und  a:^  an,  und  berechne  die  eutsprechen- 
leu  Werthe  der  Function  f(x),  welche  wir  durch 

3zeicbnen  wollen.    Die  Gleichnng 


3S8 

kann  man  sich  überhaupt  durch  eine  Curve  dargestellt  denken^ 
und  die  durch  die  Coordinaten  a:i,  Ui  und  ac^s  %  bestimmteo 
Punkte  werden  zwei  sehr  nahe  bei  einander  liegende  Punkte  die- 
ser Curve  sein.  Bezeichnen  wir  aber  den  wahren  Werth  der  ge- 
suchten unbekannten  Grosse  durch  t,  so  dass 

ist^  so  wird,  wie  aus  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungien 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  auch  der  «durch  die  Coordinaten  x,  0 
bestimmte  Punkt  (fO)  unsereic  Curve  sehr  nahe  bei  den  Punkten 
(a^iMi)  und  {xc^u^  liegen.  Der  durch  die  drei  Punkte  (fO),  {xiU^, 
(^2^  gehende  TheiT  der  Curve  wird  also,  eben  weil  die^e  ({r^i 
Punkte  «ehr  nahe  bei  einander  liegen,  näheröngsweise  mit  der 
durch  die  bisiden , Punkte  {pciu^  und  {x^u^ Aex,  Lage  nachher 
stimmtien  geraden  Lhiie  zusammenfallen ;  und  entwickelt  man  also 
die  Gleicluittg  , 


:^^> 


fe=iur-f*6 


dieser  geraden  Lmiej  so  wird  man  t  näheniBgsweise  erhalten, 
wenn  man  es  aus  der  Gleichung 

bestimmt.  Weil  aber  unsere  gerade  Linie  durch  die  beiden  Punkte 
(pcxv^)  und  (pc^v^  geht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Cod« 
stauten  a,  b  die  beiden  Gleichungen 

^Vi&  denen  sich 

f  ■      •■ 


ergiebt.  Nun  erhält  man  aber  aus  dem  Obigen  auch  die  GlelcbuDg 

u — Ui  ^=ii(x^^Xi) 

u — ti^z:za(x-^X2);  .  -      i. 

also  ist  die  Gleichung  utisercf  geraden  Lftiie 


38» 


•■   a_:;i==*J±iä^li--i^)^--'- 


.  :    »•        ••■.•■ 


**'X"~"*«2 

Bestimmung  voo  r  bat  man  also  di^  Gleichung 


^=^^('-^i)     «der    -«a=^(f-^,)i'-.  - 
sich 


i.» 


1    I 


\  *  «  «      •    A  A    .    ' 


f^;;:— r-r- ■ — r— 

«1 — 1«2 


:  .  •       «       ■  ■  .  i 


es  sind  die  aus  der  Algebra  bekannten  Näberungsformeilii. 
lan  sich  derselben  zur  succ^ssiven  Annäherung  bedient; 
t  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden.  - 

war  mir  interessant  zu  untersuchen ,  pb  sich  mittelst  einer 
len  geometrischen  Auffassungsweise  nicht  auch  Näh erungs- 
3  zur  Auflösung  zweier  Gleichungen  mit  zwei  nnbekannteil' 
n  finden  lassen.'  Was  eine  von  mir  angestellte  desfailsige 
Untersuchung  ergeben  hat^  will  ich  im  Folgenden  mittbeilen. 

e  zwei  aufzulosenden  Gleichungen  seien  überhaupt ... 

7j  seien  zwei  schon  bek^annte  erste  Naherungswerthe  der 
iten  unbekannten  Grössen.    Man  nehme  .nun  drei  Systeme 
ri  sehr  nahe  kommender  Werthe  au;  welche  wir  durch 

^1»  I/i'i    ^2>  ^a;    -^a»  ys 

bnen  wollen,  und  berechne  die  entsprechenden  Werthe  der 
onen  f{x,  y)  und  F(a?,  y)^  die  durch 


340 

bezeicbnet  werden  mOgen,  wo  also 

«1»  «a»  «a;     Di»  t7a>   ^8 

sämmtlich  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grossen  sind.  Die  Glei* 
chungen 

ü=f{x,  y),     Ü^F{x,  y) 

kann  man  überhaupt  als  die  Gleichungen  zweier  auf  dasselbe  Co« 
ordinateusystem  bezogener  krummer  Flächen  betrachten ,  und  die 
cesucbten  Werthe  der  beiden  unbekannten  Grössen,  welche  wir 
durch  r,  t;  bezeichnen  wollen,  so  dass 

/•(r,  i;)=0,    F{t,  i;)=0 

ist,  sind  dann  eigentlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkfs' 
der  beiden  Curveu,  in  denen  die  Ebene  der  xy  von  den  oeid^ 
in  Rede  stehenden  krummen  Flächen  geschnitten  wird.  Hält  maa 
aber  alle  obigen  Voraussetzungen  fest,  so  wird  auf  der  Stelle  er 
hellen,  dass  man  näherungs weise  r,  t;  als  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  beiden  geraden  Linien  betrachten  kanB,' 
in  denen  von  den  beiden  durch  die  drei  Punkte 

{xiyiUx),    (X2y2u^>    (^»a«») 
und  durch  die  drei  Punkte 

i^iViVi),    (x^^V^y    ixiyzUz) 

gelegten  Ebenen  die  Ebene  der  xy  geschnitten  wird. 

Bezeichnen  wir    nun  die  Gleichungen  dieser  beiden  Ebenen 
durch 

Ja? +  Äy  +  Ct«+ 1=0; 
so  sind 

ax  -\r  by  •{■  1=0, 
Ja:  +  Äy+1=0 

die  Gleichungen  der  Durchschnittslinieu  dieser  beiden  Ebenen  mit 
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der  Ebene  der  rry,  und  9,  9  mfissen  daher  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 

nt  +  bt)  +  1=0, 

t 

At+Bt) +  1=0 

bestimmt  werden ,  was  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  hat,  wenit 
man  die  constanten  Coefficienten  a,  6  und  A,  B  kennt  Zur  Be- 
stimmung dieser  constanten  Coefficienten  hat  man  aber  nach  dem 
Ob^en  die  Gleichungen 

0^1  +*yi  -\rCUi-\r  1=0, 
ax^  +  by^  +  CI/2  + 1=0, 

und 

^^i+%i  +  Ct7i  +  l  =  0, 

2lara+%3  +  Cr78  +  l=0. 

ikas  dem  ersten  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  ergeben 
•ich  zuvörderst  durch  Elimination  von  a  die  beiden  folgenden 
Gleichungen : 

*(^iy«-^«yi)  +  c{xiU2—x^Ui)  +  ari— ;ra=0, 
*(^«y»-"^8ya)  +  c(x^u^—xiu^  +  xg^—x^  =0 ; 

and  wenn  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  b  eliminirt,  so 
erhält  man: 

^  _     (^1 — J^2)  (^«yg— ^3y2)— (^fl-^^a)  (^iy2-^^ayi) 

(oTitta— ^«Ui)(aray8— ^8»a)-<^2««3  -^8W2)(^iya-^2yi) ' 
Den  Zähler  dieses  Bruchs  bringt  man  leicht  auf  die  Form : 

m 

;  und  den  Nenner  auf  die  Form : 

— «i  { tti(;ray3— ^8y2)  +  tt2(^8yi --a^iyg)  +  «8(^iy2— ^2yi)  I  • 

* 


Setzt  maq  also  der  Kürze  wegen 


....  ^ 

•^351=^8^1  —^12^3; 


SO  ist 


und  ganz  ebenso: 

Hat  man  mittelst  dieser  beiden  Formeln  c  und  C  besti 
so  erhält  man 

II,  6;    A^  B;    je,  t) 

mitteist  der  folgenden  Gleichungen: 

fl^2  +  %2=  —  (1+ <JW2)> 

,  ■  i  .  \  .  .  ■ 


i   ■  I 


I  *  r         I  >  t       I       I   •   •  k 

WO 


ät  _+..  Ät^  c». —  1  f 
,^f-|r  fi^fi;— 1; 


■.!■.' 


1.-    •' 


und 


•   .    V  ••    ■   i 


ist. 


zu 

Man  katiB  ü^Mf^tch  die  GroBaeif  a^M;Af.B:  t,  t)  auch  leicht 
s^Wi^  entwickelt  darstellen;  für  die  praktische  Rechtiubg  scheinen 
mir  aber  die  folgenden  Formeln  die  bequemsten  zu  sein : 

C7iß2,3+f^2^.1+f^3Äl.2' 

asti  +  %i  =—  (1  +  CMi) , 


f 

•  I  * 

.  '- '  t    .   > .     . .  ■ 

I 

•  1       .     ■  ■       1     ■       ,     , 


af  +  6t^  —  —  1, 

Ohne  Schwierigkeit  erhält  man: 

^  _     Vi  («2—%)  +y2f«3-  «i) + ya  («1  -^) 

._     ^1  (%— «3) + ^2(«3'-^^i) + ^aK— ^2) . 


« • 


i  ■  ■  •  I  j 


;;  i\ 


od 


. ■Vi(t7a-t78)+ya(t73-t7i)+.V3(ri-Pa) 


der 


344 


und 


^^      Cyi(t^2-Pk)+ya(t73-Pi)+,y3(t7i-t7^^ 
Zur  Bestimmung  von  r,  i;  hat  man  die  Formeln:] 


r= 


aB-^bA' 


^-^aB-bA' 


Hiermit  will  ich  diese  karze  Skizze  schliessen ,  indem  ich  die 
weitere  Eotwickelang  dem  Leser  überlasse* 

Sehr  bemerkenswerthe.  Formeln  zur  näherungsweisen  Auflö- 
sung zweier  Gleichunsen  mit  zwei  unbekannten  Grössen  hat  be- 
kanntlich Gauss  in  der  Tbeoria  motus.  p.  136.  gegeben,  die 
ich  in  meinen  Optischen  Untersuchungen.  Theii  IL  §. 28i 
S.  175.  mittelst  der  DiflTerentialrechnung  bewiesen  und  in  §•  Ulk 
S.  288.  auf  n  Gleichungen  mit  n  unbekannten  Grössen  zu  erwei» 
tern  gesucht  habe.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  diese  For- 
meln den  Lesern  in  Erinnerung  zu  bringen. 


,il 


h 


345 


Deiitonstration  elementalre  de  la  vitesse  de 
leTlation  da  plan  d'osiclllation  da  pendale, 

k  dlverfiiesi  latltadeis.     . 

Par 

M.  Crahay, 

membre  de  rAcademie. 

Am  den  Balletins  de  TAcad^niie  Royale  des  sciences  etc.    de  Belgique, 

Tome  XIX.    I.  Partie.     1852.    p.  537.) 


La  pröseiite  note  a  pour  but  uDique  de  moutrer»  ä  Taide  dei^ 
nath^matiques  öl^mentaires ,  la  relationqui  existe  entre  lavitesse 
le  d^viation  du  plan  d'osciflation  et  ia  latitude  du  lieu  oü  se  fait 
'experience.  Je  considere  le  phenoroene  dans  sa  plus  grande  sim- 
)liatö,  Sans  m'occuper  des  causes  qui  peuvent  modifier  pöriodi- 
j^ement  le  mouvement  du  plan,  dont  je  supposerai  eoostante  la 
ntesse  angulaire  autour  de  la  verticale.  C'est  dans  le  travail  de 
non  savant  confrere ,  M.  Schaar,  que  ia  question,  envisagee  sous 
ioutes  ses  faces ,   a  et^  traitee  ä  fond. 

Soit  (Tab.IlL  Fig.  10.)  PEPT  une  sectionde  la|teiTe,  supposee 
Bph^rique«  par  un  plan  m^ridien,  O  son  eentre,  PP*  Taxe  du  mouvement 
(harne,  et  soit  L  un  iien  situ^  sur  le  parallele  ELF;  de  i'h^mi- 
sph^re  boräal.  La  droite  OLl  reprösente«  ä  un  instant  donn^, 
n  position  de  la  verticale  du  lieu ,  dont  PLP'  est  le  cercle  m^- 
ridien,  tandis  que  la  droite  ZiXI,  perpendiculatre  en  X  ä  la  ver- 
ticale, et  comprise  dans  le  plan  du  meridien,  est  la  ligne  m^ri- 
dienne  du  lieu;    eile  recontre  en  iH  le  prolongement  de  Taxe. 

Dans  l'espace   d'un  jour  sideral,    la  rotation  de  la  terre  fait 
d^ire  ä  la  verticale  Ol  et  ä  la  märidienne  LM,  autour  de  Taxe 

TheilXX.  23 
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PP*,  des  surfaces  de  c6nes  droits,  qui  ontJe  ccrcle  £F  poor 
base  commune,  et  dont  les  sommets  sont  places  respectivemeDt 
en  O  et  en  M.  Apres  uocertam  temps,  que  dous  supposeroni 
tr^s-court,  le  lieu  L  aura  parcouru  l'arc  LL'  da  parallele;  la  ve^ 
ticale  du  lieu  aura  pris  ia  position  OL'l',  le  m^ridien  celleJPJL'P, 
tandis  que  la  meridienne  se  trouvera  en  L*M. 

Admettons  qu'au  depart  en  Ly  le  plan  d'oscillation  soit  dirig^j 
suivant  le  plan  du  meridien ,  e'est  ä-dire  dans  eelui  qui'  passe  parj 
la  verticale  Ol  et  par  ia  märidienne  LM.  Ce  plan  d'oseillatiMJ 
serait  toujours  exactement  parallele  ä  lui-m^me,  malgre  sod  ^( 
plaeement  dans  Tespace  par  la  rotation  du  globe,  si  la  pesant 
ne  le  ramenait  continuellement  ä  passer  par  le  centre  de  la  tei 
niais  c'est  lä  aussi  la  seule  modißcation  que  sa  position  eproi 
par  soite  du  mouvement  diurne,  de  sorte  que  lorsque  le  lie«^ 
est  arriv^  en  L',  le  plan  d'oscillation  sera  d^termin^  par  Ia  ver 
cale  Off  et  par  une  drolte  L'M*  parallel«  ä  la  m^diettae  LI 
Ainsi  ä  l'arrivee  en  X',  le  plan  d'osciliation  Hl/tUV  forme  avec 
plan  ML^V  du  meridien  du  lieu  un  angle  horizontal  ML*M*  y  le«| 
quel,  ä  cause  de  la  petitesse  que  nous  supposons  ä  l'arc  If£r',i 
peut  ^tre  consid^re  comme  ^gal  ä  l'angle  LMV  des  lignes  m^ 
ridiennes  aux  deux  endrotts  L  et  L'.  C'est  Fangle  de  däviatioMj 
apparente  que  Ton  observe  au  plan  d'oscillation ,  mais,  dans' 
röalite,  c'est  l'angle  dont  la  möndienne  LM  a  cbang^  de  por^ 
dans  i'espace  par  la  rotation  de  la  terre. 

Pour  ddterminer  cet  angle,  menons  les  droites  £r2V,  L*N  fi 
le  centre  du  parallele,  Celles  ZO,  L^O  vers  le  centre  de  la  ter 
enfin ,  par  le  milieu  R  de  la  corde  LL',  menons  des  droites  vi 
N  et  vers  M,  elles  sont  perpendiculaires  ä  cette  corde,    et  difB 
sent  les  angles  opposes  en  iV  et  en  üH  en  deux  parties  Egales.  ' 

D^signons  par  r  le  rayon  de  la  terre ^  par  h  l'anele  borairtj 
LNL',  par  H  Tangle  de  döviation  LML'  du  plan  doscillatitii^ 
par  A  la  latitude  du  lieu. 


ii 


Le  triangle  XriVO,    rectangle    en  N  et  dans  leqiiel  FangH^ 
üfOL  «st  le  compleiiient  de  ia  latitude,  donne  '  f- 


iVIf=r.co8A,; 
Du  triangle  LNR,  rectangle  en  R,  on  dedait 

LR  =  iVZ;sin  VaiiVjL'-r.cosLsio  V»A . 

»  »    • 

Le  triangle  MLO,  rectangle  en  L,  donne 

iü/irrr.cotangX. 
Enfin  le  triangle  LMR,  rectangle  en  R,  foomit  k  relatiMi 
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.       „        coslsiny^A  -  ./  IL  ■   , 

sinVi//^  T — -^ — =^  sin'/.Asmil. 

'■  coiangy  ' 

ftlaiDienant,  comme  Jans  le  passage  de  L,  en,L',  |b  oi^ri- 
enne  L!tl  dient  une  iiortion  de  la  surface  convexe  dn  c*ne,  it 
ut,  pour  €|ue  langte  plan  L!HL'  reprisente,  aana  erreur  bct-  ■ 
ble,  i'pspace  angulaire  parcogru  riellerneDt  par  cette  ^neratrice. 
le  cot  angle,  de  lueme  que  celui  iiVJ,',  soit  trfta-petit,  et  teile- 
ent  que  les  arcs  qiii  les  mesurent  puUsent  ^e  Substituts  ä 
Ufa  Sinus;  ce  qiii  condait,  api^s  snppreasion  dn  ^actear  com- 
DD  Va,  ä  rexprpssioii 

H=k.iünk. 

AiDsi,  poor  un  arc  A  parcouru  par  le  poiot  L  de  la  terre,  le 
aa  d'osdllation  semble  se  mouvnir  antour  de  la  verticale,  dans 
'<MM'  dö  nioav«inMt  epparent  da  ctel,  d'un  angle  jf,  dont  la 
ileor  est  A  sioil. 

Noas  avons  unpposä  qne  le  plan  d'oscillalion  coYncidait,  au 
ipart,  arec  le  plan  du  ni^ridien^  maU  od  se  convaincra  facile- 
ent  que  s'il  formait  alors  avec  ce  dernier  un  angle  azimutal  quel- 
uqae,  sa  döriation  de  cette  position  aurait  la  mäme  valeur  H 
nin  le  parcourg  de  t'arc  A.  1>  od  il  suit  aussi  qu'a  chaqiie  in- 
ant  la  nieme  relation  eiiste  entre  les  arcs  //  et  A;  et  comme 
:  monvement  de  rotation  est  uniforme,  celui  du  plan  d'oscillalion 
Wt  pareillemeaL 

La  rotation  complete  de  la  terre  s'ezecutant  en  24  heures  si- 
irales  oa  en  23*56'4",09  detemps  aolaire  moyen,  il  s'ensuit  qu'tn 
H  ««Gonde  de  temps  moyen  l'arc  parcouru  est  de  15",0il.  ^  Tel 
it  aussi  aux  pAles,  le  mouvement  aneulaire  dn  plan  d'osdllation, 
mdis  qu'ä  noire  latitude,  supposee  de  61".  le  mouvement  angu- 
äte  dn  plan  n'est  que  de  0,77715  de  cette  valeur;  ce  cfaiffre  itant 
1  siniu  oaturel  de  la  latitude;  par  consequeut  le  mouvement  du 
lan  y  est  de  H",689  seulement  —  Et  pour  faire  le  tour  entier, 
laudrait  3Ö^47'52"  de  temps  moyen,  tandis  qu'aux  pdles,  il  est 
i^ti  en  UD  jour  sidöral.  —  Pour  que  le  plan  d^crive  un  angle 

B  n  secondes  k  notre  latitude,  il  lui  faut     rfiwjB    secondes  de 


11,680 


mps  moyen. 


oscillation  a  Heu  dans  le  seos  oppos6  de  son  mouvement  dans 
irimispfadre  bor^al;  c'est-ä-dire  quily  snit  encore  ladirection  du 
DOTemeitt  apparent  du  ciel. 
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La  construction  graphique»  d'accord  avec  la  formule  H^h 
moDtre  qu*ä  mesure  que  le  lieu  L  est  situe  plas  pres  de  T 
teur«    ies  deax   möridiennes  LM,    UM  s'approchent  de  pli 


p61 
raire  h  lui-meme. 

La  construction  montre  encore  comment  le  mouvement 
laire  LNL\  autour  de  Taxe  PP'^  oeut  etre  rapporte  ä  un 
axe  OLl  incUne  au  premier,  ä  Taiae  de  deux  composantes 
.tives,  l*une  autour  du  nouvel  axe  Ol»  Tautre  dune  droite 
meridiennedu  pointZ/;  la  premiörede  ces  composantes  estT 
MLM'  ou  H^  dont  la  valeur  est  AsinX;  Tautre  composant 
l'angle  LOL\  dont  la  pesanteur  fait  tourner  le  plan  a  oscill 

Sour  le  diriger  constamment  vers  le  centre  de  la  terre.  La  i 
e  ce  dernier  angle »    que  nous  designerons  par  C,  se  d^dv 
triangle  LOR,  rectangle  en  R,  qui  donne 

LR 

sinVsC  =  jrg-=:sinyaAcosX, 

substituant   Ies   arcs  aux  sinus,    et  eSiacaat  ie  facteur  coi 

Va,   on  a 

C=A.€osl. 
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I    ' 


,   t 


;.r. 


Iiur  le  theor^me*  d'Enler»    relatif  a  ila  de- 
mnfpoffition  da  moaTement  de  rotatton  des 

corpgi. 

Note  par 

Rf.  Pagani, 

membre  de  rAcadömie. 

iuB  den  Balletins  de  l'AGad^mie  Boyftle  des  sciences  etc.  de  Belgiqne. 

Tome  XIX.    U.  Partie.     1852.     p.  161.) 


Les  expörieoces  r^centes,  par  lesquelles  od  a  constat^  la 
^liDaison  da  plan  d'oscillation  du  pendule,  ont  ramen^  Tatten- 
ion  des  gäom^tres  sur  le  beau  thöor^me  d'Euler,  au  moyen  du- 
^nel  on  peut  expiiquer  assez  simplement  la  loi  de  cette  d^cli- 
läteon.  Mais  pour  mettre  rexplication  de  ce  phönom^ne  ä  la 
mrtäe  de  eeux  qui  Be  sont  point  familiarisös  avec  les  calculs  su- 
»Meurs^  il  manqüait  ä  la  science  une  dömonstration  öl^mentaire 
le  ce  theor^me,  que  Ton  doit  considerer  comme  le  corr^latif  de 
!elui  qui  porte  le  oom  de»  parallelogramme  des  forces,  et 
lui  sert  aussi  ä  la  compositiou  et  ä  la  decomposition  du  mouve- 
leat  d'an  point  matöriel.  Cette  correlatioo  est  formulee  dans  les 
höoremes  suivauts: 

Th Sordine  I.  Si  Ton  a  (Tab. III.  Fig.  11 J  un  point  materlel  C> 
Dim^dans  ladirection  CA  d'uDevitesse/^C^,etsi  Ton  imprime>  par 
D  moyen  quelconque^  au  point  C  une  vitesse  Q=rCB  dans  la  di- 
»ction  CB;  le  point  C  ira  dans  la  direction  CD  avec  une  vi- 
isse  /2=  CO,  en  designant  par  CD  la  diagonale  du  parallelo- 
ramme  construit  sur  les  droites  CA  et  CB ,  considörees  comme 
H6s  adjacents.  En  outre,  si  Ton  designe  Tangle  ACD  par  a, 
t  Tangle  BCD  par  ß,  on  aura  les  relations: . 


PiQ:R::sinßisina:8m(a-{-ß). 

Ce  thöor^me  renfenne«  comme  od  sait,  toute  la  th^rie  d 
composition  et  de  la  d^compositlou  du  monvemeDt  de  transla 

Thöoröme  IL  Si  Ton  a  nn  corps  qui  tourne  autour  d 
droite  CA  avec  une  vitesse  angulaire  p  proportionnelle  ä  CA 
81  Ton  imprimej  par  un  moyen  quelconque^  au  meme  cc 
autour  de  la  droite  Cß,  une  vitesse  angulaire  o  proportioni 
ä  CB,  le  Corps  tournera  autour  de  la  droite  VD  avec  un« 
tesse  angulaire  n  proportionnelle  ä  la  diagonale  CD  du  paral 
gramme  construit  sur  les  droites  CA  et  CB,  eonsid^r^s  co! 
c6t^s  adjacents.  En  outre,  si  Ton  d^signe  Tangle  ACD  ps 
et  l'anglie  BCD  par  ß,  on  aura  les  relations 

p:g:n::  sin/3 :  sina :  sin(a-f-  ß) . 

.  Döntonetratlott.  Dm  point  C  comme  ceotre,  et  ave 
rayon  ^gal  ä  l'unit^  de  longueur^  tra^ons^  dans  leplan  de  lafi 
un  cercle  qui  coupe  en  a,  d,  b  les  droites  CA,  CD,  CB, 

En  vertu  de  la  vitesse  angulaire  p,  le  point  d  s'ölevera 
dessus  du  plan  de  la  figure^  et  d^crira«  dans  un  temps  exe 
vement  court  r  un  arc  de  cercle  dont  le  plan  est  perpendicu 
ä  la  droite  CA,  et  dont  le  rayon  est  ägal  ä  sina.  Donc  le  | 
d  s'öl^vera  perpendiculairement  au  plan  de  la  figure  d'uite  ^ 
t!te  ^gale  k  rpsma,  Mais  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  ^ 
point  d,  pendant  le  temps  t,  s^abafssera,  petpendiculairei 
au  plan  de  la  figure,  d'une  quantite  egale  a  rqsmß.  D'aill« 
on  doit  avoir,  d*apres  les  definitious  des  quantitös  p,  q,  et  i 
et  les  proprietös  connues  des  triangles: 

(1) piqiismßisina, 

d'ou  Ton  tUe 

Tpsioazzzxqamß; 

doDc,  en  vertu  des  vitesses  angulaires  simultanees p  et  q,  le] 
d  restera  en  repos.  M^is  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  c 
tourne  autour  de  la  droite  CD;  donc  la  premi^re  partie  du  i 
reme  est  demontree. 

Maintenant^  le  corps  tournant  autour  de  CD  avec  une  vit 
angulaire  n,  le  point  6  s'eldvera  perpendiculairement  au  plai 
la  figure  et  decrira  dans  le  temps  r  un  espace  6gal  k  rnsioß, 
cette  quantite  doit  etre  egale  ä  Tespace  rpsin(a-^ß)  que  le  [ 
6  d^crirait  eii  vertu  de  la  vitesse  angulaire  p  autour  de  CA,  \ 
que  ce  point  ne  cbange  pas  de  poaition  en  vertu  de  la  vitesse 
gulaire  q,    On  aura  donc 

tnsinß=rpsui(()t+ß), 

En  combinant  cette  ^quation  avec  rcqnation  (1),  oji  en  de 
immediatement 
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(2).    p:q:n:: sin/3 : sin« : 6iii(a -|- ß) . C.Q.F.D . 

Corollaire  I.  Si  Ton  imprime  ä  un  corps  trois  moavements 
imultanäs  de  rotation  autour  des  aretes  contiguäs  d'un  paralleli- 
ipede,  et  que  ies  vitesses  aitgulaires  de  ces  mouvenients  soient 
roportionneUes  ä  ses  trois  aretes^  il  en  resultera  une  rotation 
lique  autour  de  la  diagonale  du  parallelipipede»  avec  une  vitesse 
igulaire  proportionnelle  ä  cette  diagonale. 

Corollaire  IL  Reciproquement,  tout  mouvemeut  de  rotation 
itonr  de  la  diagonale  d  un  paraltelipipede  avec  une  vitesse  an- 
ilaire  proportionnelle  ä  la  longueur  de  cette  diagonale  peut  tou- 
iar8  se  decom poser »  ä  chaque  instant,  en  trois  rotations  simul- 
in^es  autour  des  aretes  du  paratlelipipede  avec  des  vitesses  an- 
iilaires  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  aretes. 

Ces  propositions  se  d^montrent  de  la  meme  maniere  que  leurs 
»rräatives  dans  la  thäorie  de  la  composition  et  de  la  d!äcompo- 
ition  du  mouvement  de  transiation. 

Corollaire  IIL  En  supposant  le  parallälipipede  rectangle» 
a  aura  Ies  relatioos 

p=:ncosXy    qzizncos^i,    rzzncosv, 

WS  lesquelles  7?,  q,  r  d^Signent  Ies  vitesses  angulaires  compo* 
mtes,  n  la  vitesse  angulaire  resultante,  ei  X,  fi»  v  Ies  angles 
De  fönt  Ies  ardtes  avec  la  diagonale. 

Corollaire  IV.  Si  l'angte  v  est  droit,  on  aura  cosv=:0, 
)Sfi  =  sinil9  et  Ies  dernieres  ^quations  donneront 

^ 

(3)    ....  p=ncosX,    7=wsini. 

^onc,  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour  de  Taxe  du 
londe  avec  la  vitesse  angulaire  n,  peut  etre  consid^re  ä  chaque 
istant  comme  kT  r^sultat  de  deux  rotations  instantanees  autour 
e  rhorizontale  menöe  par  le  centre  de  la  terre  dans  le  plan  du 
i^ridien  d'nn  lieu  quelconque,  et  autour  de  la  verticale  du  m^me 
lea  avec  Ies  vitesses  angulaires  respecttves  p  et  q,  fournies  par 
is  ^quations  (3). 
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miscellen. 


Problem. 


Jahre  lang  fortgesetzte  BeobacbtangeD  bei  der  SpreDgunp 
Felsen  in  den  Steinbrüchen,  so  wie  endlich  ein  eigens  zu  di 
Zweck  angestelltes  Experiment  haben  den  Unterzeichnete! 
folgende  Sätze  geführt: 

• 

1)  Eine  solide ,  d.  h.  eine  nach  Dichtigkeit  und  Cohäsi« 
allen  ihren  Theilen  durchaus  gleiche  Kugel  9  wird  vermittelst 
durch  ein  elastisches  Fluidum  (Pulver-  oder  Wfisserdanrpf 
wirkte  Explosion  vom  Centrum  aus  in  vier  gleiche  Stücke 
sprengt,  und  zwar  spitzen  sich  die  vier  Stücke  im  Mittel|: 
dreiseitig-pyramidalförmig  zu,  so  dass  die  Bruchflächen  wirk 
Ebenen  sind  und  die  Kugeloberfläche  in  ihrer  Zerreissung  g 
das  tetraedrische  Kugelnetz  zeigt. 

2)  Geschieht  die  Sprengung,  unter  übrigens  denselben 
aussetzungen ,  nicht  vom  Centrum  aus,  so  entstehen  dennocl 
vier,  jedoch  ungleiche  Stücke. 

3)  Kleinere  Abweichungen  nach  Cohäsion  und  Dichti 
liefern  eben  so  nur  vier  Hauptsttfcke,  die  etwas  ungleich  ai 
len  können;  neben  einer  grossem  oder  geringern  Anzahl 
Splittern,  die  sämmtiich  mit  weit  grosserer  Geschwindigkeit 
geschleudert  werden. 


353 

Es  wird  ihid  das  Problem  gesteUt,   diese. SStse  auf  tbeoreti- 

schemWege  zu  beweisen,  so  wie  die  Frage  .auigj^worfen,  obsiob 

siebt  aus.  diesen.  Sätzen  gewisse  Folgerungen  ziehen  liesse«  Jn 

ßeiiehnng  auf  die  zahlreiche. Gruppe  der  Astetoidep«   sor  ^e  in 

Beeiehnng  auf  unsere  Meteore,    worunter  namentlich  der  Stein« 

regen? 

■    ■  .  ■  .  ■  * 

Brenner  in  Tu.ttlingien....: 


In  Bezug  auf  obige  Aufgabe  bemerke  ich»  dass  Herr  Bren- 
ner im  Württembergischen  Schulwochenblatt.  1653. 
Nr.  10.  einen  Aufsatz  unter  folgendem  Titel  veröffentlicht  hat: 

Einiges  Aber  die  Zertrümmerungen  fester  Körperi 
sowie  Besonders  über  die  Vermutbung  der  Astrono« 
men»  dass  die  Gruppe  der  kleinen  Planeten  die  Trün* 
merstücke  eines  einzigen  seien. 

In  diesem  Aufsatze  sind  Anwendungen  der  in  obigem  Problem 
zur  theoretischen  Beweisführung  vorgelegten  Sätze,  von  deren 
Richtigkeit  Herr  Brenner  sich  durch  Versuche  überzeugt  hat» 
anf  die  Asteroiden  gemacht.  Da  indess  Herr  Brenner  in  einem 
an  mich  gerichteten  Briefe  vom  20.  November  1852  selbst  sagt, 
da8S  der  in  Rede  stehende  Aufsatz  jetzt,  wo  bereits  20  und  mehr 
Asteroiden  entdeckt  seien,  weniger  Werth  habe  als  frübf^y  wo 
diess  noch  nicht  der  Fall  war,  so  lasse  ich  diesen  Aufsatz  nicht 
wiederholt  im  Archive  abdrucken ,  sondern  begnüge  mich  vorläufig 
mit  der  Mittheilung  des  obigen  von  Herrn  Brenner  gestellten 
Problems  und  insbesondere  des  nicht  uninteressanten  Erfahrungs- 
resaltats  über  das  Sprengen  von  Steinen ,  von  dem  in  diesem  Pro- 
Wem  die  Rede  ist. 

.  Absichtlich  stelle  ich  aber  dieses  Problem  nicht  unter 
Ae  Rubrik  „Uebungsaufgaben'%  sondern  theiie  es  unter  den 
,;Mi8c eilen"  mit,  womit  sich  ja  wohl  Herr  Brenner  einver- 
lüuideq  erklären  wird. 

Der  Herausgeber. 


Jeder  weiss,  wie  störend  z.  B.  bei  Sextantenbeobachtungen 
0.  s.  w.  das  Zittern  des  Quecksilberhorizonts  bei  Erschütterungen 
des  Gebäudes  durch  vorüberfahrende  Wagen  u.  dergl.  ist.  In  oem 
Magazin  für  die  Literatur  des  Auslandes.  1853.  Mo.  27. 
8.  100.  wird  folgende  dasselbe  völlig  beseitigen  sollende  Var- 
riohtang  angegeben,  die  ihre  Erfindung  den  Herren  Mauvais 
und  Seguin  verdankt: 
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mEId  tttarket  eii^erner  Hakeo  war  an  der  Decke  dea  Zimmei 
befestigt;-  an  diesem  Haken  war  mittelst  eines  Doppelseiies  ei 
RiDff  von 'Kautschuk  angebän^^  der  ans  einem  Kautechnkstreife 
gebildet  war^  dessen  Enden  fiber  einander  gebogen  und  mit  Binc 
faden  zusammengebunden  waren.  An  diesem  Kantschukringe  bin 
an  Stricken  das  Brett ,  auf  welchem  das  mit  Quecksilber  gefüllt 
Geföss  wie  auf  einer  Wagschaale  stand.  IVIan  wartete,  bis  Alle 
an  dieser  Vorrichtung  In's  Gleichgewicht  und  zur  Ruhe  gekon 
men  war  und  betrachtete  dann  mit  einem  auf  die  Quecl 
silberfläche  gerichteten  Fernrohre  die  Spiegelbilder  verschiedene 
irdischer  Gegenstände;  ihre  Umrisse  waren  vollkommen  festst< 
bend  und  scharf  begränzf 

Es  wird  vulkanisirtes  Kautschuk  empfohlen  und  bemerkl 
dass  man  darunter  Kautschuk  verstehe,  welches  längere  Zeit  ii 
geschmolzenem  Schwefel  oder  Sehwefelarseoik  gelegen;  dlesei 
behalte  seine  Elastacität  bei  jeder  Temperatur»  während  das 
wohnliche  Kautschuk  bei  3^' hart  werde; 


Mail  weiss»  dass,  wenn  in  einen  Kegelschnitt  ein  beliebig 
Sechseck  ABCDEF  beschrieben  ist»  die  Uurchschnittspunkte  d« 
Selten 

AB  und  DE,    BC  und  £F,    CD  und  FA 

immer  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen.  In  den 
Briefwechsel  zwischen  W.  Olbers  und  F.  W.  Bessel 
Zweiter  Band.  Leipzig.  1852.  S.  133.  ff  zeigt  Bessel, 
dass,  wenn  A,  B,  C,  D^  E,  F  sechs  auf  einem  KegelscboitI 
liegende  Punkte  in  beliebiger  Lage  sind,  immer  die  DurcbscbnittS' 
punkte  der  Linien 

AB  und  CD»    AE  und  CF,     BF  und  DE 
in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 


In  dem  „Briefwechsel  zwischen  W.  Oiberis  und  I 
W.  BesseL  Herausgegeben  von  A.  Erman.  Zweiti 
Band.  Leipzig.  1852.  S.  135.  und  S.  137.''  findet  man  (vi 
Bessel)  folgende  trigonometrische  Relationen  angeführt: 


/   ' 
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und 

—  sin(a— 6)sin(J+Ä+C)  -sin(i4— Ä)sin(a+6+0 
=  cos(B— 6)co8(Jfa+C)  —  cos(J— a)cos(B+6+C). 


In  dem  raebr  entr ahnten  Briefwechsel  zwischenOlbers 
nnd  Bessel.  ThI.  I.  S.  363.  theilt  Bessel  seinem  Freunde  fol* 
genden  Satz  mit: 

,yWenn  in  dem  rechten  Winkel  abc  eine  Ellipse  so  gedreht 
wird«  dass  ab  und  öc  Immer  Tangenten  von  ihr  smd:  so  ist  der 
Ort  ihres  Mittelpunktes  ein  Kreisbogcfn ,  um  -6  mit  dem  Halb- 
messer aV2 — ee  beschrieben «  dessen  Sehne  gleich 

a\/2{l  --v^r=^) 


In  den  ^^Kurzen  Erinnerungen  an  Momente  meines 
Lebens.  Jugendzeit  —  erste  25  Jahre''  welche  Bessel 
in  seiner  letzten  sciimerzhaften  Krankheit  geschrieben  hat,  die 
ihn  vienige  Wochen  später  am  17.  März  1846  den  Seinigen  und 
der  Wissenschaft  entriss,  und  die  in  dem  Briefwechsel  zwi- 
sehen  W.  Olbers  und  F.  W.  Bessel.  Erster  Theil.  Leip- 
zi^  1852.  S.  IX  ^-^  S.  XXX.  abgedruckt  sind,  findet  sich  auf 
8.  äXUI.  die  in  dem  Munde  eines  solchen  Mannes  wichtige 
ond  deshalb  von  Lehrern  zu  beherzigende  pädagogisch -mathema- 
tisehe  Aeusserung: 

„In  Untertertia  des  Mindener  Gymnasiums''  —  bis  zu  welcher 
Klasse  nämlich  Bessel  gekommen  war,  bevor  er  zum  Kaufmanns- 
stände  fiberging  —  „wurde  zwar  Unterricht  in  den  ersten  Anfangs- 
gründen  der  Geometrie  ertheilt,    allein  ich   glaube,    dass  dieser 


Anfang»  Webd  ^er -obiie  Fofet8et^un|^;  Uqibt,  nicht  geeignet 
einen  begriff  von  dem  eigentlichen  Wesen  der  Mathematik  z 
zeugen,  uie  Anfangisgruiide  der  allg^raleinen  Rechenkunst 
Algebra  würden  dies  schon  eher  leisten.*' 


Lehrsatz. 

Wenn      a:*  +  y*=2*     ist,      so      ist     ar""+y"»<2'"     < 
•*^?*-|r^!^3;"*>  jenachdem  i»>!?  oder  m<2  ist: 

Beweis. 

=    AlaD  setse  a;i^aty.  9=619  so  ist  oa<:h  der  Voraussetzun: 

iiV+6«z«=2«,    also    ii2+6«=l; 

folglich  ist 

a<l,    6<1 

indem  wir  den  Fall»  wenn  eine  der  beiden  Grossen  x,  y  oc 
6  der  Mull  gleich  wäre,  ausschliessen  wollen. 

Ist  nun  m>2,  so  ist,  weil  a<l,  6<1  ist,  offenbar 
a'^K.a'^y  6'»<6*;    also    a"+6'»<a*+62; 

folg^ictii  nach  dem  Obigen 

also  "'    "'    ' 

'ci««»+6«it"»<2",  d.  \.  (ai)'»+(62)"<2«»; 


-.1  :.       ■:-.    .     • 

*         •        • 

nach  dem  Obigen: 


rr 

Ist  aber  m<2,  so  ist»  weil  ci<l,  6<1  ist,  ofienbar 
fl"*>«2,    6'»>6*;    also    n"* +6«>a*  +  6*'^; 
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folglich  nach  dem  Obigen 

abo  .        . 


a»x*  +  fr^t»  >  s» ,  d.  i.  (a2;)w+(62)«>t«;  ■  ^» 


•■ . 


folglich  nach  dem  Obigen 

Anmerkung.    Der  Gleichung  a:^-\-y^=::i^  genügen  die  drei 
Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks. 


G. 


In  den  ^»Astronomischen  Nacbriebten.  Nr.  849.^  fiiM^t 
man  einen  interessanten  Aufsatz  von  Herrn  Doctor  G.  Schwei- 
zer, Astronomen  des  Konstantin'schen  Messinstitutes  zu  Mos- 
liau,  in  welchem  Herr  Dr.  Schweizer  in  sehr  liberzeugender 
Weise  einen  Zusammenhang  der  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
beobachteten  Protuberanzen  mit  den  Sonnenfackeln  nachweiset. 
Die  grosse  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  1851  hat  Herr  Dr. 
Schweizer  in  Machnowka  im  Kiew'schen  Gouvernement  beob- 

achtet.    Schon    vom     g'- .  ..-    an    Hess    Herr   Dr.   Schweizer 

voD  den  damaligen  Zöglingen  des  genannten  Instituts»  jetzigen 
Offizieren  Herrn  Petschkowski  und  Troizki,  sehr,  sorg- 
faltige Zeichnungen  der  Sonnenflecken  und  Sonnenfackeln  anfer- 
tigen, und  theils  die  nachherigen  Beobachtungen  der  Sonnenfin- 
sterniss in  Machnowka,  theils  von  anderen  Orten  her  bekannt 
gewordene  Beobachtungen  zeigten  Protuberanzen  bei  gleiehcfn  P^ 
ftitionen  wie  die  vorher  gezeichneten  Sonnenflecken,  ja  es  Hess 
sich  auch  selbst  eine  Aehnlichkeit  in  den  Gestalten  erkennen. 
Wir  können  hier  uns  nicht  weiter  {Iber  diesen' Gegenstand  aus- 
lassen 5  verweisen  aber  unsere  Leser  dringend  auf  den  jedenfalls 
höchst  interessanten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Schweizer,  den 
wir  für  sehr  wichtig  halten. 
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In  dem  lesenswerthen  Programm  der  Ritterakademie  zu  Lieg- 
nitz  von  Ostern  1853  (m.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  LXXIX.)  bat 
Herr  Inspector  Gent  daselbst  den  folgenden  einfachen  Beweis 
des  Lhuilier'schen  Ausdrucks  fOr  den  vierten  Theü  des  sphäri- 
schen Excesses  gegeben. 

Nach  den  Gauss'schen  Gleichungen  ist: 
cos  g-  {A  +  B)        cos  ö"  (a  +  6) 

1  1 

sin^  (-4  + jB)         coSo  (« — *) 

coSft  €7  cos^c 


/imik  diesen  (äieicbui^en  folgt: 

1  1  1  l 

eo8  5(J+Ä)Tcos(90ö— 5C)  cos2(«+*)TcosA<? 

Sinn  G  coSrfC 

1  1  1  l 

'     sin  2(^+fi)Tsin(90ö— 2^  cos ^ («— «) T  cos g- c 

COS^  C  .      CO?:j« 


ablö  nach  bekannten  Zerlegungen: 

■  •  '         .  .     .  .■■■/•■ 

1  ■    .   1  •  ':  •    .  ■/... 

sin  i  (4  +  ß  +  C-180")8to  j  (4  +  Ä -.-C  + 180») 

11        ■  I  i  ■  ■^— ^— ^1     I         I  — ^»»^»wy— —  >  4  I  1»        ti  ■  1  ii  »  I  >  '^  1  '^  ■  I 

^sini-C  ■   •  '■  '  '■:■■'■'■■'   •■ 

fein  j(a  + Ä+c)  sin  j(a+6~c) 
=  j  , 

COSs-C 
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coaj(A+B+  C-180<Ocos  j  (^+  B—C+ 180") 
cos  j  (d+b+c)co8j(a-j-b—c) 

= -n • 

cos^-c 


cos^-C 
sin  j  (— a+6+c)8in  j(a— 6+c) 


COSq^C 


C08  j(A+B+  C-I800)sinj(^+B— C+180^) 

j- 

cos  6V-  C 
cos  j  (— a+6+c)cos  j  (a— 6  +  c) 


cos«*? 


ns  den  beiden  ersteo  und  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
srch  Division: 


tang  j  iA+B+  C-1800)tang  j  ( J+ß-C+lSO«) 

=  tangj(a+6+c)tangj(a+6— c), 

tang  j  (A+  B+  C-  180O)cot  j  ( J+B-C+I8OO) 
=  tang  j( — a+6+c)tang  j(a  —  b+c) . 


S60 


Multiplicirt  man  di^se  beideo  Gleichungen  in  einander,    so  erhält 
nian: 


tangj(^+Ä  +  C— 180O)« 
:tangj  (a+6+c)tang  j(— a+6+c)tang  j(a— 6+c)tang  j(«+6--Cf 


also 


tang  j(^+i?+C-1800) 

=  y  tang^(a+6+c)tang^(— a+6+fc)tang^(a— 6+c)tangj(a+6— c)i 


welches  der  gesuchte  Ausdruck  ist. 


361 


eher  Interpolation  und  mechanische 

ilnadratur. 

Von 

dem  Herausgeber.  , 


Einleitung. 

In  meiner  der  mechanischen  Quadratur  gewidmeten  Abhand- 
Dg>  welche  im  Archiv  Thi.  XIV.  Nr.  XX.  abgedruckt  ist,  habe 
h  zunächst  vorzüglich  eine  strenge  Entwickelung  der  berühmten 
onneln  von  Cot  es  und  der  nicht  minder  wichtigen  und  berühm- 
Hl  CorrectionsformelD  von  Stiriing,  welche  früher  überhaupt 
och  nicht  streog  entwickelt  und  bewiesen  worden  waren ,  zu  geben 
ersucht»  dann  aber  auch  gezeigt,  wie  man  zu  den  Formein  von 
lauss,  wenigstens  in  so  weit  dieselben  hauptsHchlich  Anwen- 
kiDg  finden  dürften,  gelangen  kann,  ohne  übrigens»  wie  Gauss 
a  höchst  scharfsinniger  Weise  gethan  hat,  diese  wichtigen  For- 
neln  ganz  allgemein  zu  entwickeln.  Alle  so  eben  genannten  For- 
nein  zeichnen  vor  allen  übrigen  zur  mechanischen  Quadratur  in 
Vorschlag  gebrachten  Formeln  besonders  dadurch  sich  vortheil- 
baft  aus,  dass  sie,  um  In  geometrischem  Sinne  zu  sprechen,  nicht 
unbedingt  erfordern ,  die  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  zu  neh- 
Ben.  Ausser  diesen  Formeln  giebt  es  zur  mechanischen  Quadra- 
tur noch  andere  besonders  zum  Gebrauche  in  der  Astronomie  und 
in  den  Naturwissenschaften  überhaupt  geeignete  Formeln,  welche 
die  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  zu  nehmen  erfordern,  unter 
denen  sich  hauptsächlich  eine  Formel  durch  grosse  Eleganz  und 
Leichtigkeit  der  Anwendung  auszeichnet,  welche  Laplace  Inder 
Hecanique  Celeste.    Tome  IV.  Livre  IX.   No.  5.    anführt, 

Theil  \X.  24 
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ohne  zu  benierkeD,  daes  diese  Formel  wohl  eigentlich  ursprunj 
lieb  von  Lagrange  (Mömoires  deBerlin.  177*2.)  herrührr 
Laplace  gelangt  zu  dieser  Porinel  in  seiner  bekannten  gewSba 
liehen  Weise  mittelst  seiner  Fonctions  geneiatrices.  De 
gewöhnlichen  Differenzenrechnung  bedienen  sich  J 
Traite  du  calcul  dirferentiel  et  du  calcut  integra 
Tome  1][.  p.  182.  und  in  ganz  gleicher  Weise  Pontäcoulan 
in  der  Theorie  analytique  du  Systeme  du  mondl 
Tome  U.  ii.  105.  Alle  diese  Entirickelungen  lassen  aber  be 
sonders  rücKsichtlich  der  Allgemeinheit  jedenfalls  noch  Manche 
zu  V ansehen  übrig,  und  namentlich  scheint  mir  auch  die  in  Red 
stehende,  nach  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswert  he  Forms 
Überhaupt  »och  nicht  unter  dem  richtigen  Gesichtspunkte  und  I 
gehöriger  Allgemeinheit  dargestellt  worden  zu  sein,  weshalb  ii 
versacben  will ,  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine  niDglid 
strenge  und  allgemeine  EnttvicKclung  dieser  buchst  wichtigen  n. 
merkwiirdigen  Formel  zu  gehen,  die  hauptsächlich  für  die  oerei 
fHmg der  iStDiiingen  der  Planeten  nud  Cometen  grosse.^ 
darzubieten  scheint,  weshalb  sie  auch  dazu  von  Laplace  t 
Puntecoulaut  TorzQgllch  tn  Vorschlag  gebracht  worden  ti 
Besonders  scheint  dies  aber  der  Fall  zu  sein,  wenn  man  die  S( 
rungsrechnungcn  nicht  mehr  in  der  älteren  Weise,  sondern  iai 
neuen  an  sich  ganz  elementaren  Form  fuhrt,  welche  neuerÜl 
besonders  von  Encke  in  den  AstreDomischen  Piacfari 
Nr.  79L  792..  früher,  wie  Encke  in  Nr.  814.  desselben  JouimI 
selbst  bemerkt,  schon  von  George  P.  Bond,  Gebülfen  an  i 
Sternwarte  zu  Cambridge  in  Nordamerika,  in  Vorschlag  g 
bracht  ivorden  ist,  wobei  ich  jedoch  r.a  bemerken  nicht  unterli 
sen  darf,  dass  Encke  in  den  angetührlen  Abhandlungen  ain 
ausführlich  und  in  eigenthümlicher  Weise  gezeigt  hat,  wie  i 
mechanische  Quadratur  hei  der  neuen  Form  der  älürungsrecbBa 
gen  nach  seiner  Meinung  am  besten  in  Ausführung  zu  (tri 
gen  ist. 

Die  Entwickelimg  der  erwähnten  Lapisce'schen  oder  Lagril 
gfi'schen  Quadraturforniel,  welche  ich  in  dieser  Abhandlung  gebt 
werde,  steht  aber  in  so  enger  Verbindung  mit  der  Theorie  dl 
Interpolation  bei  gleich  weit  von  einander  abstehenden  Ordinal« 
dass  leb  auch  diese  Theorie  in  ihren  Hauptnioraenten  zu  entn 
ekeln  genUthigt  bin,  hoffe  aber,  dass  meine  Entwickelung  der» 
beo  durch  ihre  Eigentbümlichkeit  das  Interesse  der  Leser  ^nlei 
massen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  wird.  Die  berifXn 
ten  IVewton'scben  Internolationsformeln,  eu  deren  Entwickelvi 
sich  Laplace  in  der  Theorie  analytique  des  probabilllri 
Livr«  I.  Chap.  I.  No.  4.  gleichfalls  der  Theorie  d«s  f«! 
ctlons  generatrices  bedient  hat,  werde  ich,  »m  diese  AI 
handlung  fCir  jetzt  nicht  za  sehr  auszudehnen,  in  einer  spStdA 
Abhandlung  in  mü^lichEt  einfacher  und  elementarer  Weise  za  er^^ 
wickeln  soeben. 


eh.  TM,  ir  s.  101 
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5.1. 


■■•     •    < '•  .'•i.i        ■  ■  •^'    .•■•  •".•.'M'i  1  i: 


Das  Interpolationsproblem  kann  im  Allgemeinen  auf  folgende 
Sxt  ausgesprochen  werden: 

Es  sei  eine  Reihe  von  Crrüssen 


if  ■ 


1     (•■ 


f^d  ßjnf  z)y.p\ie  Heihe  gleich  vieler  Grossen 

jfo»  Vif  y^>  y3>  *•••  y« 


-;    .      «      . 


f 


i;:   :*  i" 


iffelieti:'  Map  äoII  eln^  Function  tft^f(x)  von  a  von 
i1cli'«(r&escfaäffetiheit  finden,  dä^s  dieselbe,  t^etiu 
an  der  unabhängigen  veränderlichen  Grftj^se  st  i\t! 
Ifitike^ 

'  -       •/  i  ■•■■•■■ »  .         ;     .  .  I  ■ 


»  .         ■  • 


I  • 


*^0  9   **'%  »  **' 3  >  ^8  >   ••••   '** 


HlÄgt,  respectivedieWerthe 

yo>  yi*  ya?  ys^  *•••  y» 

hält,  so  dass  also 

.  •  ■.  .        •..■'■•.••_  ■  ■ '     .  * 

yo=A^o)»  yi—fM»  y2=fi^2)»  ....yn=f{xn) 


Man  kann  sich  die  gegebenen  n  -f  1  Werthe 

'SCq9    Xi'y    X2'9    OC^y    ••4  *    Xü' 

r  unabhängigen  veränderlichen  Grosse  x  als  Abscissen,  4te' 
«b^en  Werthe  .     . 

;^  .M-ü    I   -      ^    3f^,y,,  j^,^,  ...  3^„  '     '     V 

ir  Function  y=zf(x)  als  die  diesen  Abscissen  entsprechenden 
rdinaten  in  einem  beliebigen  Coordinatem^ystetti  denken ,  und 
fd  dann  sogleich  übersehen,  dass  das  allgemeine  Interpolations- 
oblem,  aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  auf  die  folgende 
lometrische  Aufgabe  zurückkommt: 

ilDureh  n*i-\  gegebene  Punkte  id  einer  Eben*^  einc^ 
■tvl»  zu  zieihen^  oder  die  Gleichung  einer  Guive  au 
nd^a^  weiehe  durch  n-^l  gegebene  Punkte  in  einer 
bene  geht.  . 
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Ans  dieser  geometriscben  Fassung  der  Änfgabe  ereiebt  sii 
auf  der  Stelle,  dass  das  Interpolationsproblem  im  Airgemelii 
eine  unbestimmte  Aufgabe  ist,  weil  durch  n  +  l  gegebene  Pnol 
offenbar  unendlicb  viele  eben  so  vielen  verschiedenen  Geset 
nntenvorfene  Curven  gezogen  n-erden   künnen. 


j.  2. 


Wegen  der  Uebestimmtheit  des  Interpolationsproblems  im  i 

gemeinen  ist  es  nüthig,    dasselbe  durch  Hinzufügung  besoode 
edingungen  zu  einer  bestimmten  Aufgabe  zu  machen.  Dass  ai 
hierin  dem  matheniatischen  Scharfsinne  wieder  ein  grosser  5p 

räum  verstattet  ist,     bedarf  kaum  einer  besonderen    Bemei , 

Um  ans  aber  für  jetzt  der  Form  anzuschliessen,  unter  welcb 
das  Interpolationsprobiem  vorzugsweise  in  der  Astronomie  und 
den  Naturwissenschaften  Anwendung  findet,  wollen  wir  uns  i 
folgende  Aufgabe    vorlegen: 


Man  soll 
ution  _},=/M 
fenheit  finden,  c 
hKngigen  verändi 
Werthe 


e    gai 


rlichen  Grösse  x  die  ii-|-l  gegeben* 


a^o.  a:i,  a^i,  ^3'  —•  ^» 
beilegt,  respective  die  h  ebenfalls  gegebenen  Werth 


erhält,  so  dass 

tlo=/{xo),   yi=/(^i),   yi=f{x^.  ■■■•  y»=f{3:n) 


Der  Auflüsung  dieser  in  jeder  Beziehung  höchst  wichtign 
Aufgabe  werden  unsere  folgenden  Untersuchungen  lediglich  gl 
widmet  sein,  ^ 


S.  3. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  muss  man  zeigen,  dass  das  I 
terpolationsproblem  unter  der  ihm  im  vorhergehenden  ParE^rr&pbc 
gegebenen  Fassung  eine  viillig  bestimmte  Aufgabe  ist.  Die  fof 
genden  Betrachtungen  werden  geeignet  sein ,  uns  hiervon  volIkDiB 
men  zu  überzeugen. 
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UeiierliiM^)!  sei 

ine  befiebige  ganze  rationale  algebraische  Function  des  Aten 
irades  von  Xf  welche  für  x=:xo  verschwindet  5  so  dass  also 

0=sao^o*+«i^o*""*  +  «2^o*~*+  •••  +ßt-i^o  +  «* 

Bt  Aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  durch 
bbtraction  auf  der  Stelle: 

b4  die  Function  X  ist  also,    weil  bekanntlich  aligemein 

it,  durch  die  Grosse  x^^Xq  ohne  Rest  theilbar,  so  dass  näm- 
f^  der  Quotient  9  welchen  man  erhält ,  wenn  man  in  Jimit  x — Xq 
ivldirt^  jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
^l)8ten  Grades  ist. 

Hieraus  lässt  sich  ferner  leicht  herleiten ,  dass  die  ganze  ra- 
lonale  algebraische  Function  X,  wenn  dieselbe  verschwindet, 
renn  man  ftir  x  ii^end  einen  der  sämmtiich  unter  einander  un- 
jleichen  Werthe 

letzt 5  wo  die  Anzahl  n-\-l  dieser  Werthe  nicht  grusiger  als  k 
teio  soll  9  jederzeit  durch  das  Product 


(x—Xq)  (X'-Xi)  {x—x^ (:r— o:«) 


•1 


hne  Rest  theilbar,   und  dass  der  Quotient  eine  ganze  rationale 
Igebraische  Function  des  {k — n— l)6ten  Grades  ist. 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  X  für  xzzlXq  verschwin- 
let/sö  Ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  toan        ' 

etzt,  Xq  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (&— ])sten 
iiades  von  x. 

Nach  der  Voraussetzung  verschwindet  aber  X  auch  für  xs=Xi. 
ho  moBB  das  Product 

(x-^XoyXo 
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fär  x=^i  verschwinden ,  und  da  nun  nach  der  Vol^iiMsctisaiig  Xq 
und  Xi  u^leich  sind,  also  x-^Xq  für  x=^i  nicht  verschwinde^ 
so  mass^  für  x==Xi  verschwinden»  so  d^s-  alsa.nach  dem  Obi- 
gen, wenn  man 


.'  ■' . 


t . 


■    •        '  •<       ,  ;/ 


■■'■19 


setzt,  Xi  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (Ä;-— 2)teo 
Grades  vou^  ^  ißt    Dah.^r  ist-  nup  paoh  dem.  Vorhei^^^enden 


.1 


Xz=:  (x—aio)  (a:—Xi)Xj^ 


t     ■■! 


.-•i 


Nach  der  Voraussetzung  verschwindet  aber  XätMi  fSr  X!=ix^ 
Also  muss  das  Product 

«  ■  ■  ii  > 

für  x^=^x^  verschwinden,  und  da  nun  nach  der  Voraussetzani 
XQi  Xi  und  X2  unter  einander  ungleich  sind,  also  (x — Xo)(x-'Xjj 
für  x=:x^  nicht  verschwindet,  so  muss  Xy  für  a7=::r2^  verschwiiir 
den>  so  dass  also  nach  dem  Obigen  >  wenn  man 

Xi^=ix-^x^X^ 

»etzt ,  X2  eine  gan;Be  rationale  algebraische  Function  des  (k-^ßlÜ 
Grades  von  x  ist    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Wie  man  aaf  dieae  Aii  weiter  gehen  kawi,  ist  klar»  VQd.M 
ist  folglich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen:  .     !j 

X^=  (x~^Xq)  (x — Xi)  (X — Xt^*,;{x — Xn)Xn » 

f        '  1' 
■.■'.■•  "i 

WO  Xn.  e*ne  ganze  rationale  algebraische  Function  de&  (/r^o-'ljb 
sten  Grades    bezeichnet,    so  dass   also  X  jederzeit  durch 
Product 

(X'^Xq)(x — Xi)(x — a^.,..(x — x^ 

ohne  Rest  theilbar  ist,  wie  behauptet  wurde. 

^  Wir  wollen  nun  ^nehmen,  dass  die  beiden  beliebi^9  gßxoMk 
rationalen  algebraischen  Functionen  q>(x)  und  i/;(^)  von  x  mr  die 
sämmtiich  unter  einander  verschiedenen  Werthe 


Xqj.    X\   y    •^^9     •''3>     ••••    ««2«' 


.;':•■;:) 


von  X,  deren  Anzahl  n-\-\  grosser  sein  soll  als  der  Grad  jeder 
d^r  beideri  Functionen  q>{x)  und  ^x},  gktcfae  Werdie  t<b»teD; 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  FmKtionen.  gK«)  «|4 
tpix)  identisch,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  x,  einander  gleich 
sein  müssen. 
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Wäre  pämticb  ttidit  ideotiMir;  dv  h^  fir  joil0fc>Werth  fani<;ry 
)(af)i=:'^(.r),  so  wäre 

<  .         ■  .  ( 

Bine  ganze  rationale  algebraische  Function  von  x,  die  ftieht'ldMi« 
tisch,  d.  h.  für  jeden  Werth  von\a;,  gleich  Null  wäre,  und  der 
Grad  dieser  Function ,  welchen  wir  durch  k  bezeichnen  wollen, 
wäre  unter  den  geroachten  Voraussetzungen  jedenfalls  kleiner  als 
n-|-l.  Nacb  der  Voraussetzunserhalten  abj^r  die.  Functipnen  97(0;) 
und  '^[x)  für  die  w  + 1  ungleichen  Werthe 

von  X  gleiche  Werthe ;  also  verschwindet  die  ganze  rationale  alge- 
braische Function 

9(:r)  — i/;(:r)   - 

des  ^ten  Grades  von  Xy  yio  k  kleiner  als  n-\-\  ist»  für  die  7t -fl 
iittg^eichen  Werthe 

m  X.    Daher  Ut  nach  dem  Obigen 

(p(x)—'ilf{x) 

^0  Xh-i  eltie  ganzö  rationale  algebraische  Function  ie6  {k-^i)- 
teti  oder  Öten  Grades,  d.  h.  eine  constante  Gr5ss^e  fst;^  nnil  mi 
OUD  (p(x) — i/^(a:)  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  so  verscfiwihtlet 
offenbar  diese  constante  Grosse  Xk-^i  nicht. 

Nun  verschwindet  aber  nach  dem  Obigen 

q)(x)—^(x) 

uch  für  die  Werthe 

OD  X.    Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

z=l{Xk—X^  {Xk — X{)  {Xh'-OC^*'..{Xk-'Xh^i)Xk^i, 

UV-  5  .■,.-•    ..  u.     s.    w« 

\  I 

•  p  -  •  .  # 

»  •  I         .  •  .     .  * 
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und  da  nun  nach  der  Voranaetzimg  die  Werthe 

^ammtUch  unter  einander  ungleich  sind,    so  verschwindet  keines  J 
der  Prodncte 


(xk-'Xo)  (xk—a^i)  (n—x^  ••..  (xk—xk^) , 

u.    s.    w. 
(a:«— a?o)  (a:« — ^ari)  (Xu—Xg) ....  (ar«— arjk-i) . 

Also  muss  offenbar  Xk-i  verschwinden. 

Da  dies  dem  Vorhergehenden  widerspricht,  so  muss  unsere 
obige  Annahme  9  dass  die  Functionen  q>(x)  und  '^(o:)  nicht  iden- 
tisch,  d.  h.  für  jedes  x,  einander  gleich  wären ,  falsch  seia, 
und  diese  beiden  Functionen  sind  daher  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  jederzeit  identisch  einander  gleich,  wie  behaup- 
tet wurde. 

Hieraus  ergiebtsich  aber  unmittelbar,  dass  das  Interpoiations- 
Problem  unter  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  ihm  gegebenen 
Fassung  eine  vollständig  bestimmte  Aufgabe  ist,  d.  h.  dass  jede 
ganze  rationale  algebraische  Function  v  des  nten  Grades  von  x 
vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  diei  den  n  +  l  ungleichen 
Werthen 

Xq  9    Xl  f     X^y     X^y     •...     Xn 

von  X  entsprechenden  Werthe 

yos  yi*  y%9  ys» ....  y» 

dieser  Function  kennt,  weil  nämlich  nach  dem  Vorhergehenden 
alle  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des  n  ten  Grades  votf 
x,  welche  für  die  n  +  1  ungleichen  Werthe 

XQy  X\  f  Xq^f  X^y  ....  Xn 

von  X  die  Werthe 

yo9  Vi»  y*t9  y»*  ••••  y« 

erhalten,  unter  einander  identisch  sind.  Kann  man,  was  hierbei 
immer  vorausgesetzt  wird,  nur  eine  ganze  rationale  algebrusche 
Function  y  des  nten  Grades  von  x  finden,  welche  fiSr  die  n-fl 
ungleichen  Werthe 


1 
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SCq,  ^19  «l^»   «Ts»  ••••  Xn 

von  X  cüe  gegebenen  Werthe 

>  yi»  y«»  ys»  ••••  y« 


erhält,  so  ist  dadurch  die  Function  y,  welche  bei  dem  InterpoU- 
tionsproblem  gesucht  wird,  ganz  im  Allgemeinen  gefunden.  Wie 
nun  aber  eine  solche  Function  jederzeit  gefunden  werden  kann, 
80II  im  Folgenden  gezeigt  werden. 


§.  4. 

Unseren  fiBmeren  Untersuchungen  über  das  Interpolations- 
problem schicken  wir  die  folgende  Betrachtung  über  die  Functio- 
nen überhaupt  Yoraus. 

Es  sei  f(x)  eine  ganz  beliebige  Function  von  x,  so  hat  man 
flir  jedes  x  und  o>  die  folgende  identische  Gleichung: 


a 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

vw= 

setzen,  die  Gleichung 

l)    f{x+m)=f(x)  +  a(p(x). 

In  dieser  Gleichung  setze  man  nun,  was  offenbar  verstattet  ist, 
fiSr  X  und  10  respective  x+^x  und  to—^x,  wo  ^o;  ebenfalls  eine 
ganz  beliebige  Grosse  bezeichnet;  so  erhält  man 

f{x+to)z=:f(x+^x)  +  (a — ^x)(p(X'{'^x). 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  1)  ab,  so  ergiebt 
sich: 

0 = fXpHr/ikX) — f(x) + (a>— A^)y  («+ Aa?) — 09(0?)  [ 

oder 

Ossf(x+^x)  — /(a:)+(w— Aa:)  { (p{x+^x)—q>(x) }—  (pix)^x, 

also 

2)    0=  iif(x) + {m'^£ix)^fp(x)  -  9(x)^x. 


Setzen    wir   in  dieser  €rleicb«Bg  flBr  (t  und  co  wieder  respective 
^+A^  und  G) — ^:r,  so  erbalten  wir 


':  l 


aUoj    wenn  wir  Ton  dieser  Gleichung  die  Giefchmig  2)  abziehen: 

'■-'■■■■    0=  A/r*+A^>^AA«>:-  .'.;;■'  ■   ;  •  •. ; ; 

+  (w— 2A^)A9(^+A^) — (cd— A^)A9(^) 

—  { q>{x-\-^x)  —  q>(x)  1 A^ 

=    A/(^+A^)-AA^) 

— 1 9(^+ A^)  —  9(^) )  A^* 
folglich  ^ 

3)    t)  =J  A*Ä^) + (fö^2 A^> A V(^)^ 2 A9>(^) Aa: . 


\ii  •:'  ' 


Wird  in  dieser  Gleichung  für  x  und  m  wieder  respective  or-fA^ 
und  CO— A^  gesetzt,  so  ergiebt  sich: 

0 = A  V(^+ Aar) + ((0-3  A^)  A*9(^+ A^)— 2  Ag>(^+ Aa?)  A^  > 

also,   wenn  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  3)  abzieht: 

0=    A2/i:a^fA^)-AaA^) 

+  (»  -3  Aa:)  A  V(^+ Aa;)  —  («a— 2  A«)  AM*) 
—2  { A^Ca; + Aa^) — A^Ca:) }  Aa; 

=     A«/(a^fAa:)-AV(a;) 

+  (fi)-3Aa:)  { A^-pCirf  Ad'KAV^I-AMa?)^* 
r- 2{  A9>(a?+A^>— Ay  (^)'J  Ä*^ 

folglich  .•  :  ^  •  . 

*  4)    0=A'A^)Ww--3A^)A*9(ii^)-^3AVä^)Aai. 

Wie  man.auC  diese  Art  tmnirer  weitet  gehen  ka|i|i<V  ist  klar.  Auch 
erhellet  die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  auf  der  Stelle, 
ohne  dass  man  dasselbe  erst  durch  den  Bernoulli'schen  Schlo09 
allgemein  zu  beweisen  braucht.    £s  ist  nämlich  allgem.ein: 

.   5)    0 = A"A^)+ («>— » A-^) A"9>(^)— ^ A'*^^9>(^) A^  • 

Hieraus  erhält  man  aber  die  fblgeitdeE  Gleichungen: 


S7I 

u.     s.     w. 

welche  ferner  dmrch  ein  einfaches  Sabatttuttenis^erftlven  sogleich 
zu  der  folgenden  Gleichung  führen: 


f{s-\-m)-f(x)+^^f{x) 


+  1.2.3^0:8  '^.'^^^ 

.    .      .         j 

u.    s.    w. 


+ 1.2.3....7iA^» ^^^^ 

#)(»-*  A^)  (ca— 2A^)  ..>  (cd— 7t  A^) 
+  r    1.2.3.,.nA^      ~  ^^^^^ ' 


oder 


■  . .  ^«  -•■ 


• .  I  • 
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fix+a)=   /(») 


AA*) 


+ i:2x:;i ^^(^> 


I.2.3....9t  ^ 


A«)  A"q>(^) . 


Bezeichnen  wir  aber  in  dieser  Abhandlung  die  BinomialcoefBcie 
ten  fär  den  Exponenten  k  immer  durch 

(A)o»  (*)i>  (*)«>  (*)s»  (*)4>  ••••; 

» 

80   können   wir  die    obige  Formel  kürzer  auf  folgende  Art  an 
drOcken : 

U.      8.      W. 


+  («—HA«)  (^}^  A"9(ar>. 


Wenn  A"9(*i^)=0  ist,  so  ist: 
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7)  A«+«)=/(^)  +  (£,\  ä.m  +  (£Xa«/i:^ 


) 


r^^ 


+  (.w.^'^^> 


u.  s.  w. 


Ist  z.  B.  f(x)^=:s^,  indem  n  eine  positive  ganze  SSahL  bezeich- 
net, so  ist 

^^  ^  (o  (a:+w)  — a? 

also  nach  einem  bekannten,  schon  oben  angewandten  Satze: 

g)(ar)=  (ar+(ö)"-"*+ (a:+G))*-*a; 

u.  s.  w. 

woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  q>(x)  eine  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  des  (n— -l)sten  Grades  von  a:,  und 
folglich  nach  einem  bekannten  Satze  ^"9(0:)  =  0  ist.  Also  ist 
nach  7): 

'  u.  s.  w. 


§.8- 
Wir  wollen  nun  die  Reihe 


vro  n  eine  ganz  beliebige xGrusse  bezeichnet,    dagegen  A  und 
positive  ganze'  Z^hUn'^  $ein  /  sollen ,   zu  sumtniren  simlens   Indei 
wir  der  Kurze  wegen 


=(n)x  -  (i+I)j  («)H'x  +  (^+2)2(«)H4  + +  (  -  ini'+f'Un)^-f. 


»• 


setzen. 


).. 


Nach   einem  seht   bekannten  Satze  von    der  Zerlegung   d( 
Binomialcoefficienten  in  zwei  andere  Binomialcoefficienten  ist: 

i  '       .     ■  ■•  •  •  ■         . 

'•■-'II  !*•'(''■  •  .■..)•  • 

9)(i,n)=    (m-l)A_i  +  (n— 1)a 

-  (A+l)i(«-l)i-(i+l)i(»-l)Hi 

+  (i+2)af«-l)A+i+(i+2)2(n— l)Ha 
"  -  a+3)f3(«-l)Ä^:a-(i^-3)3(«-l)i^^ 

u.  '  s.     w.       '. 

+  (-l>^(HftW«-i-l)A+M-i+(-l)''(A+fW«-l)H/' 

=  («-1)A-1 
-jan)i-a)o!(«-^i)A 

+  {(A+2)a-(Hl)ii(«-l)Hi 

' '  ■     n.    s.    w.  ' 

+( -l)''{(a.-r-(t)«-(l+(t-lV-i  i  (n-l)A+;*-i 

+(-i)M(i+,tv(fe--i)A4.;t.:V    : ' 

=  (M— l);i_,  — {A)i(»-1)A+  (HJ)a(n-l)Hi-^H2)3(n-l)Ha+- 
....  +  (-l>'(A+ft-lWn-l);i+;.-i+(-ini+,t)^(«-l)A+^ 

Also  hat  man   die  Relation: 

.  ■  • .  I 

9?(A,  n) = 9?(A— 1,  w— ])  +  (— ])iU(A+|t»)^(n— 1)A+^ . 
Nun  ist  aber 

(A+f*)iu(«~l)M-/" 
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^  // 


"       1.2.3.. A.  1.2.3..^       ■  1.2.3...(A+|[i)    •  .;•'    'MI/Um 

1.2.3....  A  '  1.2.3...|x(|M,+l)...(A+fA) 

(w-l)(w~2)....(«--A)    (n— ^— l)(yg--;i— 2)..(n— A— fi>) 
■"  1.2.3...A  •  1.2.3...^ 


also 


(A+M)^(n--l)A+^=  (w— l)A(n— A-l)yu, 


nDd  folglich  nach  dem  Obigen: 

y(A,»l)==9)a-r-l,«-l).+  (-l)K»-l)A(n— A— 1)^. 
Leicht  erh^«t,  dass 


I  ■ 


9)(0,  n)  =  («)o  -  («)i  +  («)a — («)»  + .».  +  (-l)''(n),u 

=  (w;„— (n— l)o+(n-l)i-(n-l)a+...+  (-l)i«(M-l)^>_i, 

— (M-l)i+(n-I)a-(«--l)3+-+(-lW'«-l)/" 


also 


«         »       f 


9(0,«)=(-l)/'(n-lV 
kl    Also  ist  nach  der  obigen  Relation: 

>(1,«)  =  <P(0.«-1)  +  (-Wn-l)!  («-2)/. 

_  (_  \y(,t  _2)^  +  (_l)/.(„_l)j  („_2)^ 

=  (-l)M{(n-l)o  +  (n-l),}(n-2V 

=  (-W«)i(n-ii)/.-  ' 

9(2,«)  =9(1,  n-I) +(-lKn-l)i,(n-3)^ 

=(-l>«(n-l)i(«-3)^  +  (-i)''(n-l)2(«-3);. 

=  (-!)/« I  (n-l)i  +  («^l)a  1  («-3)m    ' 
^(-J)'*(«)a(«-3),x, 

9(3,«)=  9)(2,«-l)  +  (-l)''(«-l)>(n-4)„ 

=(-l)''(n-l)9(«-4V +  (-l)''(«-lJ3 («-4),. . 
=(-l)M  { (n-l)a  +  («-1)3 }  (h-4)^ 

=  (-l;/'(«)3(«-4)^, 
u.     8.     vr. 


i     ; 
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Wie  man  auf  diese  Art  vreiter  gehen  kann,    Ist  klar»   and  es  ist 
folglich  allgemein: 

also 

(-l)A'(n)X.(«-A-l)^ 

=(«)A-(l+l)i(n)Hi  +  a+2Vii)H2  + ...  +  (-1  W+f*)M«)^H^  • 


§.6. 

Indem  wir  dem  eigentlichen  Interpolationsproblem  nun  näher 
treten,  wollen  wir  annehmen,  dass  die  gesucnte  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  nten  Grades  von  x,  welche  f3r 

respective  die  Werthe 

Vo*  Vi*  y^y  Vzf  — •  y» 

erhalten  soll,  die  Function 

y:=:Ao  +  AiX  -{■A^x'^  +  A^x^  +  ..•.  +  4iä* 

sei,  wollen  aber  jetzt,  wie  wir  schon  früher  bemerkt  haben,  die 
besondere  Voraussetzung  zum  Grunde  legen,  dass  die  gegebenen 
Werthe 

*^Q9    *^'i  9    *^%9     "^3  >     ».•••    X% 

der  unabhängigen  veränderlichen  Grüsse  x  eine  arithmetische 
Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  beständige  Differenz 
durch  ^Xq  bezeichnet  werden  mag. 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  die  Gleichung 

^0 = -^0  +  -^1^0  +  -^2^0*  +  -^s^o'  + .  —  +  -^»aro* , 

aus  welcher  sich  nach  bekannten  Princlpien  überhaupt  die  folgen* 
den  Gleichungen  ergeben: 


y©       = 

u.  s.  w. 


^»-l 


yo= 
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^a  A* .  ^+-^3  A*-  ^oH ...+ A  A".  ^o"> 

-^3  A'-  ^o'  +•••+  -4n  A^.  «a^o"  > 
u.    s.    w 

A-i  A"-*.^o"""H-4nA'»-^^o". 

A  A".  <a:o" ; 


A"^o    = 
>  die  Grössen  . 

^,  Ayo>  A^^o»  A^yo>  -A^-Vo*  A"yo 

s  der  gegebenen  Reibe  .-.' 

ffof  yi>  y-ii  y^y  ....  yn 

kcb  dem  folgenden  bekannten  Schema  berechnet  werden  müssen : 


yi—yo 
y^-yi 
yz—y2 
y^—ys 


3^3—3^2+3^1—^0 

;y4— 3^3+3^2— yi 


u.  s.  w. 


n-4 

yn-3— ^«-4 
a-3  y«-a— %«-3  +^«-4 

^n-a— ^«-3  yn-1— 3yn^+%n-3"^n-4 

'«-2  yn-^— 2y«_2+yn-3  U.  S*  W, 

.V«-l— yn-2       ^  yn— 3y»-^+3y„-2— ^«-3 

/«-i  yn— 2y„-i  +yn~2 

jfn  —  yn-i 

WO  also 

2fo=yo^ 
Ä2fo=yi--yo» 

^^o=y8-3ya+3yi 

TheilXX.  25 


u.    s.    w. 
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ist.    Natürlich  wird  man  aber  bei  praktischen  Anwendungen 

yoy   Ayo»    A*yo»    A'^o> A"iy© 

nicht  nach  diesen  Formeln ,    sondiere  in  bekannter  Weise  durc 
successive  Subtraction  nach  dem  obigen  Schema  berechnen. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten 

*^Q9  -»!>  -»«»  -«3*  •••  •«« 
der  gesuchten  Function 

y  =  Jo+ -^1^  +  ^^*  +  '43^' +  •••* +-^«1^ 

erhält  man  nun  aber  aus  den  obigen  GMchangen  unmittelbar  di 
folgenden  requrrirenden  Formeln: 

A  '  A^'V^  A"-^^0*         . 


u.  s.  w. 


U.    8.    W. 


A     —  A^O         A-'Ä^O*  j  A'^0^  ^  ^-ru     ^ 


A-V 


A^o       A^o 


A^o 


A^o 


In  diesen  Formeln  ist  die  erste  Auflosung  des  Interpolation 
Problems  enthalten. 

Häufig  kommt  bei  Anwendungen  der  Fall  vor,  dass  x^^r^Q  i 
In  diesem  Falle  hat  man  z.B.  für  n=5  die  folgenden  recurrirc 
den  Formeln  9  mittelst  welcher  sich  die  Coefficienten 


Aq  y  Ai  f  A2  9  Ai^  i  A^  f  A^ 


bestimmen  lassen: 


A  = 


l     A^yo 


*-"l20ZiV 


\ 


[ 
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^»  =  ß  •  ä:^  — 6-<<4Aaro  —  25 JjA V. 


4  = 


6     ^^Tu 

2  •  ^2  ~3^,^Xo-7Ai^a:o*-^15Ai^«o': 


t 

Sich  &hnliche  FonneiD  fflr  noch  grossere  Werthe  roD  n  zu 
berechnen,  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit.  Für  den  prak- 
tischen Gebrauch  iist  es  natürlich  vortbeiihaft  und  nothwendig,  die- 
selben bis  zu  einer  möglichst  hohen  Gränze  hin  vorräthig  zu 
baben. 


f 


§.7.. 


Eine   neue  Auflosung  unserer  Aufgabe  ergiebt  sich  auf  fol- 
gende Art. 

Wenn  wir  die  im  vorhergehenden  Paragraphen   entwickelten 
Ausdrficke  von 

»0»   Affo»   A^yo»   A'yo> .-  A"yo 

nach  der  Reihe  mit 

/£z^\  ,   /£i:^)  ,   /£z:£o\     ifip^) 

mltiplieiien    und  die  erhaltenen  Gleichungen  dann   zu   einander 
tddiren,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


*<^).-^»+(^Ä-^"»»+(^).'^"*'+ 


•••• 


+ i^X-^-^ 


26* 
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=     Ao 


(^)3-^'--«' 


u.    s.    w. 


Setzen  wir  nun  in  der  Gleichung  §.  4.  8)  für  x  und  (o  respectW^ 
Xq  und  ar — Xq,  also  aro  +  (a; — Xq)^=:>x  för  ar+co,  so  erhalten  wir 
den  Ausdruck:  / 

'^= ^- + (^").  ■  '^•'•- + CSX-  ^'•^' + •■• 

und  folglich,  wenn  wir  in  dieser  Formel  nach  und  nach 

w=l,  2,  3,  4, n 

setzen,  nach  dem  Vorhergehenden: 

-+(^X'^-»' 

also»  weil  bekanntli(^ 

y==i<o  + -^1^+-^«^*  + -^3^^ +  ••••  + -^nar* 
ist: 
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welche  Formel  eine  neue   sehr  bemerkenswerthe  Aüfiüsong  des 
Interpolationsproblems  liefert. 


§.  8. 


\ 


Eine  dritte  Auflusnng  ergiebt  sich  auf  folgende  Art. 
Bekanntlich   ist:  ^ 

yo=yo» 

^yo  =^1  — (1)1^0  > 

A%  =^2-^  (2)i.yi  +  (2)2^0  y 

A^o  ==yä  —  (3)i2ra  +  (3)2^1  —  (3)3^0  > 

u.    s.    w. 

Also  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 
+  (S"),  f  »3  -  (3)iya+  (3)2^1  -  i:3)8»o} 


u.    s.    w. 
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+KS^).-<«'C^).+KS').-- 

...+(-i)-H»v.(^) 

,  +lfö).-<'>'(^).+- 


u.  s.  w. 


+l(S'X-<»'.(^), 

also  Dacb  dem  in  §«5.  bewiesenen  Satze  von  den  ßinomia 
cienten : 


+'-')^(S').(S-^).:.»- 


u.    s.    w. 
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Es  ist  aber  allgemeifi: 


1.2.3....  ÄA^o* 


(ar— jro-^A;-l:l)Aarp)(a:— arp— (A;+2)A^o),...(a?— gp— wA^o) 

1.2.3 (n— ife)A^o«-* 


Qod  weil  nun  bekanntlich 

ark-^aro=A:Aarp, 

arjfc  —  a?i  =  (*— 1)  Aarp , 

arjfc  —  a:»  =5  (*— 2)  Aa^p , 

u.    s.    w. 
jrjfc— ark_2  =    2  A^Tp , 
ar* — a?jfc-i=    lA^o» 

ari — art-f-i = — 1  A^o  * 
art — a?i+a  = — 2  Aarp , 

ar/b — art^^  = — 3Aa?o  * 
u.    s.     w. 

arjfc— a;n=  —  (w— A)  A^o ; 

ISO5  wenn  man  multiplicirt : 

(a:*— arp)  (arjfe— a:i) ....  (a:*— arjb-i)  (arit— arA:+i)....  (ar*r— a:«) 
=L2  3...ÄAaroM.2.3...(n— Ä)Aa?o'^.(-l)*"* 

Bt^  SO  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Zar— arpN   /ar-^arp      ^^^     A 
V  A^o  /*\  A^o  /n-* 

__  (a?— a;p)(a?^ari)....(a:— ^art~i  )(a:— arn.i)..*(a;— ar«) 

■~^""^"     Yari— ar(^(a?fc— a?i)..(a:*— a?jb-.i)(arjb— a?jb+i)..(a:»— An) 

oder 


/ 


< 


*  \ 


3M 


'-''-(^).(^-'-'L 

{x — Xq)  (ar-r.Ti)..(a:— a;]fc-i)  {X'-Xk^{),,.(x — Xn) 
(arfc — ^OToXar* — Xx),..{xk-'Xk-'i){xk^Xh^x) ...  (:«:*— aJn) 

Insbesondere  bat  man  noch  zu  merken,  dass 


(-1). 


\  A^/o\  A^o  ""  /« 

(a: — *ro — A^o){^""^o — ^A^o)"«(^'^^o — ^A^o) 


1.2.a.wA^o" 


und  folglicb,  weil 


^0— ^i=— lA^o» 
otq — a^a  =  —  2^aro  > 

^0 — ^3  = — 3Aä^o  » 
u.     8.    w. 

^0 — ^n  ==  --  nA^o  5 


also 


{jXq — Xij  KP^QT^'X^  \P^Qrr'*^z)  ••••  (•^o"""'^''/ 


ist. 


^      ^"V  Aa?o  /o\  A^o      A 

(a: — Xi )  (a? — x^  (x — ^0:3) ...  (x — Xn) 

{Xq--~Xi)  {Xq—X^)  \Xq'''^X^)  ••••  {Xq — Xn) 


ist. 


Daber  ist  jetzt  nacb  dem  Obigen : 

V 

{X — Xi)(x — X^Xx — Xq)(x-'X^....(x — Xn} 

»=     (:ro-x,)(Xo-:ra)(.To-^)(^o-^jrCS-=^3r'> 

,         (x—XjqXx—X^Xx — Xs)(x — ;C4).. .  (X--Xn) 

(7i—ix:o)(xi--x^(xi—x^)(xi—X4)..,(a:i'—Xn)^^ 
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(x — X(,)  üe — a>i )  (x—Xa)  (x — x^) ..  .(x-^Xn) 
(arg— ^o)  (iPa— ^i)G'^3"— -^TaXoTa— a:4)...(a7s— a:i^  ^^ 


u.    s.     w. 


-  ■■  ■      -  -  '  -  —      ..  ■        . 

{Xn — ^o)\Xn''^Xi){Xn — ^2/  \*^^. — *^z)»'»\^n — ^h—i ) 


yn 


Diese  merkwürdige ,  zuerst  von  Lagrange  gefundeDe  Inter- 
polationsformel ist  freilich  hier  eigentlich  bloss  für  den  Fall  be- 
wiesen worden,  wenn  die  Grossen 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden.  Indess 
übersieht  man  auf  den  ersten  Blick,  dass  die  Grusse,  durch 
fvelche  wir  vorher  y  ausgedrückt  haben,  ganz  allgemein  für 

X '—-^Xq ,    X\  ,  X^ii  X^  f    ••••    Xm 

respective  die  Werthe 

yoy  yiy  y^i  y^^  ••••  yn 

erhält,  so  dass  also  die  obige  Formel  eine  ganz  allgemeine  Inter- 
polationsformel ist,  d.  h.  dass  durch  dieselbe  das  Interpolations- 
problem in  der  ihm  in  §.  2.  gegebenen  Fassung  ganz  allgemein, 
was  auch  die  Grossen 

^0>    **' 1  >   •*'2>   ^3*   *•••    *^^ 

sein  mügen,  aufgelöst  wird. 

Aus  der  vorher  bewiesenen  Formel 

+<-"-(i?).(s°-^).-.* 

+<-'>"-'(S).(S''-*).-.»" 


u.    s.    w. 
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+<-'>'fe).-.(S-).»" 

erhält  man  sogleich  die  folgende  bemerkenswerthe  Formel: 


3 
U.      S.      W. 


t  . 


oder 


u.    s.    w. 
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>  für  :ro  und  ^jtq  alle  beliebige  Grossen  gesetzt  werdeo  können. 


§.9. 

Geben  wir  jetzt  zu  der  mechanischen  Quadratur  dber,  so 
)nneo  wir  die  dieselbe  betreffende  Aufgabe  im  Allgemeinen  auf 
Igende  Art  fassen: 

Man  soll  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
lon  y=:F(x)  des  (n-t-i)sten  Grades  von  solcher  Be- 
chaffenbeit  finden,  dass  der  Differentialquotient 
t=/][ar)  ders-elben,  wenn  ihrer  unabhängigen  veränder- 
ichen  Grosse  x  die  n  +  1  gegebenen  Werthe 

eigelegt  werden,  respective  die  n  +  1  ebenfalls  gege- 
enen  Werthe 

yo*  yi»  ya>  ya»  •-  y« 

erhält. 

Dm  diese  Aufgabe  aufzulösen,  brauchen  wir,  indem  wir  wie- 
der annehmen ,  dass  die  gegebenen  Grösisen 

»ine  arithmetische  Reihe  des  ersten  Grades  mit  der  constanten 
Differenz  ^arn,  bilden,  nur  etwa  nach  §.  6.  die  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  nteu  Grades 

y=Ao  +  AiX  +  A^pa^  +  A^x^  + ...  +  -4«.t~ 

so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe,   wenn  man  für  x  die  Werthe 

*^0 '  ^1  9  x^ ,  X^  ,    •*.•   Xu 

setzt,  respective  die  Werthe 

yo»  .Vi*  y2  9  ys»  •••  y« 
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erhält.     Denn   dann   wird    die   gesuchte  Function   Y  offenbar    i: 
Allgemeinen  durch  die  Formel 


=  /  y^^y 


also  wegen  des  Obigen^  wenn  C  ejne  willkührliche  Constani 
bezeichnet,  welche  jederzeit  aus  den  besonderen  Bedingungen  d( 
jedesmaligen  Aufgabe  bestimmt  werden  muss,    durch  die  Form 

'     dargestellt,  und  daher  unser  Problem  hierdurch  vollständig  gelüj 
sein,  weil  die  Bestimmung  der  Coefficienten 

schon  in  §.  6.  vollständig  gelehrt  worden  ist. 


§10. 


Zu  einer  anderen  Auflösung  des  Problems  der  mechanischen 
Quadratur  führt  die  in  §.  7.  gegebene  Bestimmung  der  Function 
y=zf[x).     Dort  ist  nämlich  gezeigt  worden,   dass  immer 


•••■+fef).^* 


ist.     Also  kann  offenbar. 


y-C  +  yof'B.+^y.f'(^^\s. 


Xo 


+'A*yo 


+  d'y, 


\  A^o  /2 

/'  fe-) 


dj! 


dx 


U.    8.    W. 


'^•»•/'(^X^ 
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esetzt  werden  9  und  die  den  einzelnen  Werth'en 

on  a:  entsprechenden  Werthe  von  F  erhält  man,  wenn  man  für 
ie  obere  uränze  in  den  Integralen  der  obigen  Formel  n^cb  und 
ach  die  vorstehenden  Werthe  setzt. 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen 

Iso 

obei  man  zu  bemepken  hat,  dass,  weil  ^ 

•^o~~^o> 
a*i=^o  +  lA^o> 

^a=^o  +  2A^o» 

0:3=^:0 +3  A^o> 
u.  s.  w. 

a:n=^o+wA^o 


sXi  wenn 


ist,  respective , 


•1/^— ••cTq,    3u^  ,    «v^'   •''3  >    ••••   •*'•• 


ti=0,  1,  2,  3,  ....  n 


ist;  so  ist  offenbar 


/u  pu 


I 
( 


+  A'^o/"  "(a)>3«» 


O 


u.  s.  w. 


+  A"yo/      («)n3M 
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und  die  den  Werthen 

von  X  entsprechenden  Werthe  von  F  erhält  man,  wenn  naan  för 
die  ohere  (kränze  in  den  Integralen  der  vorstehenden  Formel  nach 
der  Reihe 

0^  \,  2,  3,  i,  ...  n 

setzt. 

Bezeichnen  wir  also  jetzt  diß  den  Werthen 

von  a  entsprechenden  Werthe  von  F  nach  der  Reihe  durch 

,  M)*   Fj ,   J^a*   *3,  ....   F«; 

so  ist   allgemein,    wenn  fi   eine  beliebige  der   positiven  ganzen 
Zahlen  0^  1 »  2,  3,  4,,„n  bezeichnet: 

{u)odn + A^o  y     Midu  +  ^^oj     WaS» 

o  *  o  o 

u\  s.  w. 


u 


Nehmen  wir  aber  grösserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  das  In- 
tegral so  bestimmt  sein  soll,. dass  es  für  x=a:o,  d.  i.  für  ti=0 
verschwindet ,  was  jedenfalls  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  weil 
man  ja  immer  zu  dem  so  bestimmten  Integrale  sich  wieder  eine 
willktihrliche  Constante  addirt  denken  kann^  so  ist  offenbar  C^t 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 
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0  o  o  ' 


o 
U.   S.    W, 

+  £y^oJ    (««)fi8« 

o 


Die  Werthe,  welche  die  Function 


»» + (^),  '^•+(%^).^"«'+-+(S').'^'*° 


$f=yo+ (w)i  A^o  +  (tt)2  A^o + (««)3  A'^o + - + (m)«  A*^0 

ilt,  wenn  man  für  a:  die  Werthe 

ar„f  i  =a:o  +  (n+1)  A^o » 

arnf  3  =aro  +  (»+3)  A^o » 

a:«+4 = .To  +  (n +4)  A^Tq  , 

a.  s.  w. 

h.  für  u  die  Werthe 

«  +  1,    n+2,    w+3,    n+4, 

izt,  wollen  wir  respective  durch 

y«+i»    y«+a»    yn+8*    y«+4» 

seichnen.    Nun  ist  bekanntlich 

» + (S^).^- + (^).'^'»'+-+(S').'^"*' 

er 


392 

eine  ganze  rationale  algebraische  Fanction  des  n  ten  Grades  v 
a:,  welche  für 

respective  die  Werthe 

yiy  VT^y  yzy  y^y   •—   ^n+l 

erhält.    Weil  aber  nach  dem  Obigen  auch  y  för 
respective  die  Werthe 

yi»  y2>  y3>  y^y  •••  yn+i 

erhält,  so  muss  nach  dem  in  §.  3.  bewiesenen  Satze 
oder 

y—yt  +  (u-i^)i^yi  +  {w--l)2A^i +..•  +  («— i)>«A"3^t 

sein.    In  ganz  ähnlicher  Weise  ist 

oder 

y^  +  («^-2)x  A3^a  +  («-2)2  A^2 + ...  +  (w-2),  A"iy2 

eine  ganze  rationale   algebraische  Function  des  nten  Grades  to 
Xy  welche  für 

X  — —  X^  9    X^  y    '^4  >    ^fi  >     •  •  •  •    ^si-{-2 

respective  die  Werthe 

y^y  yz»  y\y  y&y  -.  2f«+« 

erhält.    Nach  dem  Obigen  erhält  aber  auch  y  für 

X  ^^^  ^^2  >    *^Z  '   •'^4  »    ^6  »    •  •••    ^'"f^ 

respective  die  Werthe 

y%>  ^3»  2(4»  y5s  .-  y«+a- 
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so  ist  nach  dem  in  §.3.  bewiesenen  Sätze: 

1er 

y  =y%  +  («— 2)i  Aya+ («— 2)aZi^a+  — •  +  (w— 2)„A»ya  • 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  b:ann,  ist  klar^  und  man  er- 
SÜt  daher  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 

= 2^1 + ("-i)i  l^yx + («-1)2^^1 + - + (««— iVZi»jyi , 

=ys+(«— 3)iAy»-f  (w— 3)aAV3 + '••  +  ("— 3)«A''y3» 

u.    s.    w. 

=yM-i  +  («— ^+l)i  A»/i-i  +  (t*  -  ^ + l)2i^*^Ai-i  +  — 

+ (««— ^+1)«  A"y/i-i  • 

Nun  ist  nach  dem  Obigen  allgemein 

o 

ilso  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 

Ol  2  *^_1 

tro  man  in  die  einzelnen  ^  Integrale  nach  der  Reihe  für  y  die 
obigen  ft  Ausdrücke  dieser  Function  einführen  kann.  Setzen  wir 
iber  überhaupt   in  dem  Integrale 


/ 


V 


p-i 
ie  Grosse 

ti — 2?+l=ü,    also    dtf=dv; 
Theil   XX.  26 
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uüd  überlegen,  dase  für  «=ir»*r-l,  te=^  tespcctive  t?=0^  r=l  U 
so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

ff 

j'  (u-p  +  i)gdu=P(v),s». 

p— 1  o 

oder,   was  natürlich  Dasselbe  ist: 


p-i 

Nach  dem  Obigen  ist  also 


JySu 


0  o  o 


also 


I 


305 


\ . 


h 


OT  I»'  hT  C^ 


^    ^    , 


8^ 
1^  r 


O 


o 


8 


Q3  Q5  ©  o 

St  8 


r  ^   &  & 


o 


O 


i  ^     ^     ej*     r« 

o 


:« 


M  Q3  Q3  ^^  I» 


+       + 


I    •       — . 


I  t?  ^  ?S  5^ 


\  .. 


-S^  -S-        fr    .    •£-        .f- 

8  R R 8  SS 


s  sich  ferner  sogleich  die  folgende  Formel  ergiebt: 


26* 
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F^=A^o{(»o+yi+»a+y3+.-+yAi-i)y  {m)^u 

0 

+  (Ayo+ A^i+^ya+Ays  + +  Ay^u-O  /   {u)idu 

0 


\ 


+  (A'yo+A'3(i+AV2+A»y»+...+A»yiu 


U.      8.      W. 


+(A*yo+Zi"yi+A'^2+A»y8+-+A"yi"-i)y    («*)«3« 


Es  ist  aber 


Ayo+ A»i+ Aya+Ziy»+ ..• +Ay/»-i 


= (yi  -yo) + (ya— yi) + (ya— yai) + + (y^* — y^-i) 

=  y/*~yo* 

= (Ayi— Ayo)  +  (Aya- Ayi)  +  (Aya  -  Ay»)  + +  (Ay^i— Aft 

=  AyAi— Ayo, 

A'yo  +  A'yi  +  A'y2  +  A'ys + + AV^u-i 

=:(A^i-A%)+(A^a-A*yi)+(A*y3-A^«)+..+(A^^-A«y^ 

=  A*yA*— A^o> 


u.     s.    w. 


Also  ist 
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+  (y^— yo)       /    (u)idu 

o 


/ 


u.  s.  w. 


-+ (A"- v/i- A— ^o)  y^^  (««)«3w 


reicher  Formel  man^  um  die  gesucbten  Grossen 

*0*     ^1»      *29     *9f    ••••••     *« 

rhalten^  nach  und  nach 

ft=:0^  I9  2,  3,  4,  ...  n 

3n  muss.  Für  u=:0  ist  freilich  die  obige  Formel  eigentlich 
t  mehr  anwendnar;  man  weiss  aber  aus  dem  Obigen  9  dass 
=0  ist. 

Die  obige  Formel  muss  nun  aber  noch  so  umgeformt  werden, 
man  zu  der  Berechnung  der  sämmtlichen  Grössen 

*  9  >    M>    *2>    *a>  ••••    Fn 

;  der  gegebenen  Grössen 

y©*  Vi»  3f29  ya»  ••••  y» 

ihrer  Differenzen »  nicht  auch  der  oben  durch 


y«+i>  y«+2^  y»i+8»  y«+4* 


ebneten  Grössen  und  deren  Differenzen  bedarf«  wozu  wir  aber 
t  den  folgenden  Satz  von  den  BinomialcoefBcienten  beweisen 


en. 
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§.11. 


Lehrsatz, 


*        Wenn   u   eine    beliebige  Grösse    ist,  aber  k  und  fi 
positive  ganze  iSahlen  bezeichn^o,  so  ist  immer 


Beweis. 


I.    Für  A-zr:!  ist 


. .  •.  I ' 


(w)iU  +  (l)iNA*+l  = 


l£(lf — 1) ...  (k— fC-f  1) 

1.2.3...fi-         ■ 

m(m — 1)  ...  {U — ft+l)(M— f*) 


i 


^  1.2,3...  (Jt+l) 

-  1.2.3  .:.(fi+i)        "7,^  "^^^^^^^  • 

in  dem  besonderen  Falle  ft=0  ist 

r 

(W).  +  (1)1  («)l  =  l  +  «  =  («+ J)l  • 

Man  sieht  also^     dass  der  iSatz  fQr   j^es  positive  ganze 
und  A:=:l  gilt. 

II.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  der  Satz  fiir  jedes  ^ 
sitive  ganze  fc  und  k — 1  gelte,  und  wollen  daraus  abzuleiten 
eben,  dass  er  dann  auch  ffir  jedes  positive  ganze  fc  und  k  geltet 
muss,  wodurch  seine  allgemeine  Gültigkeit- bewiesen  sein  wird. 

Nach    einem    bekannten   Satze  ^von    den    BinomialcoefficieH 
ten  ist: 

•     (Ä),  =  l+(A-l;i, 

(A)a=rÄ-l), +(*-!;„ 

(Ä)3=(Ä-1)2+(Ä-1)3, 


u.  s.  w. 
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(A)t=(*-i)i., . . 


SO  ist 


(?0/i+  (^-1)i(mWi  +  (ä— 1)2(^)^+55  +-  +  (^~1)*-i(m)h-*-i 

+  WiU+l  +  (^  —  l)l  (M)/i+2  +  (^  —  i)2(««)ia+3  + • 

....  +  (Ä:— l)ifc-i(?i)^+i+(fc-i)  , 

id  da  nun  Dach  der  Annabme  derSatz  für  jedes  ft,  folglich  auch 
r  fi  +  1,  und  k  —  1  gilt,  so  ist: 

m 

=(m+ä— i)^-fit~i+(M+Ä:— iv+fr>  ;, 

30  nach   einem  bekannten  Satze  von  den  BinomialcqefficLenten : 

(U)fji  +  (k)i(u)fi^i  +'W2(mW2  +  ••••  +  (^)t(M)iU+A^ 

e  bewiesen  werden  sollte. 


§.12, 


In  dem  in  §.  10.  gefundenen  Ausdrucke  von  F/i/  wo  bekannt- 
b  (i  xiicht  grosser  als  n  ist,  kommen  ausser  der  bek-annteqi 
usse  A^o  und  den  bestimmten  Integralen 

/     (u)idu,      I     (u)^u,    I    (u)^Su, /     (u)nSu, 


aren  Werthe  immer   ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kön- 
;d,  die  Grössen 

yoy  ^1»  ^2»  Vi 9  •••  yß9 

^^ox  ^^yo>  A^^o  AV, .."  A"-*i<o; 

A^/x,  AV>  A^i^iU,  A*3^M.  ...•  A«-V/i" 

ror.   Die  bei  unserer  Aufgabe  eigentlich  gegebenen  Grössen  sind 
«dem  folgende»  Schema  enthalten: 


1 
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.vo '  yi     jTa    jfs    y* y*-!    ar« 

Ayo  AjTi  Ay2  Ays Ayik-i 

A*yo  A^i  A^2  •-  AV-2  , 

A'yo  A^yi  •—  A'y«-8 

A*yo  ••••  AV-4 

u.  s.  w. 

A""^yo  A"-"Vi 
A"yo 

Weil  fA  nicht  grosser  als  n  ist»  so  sind  in  diesem  Schema  o 
bar  die  Grössen 

yo»  Vi»  y%y  ya»  ••••  y^*; 

Ayo»  A"yo»  A'yo»  A*yo  ••••  A'^'Vo 

jedenfalls   enthalten ,  und  können    aus  demselben  sämmtlich 
nommen  werden.    Was  aber  die  Grössen 

AyA*»  A'y/i,  b^yix,  h^yix,  •...  A"-^iu 

betrifft,  so  sind  dieselben  unter  der  allgemeinen  Form 

A^y/i, 
'  wo 

0<Ä^n— 1 

ist,  enthalten ;  und  weil  nun  in  dem  obigen  Schema  offenbar  1 
die  folgenden  ^ten  Differenzen  vorkommen: 

A*yo»  AVi*  A*y2»  A^ya*  -  A^y«-*; 

'     so  ist  in  dem  obigen  Schema  der  wirklich  gegebenen  Grössec 
Grösse  A^y/«  enthalten  oder  nicht  enthalten ,  jenachdem 

fA"Tn — k  oder   fA>w — k 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich,   dass  von  den  Grössen 

Ay/«,  A^y/«,  A'y/«,  A*y/i>  —.  A'^'^iu 

die  Grössen 
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Äyiu,  ii%»  ^iffip  A^A*»  ••••  A*""'^/! 

in  dem    obigen  Schema  der  wirklich  gegebenen  Grossen  enthal- 
ten« dagegen  die  Grossen 

A*-'*+V^  ^«-Ai+Y^,  A--'*+^3^/u, ...  A—V 

in  diesem  Schema  nicht  enthalten  sind.  Die  erstören  Grossen 
kuDnen  daher  aus  dem  obigen  Schema  unmittelbar  entnommen 
werden  9  die  letzteren  müssen  wir  durch  die  in  diesem  Schema 
vorkommenden  Grossen  auszudrücken  suchen ,  wozu  wir  jetzt  über- 
gehen wollen»  • 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvorderst«  dass«  weil 

yn+i»  y»+«>  2^«+3*  y«+4»  ••••• 

die  Werthe  einer  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  für 

tf=n-fl^  n+2,n  +  3,  n  +  4,  

sind,  welche  für 

tt=0«  i,  2,  3s  4«  ...  n 

* 

respective  die  Werthe 

yo»  yi>  ya»  ya>  — •  yn 

erhält«  die  Reihe 

yo»  Vi»  y%y  ya»  ••••  y»»  yn-i»  ^»+2»  yn+a»  •— 

ofenbar  eine  arithmetische  Reihe  der  nten  Ordnung  ist«    deren 
nie  Differenzen 

A"yo>  A"yi,  A'^ya,  A*y3*  A"y4, 

QDter  einander  gleich  sind«  und  deren  höhere  Differenzen  folglich 
sämmtiüch  verschwinden.  ^ 

Mun  ist: 

A»^'*+*yiU-a= A*-^+'yiu-s+ A"-'^+V/^-3/ 

u.  s.  w. 

A"~  Va = A"-"*yi  +  A^^i » 

A"yi  =  A''yü; 


402 

also,    wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  ond  aufhebt ,    was  sich 
aufheben  iässt: 

in  dieser  Gleichung  kann  man,   weil  sich  die  Reihe 

t/oy  yi»  2f2»  ?/z>  y^y 

auch   als   eine   arithmetische   Reihe   der  (n4-l)sten  Ordnung  be- 
trachten Iässt,  auch  n-\-\  für  n  setzen,  wodurch  man  die  Gleichung 

'.  .      . 

A"-^+*2^)u=  A"-'"+^^/u-i+A**-^+^^A*--2  + ....  +  A"^i  +  A«+^j^o. 

also,  weil  A""^Vo=^  ^^^>  ^*®  Gleichung 

A«-A*+2y^= A"-^+ V-i  +  A"-''+^3r/x-2  + ....  +  A"yi 

erhält;  und  wenn  man  nun  auf  die  Differenzen  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  den  oben  entwickelten  Ausdruck 
von  A"~'"+*y^  anwendet,  indem  man  darin  für  f(  nach  und  nach 
fi  —  l,  |x — 2,  ft  —  3  ....  1  setzt,  so  ergiebt  sich: 

=  A^-'^+^^A'-Ä  +  A"-^+^3^A*-3  +  A^-'^^  V-4  +  .«..  +  A"2ro 

+  A"-^+%/*-a+  A"-^+^y/x-4  +....+  An3(o 

+  A"-"+^^it*-4+-.-.  +  A"yo 

u.    s.    w. 

+  A"iyo 

/   also 


=(l)i  A"-^+ V-a  +  (2)i  A«-^+'y/^-3 +(3)i  A«-/^+V^4+ 

.....;+ (fi—l)iA>. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  w  +  1    für  7«  und  bemferkeri,   dass 
A'*"*'Vo^^O  ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

A"-^+>/x 
Folglich  ist  nach   dem  Obigen: 


m 


.t . 


+  (2)1  A»^t^i»-4 1  (2X  AT*-'^/^s  + ." +(2)iA»yo   ' 

+  {3)i  A"-'^'Vi«-ö+".+ (3)iA"yo 

;       Tl.  8.   W. 

.+,((*-2)iA'*o 

# 
■       .  •  ■  ,  ,        .. 

Du  man  adiiirt»  nach  der  Lehre  von  den  figurirteh  Zählen: 

....+((t-l),A"yo- 

% 
I 

an  hierin  n+I  tUr  n  und  bemerkt»    dass  A'^'^o^O  ist, 
bt  sich: 

■■..'-     ■   .      '  • 
-''+*.'//.-s  +  (3)8  ^"-"+»^1.-4 + (4)s  A— '**-"^i»-» + ..•• 

..-.:.  —  +  (f»— 2)sA"yi, 

r 

1  dem  Obigen: 

A— ''+^/« 

-"+VA«-^+(2)«A»-''+*y«.-»+(2)»A?-'*tV-«+-"+(2)«A"yo 

+(3)aA"-'^*^/u-ö+(3)aA"-''+VA-«+"+(3)jA"yo 

+ (4)a^«-/ff  V-« +"+(4)»A"yo 


\ 


1  •     ,  .     ■        •  .  .   : : .   .      I    . .  • .  ■  1 1 . . 


+((*-2)>d"yo 

nu  man  addirt»  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen: 
'-''+*if^-4+(4)8A«-"»-*i^/.-»  +  (5)8A"-''+"^/»-»  +  •• 


>••• 


1   auf  diese  Art  weiter  gehen  kaitn,   erhellet  hier  schon, 
ger  Deutlichkeit,  und  es  ist  daher  allgemein: 


I  • 


IN 
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I  ,  u.     s.    w. 

Den  In  ^.  10.  gefundenen  Ausdruck  von  F^  wollen  wir  je 
was  offenbar  verstattet  ist »  auf  folgende  Art  darstellen : 


+  (»iti  —  yo)       J     (tt)i  8m 

o 


u 

+(A«i^^-A«yo)y\«)»8w  L 


o 
U.  •s.     W. 


0 


und  haben    nun  nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen  offe 
bar  den  folgenden  Ausdruck: 
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(I 

l 


a 


+ 

I 


1 


+ 

«0 

i 


+ 

C0 


8 

+ 

J 


I 

10 


a 

+ 
f 


+ 

•s 


0» 


^ 


i^ 


I. 


.tö 


a 
J 


0» 

+ 


a 

i 

+ 

a 


a 
+ 

a 
I 


M 


•  a 


?' 


üb 


+ 


»-SM  _     ^ 


+ 


r 


•fc 
I 

19 


a 

SS 


TS 

I 


a 
J 


l 

CO 


a 
I 


^ 

r 


03 
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•  • 


Sanimirt  man  abef  die  in  den  Vertikal  reihen  stehenden  Integrale 
mittelst  des  in  §»11.  bewiesenen  Satzes  von  den  BinomialcoefB- 
cienten ,  so  erhält  man : 


o  '    o 

o  o 


n.    s.    w. 


u.     s.     \f. 


o  o 


Führt  man  dies  in  den  abi^en  Ausdruelf  von  Yu  ein,  so  erhält 
man  mit  gehöriger  Berücksichtigung  alier  im  Obigen  gemachten 
Bemerkungen  für  Xu  die  folgende  Formel: 
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o 

0 


\ 


o 


U.       S.      W. 


-(A"-^^/^— A"-^o)y    Wn-^iBw 

^^y/^-lJ   (M)n-/if28M— A«-/«+lyo/  Wn-M+ftÖM 

o  o 


u.  s.  w. 


."3^0    /      (M+f*— l)n+i 8m  —  A"3^o    /      (m)»»+i8m 


in  dieser  Formel  enthaltenen  Grussen  kommen  jetzt  wirk- 
lern  obigen  jSchema  der  gegebenen  Grössen  vor,  können 
;h  aus  diesem  Schema  unmittelbar  entnommen  werden. 
,  =  0  ist,  wissen  wir  aus  dem  Obigen. 

m  man  in  der  vorhergehenden  Formel  fi=n  setzt,  so  er- 
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+  (yn—yo)  I    (u)idu 

*  0  0 

o  o 


o 

I 

u.  s.  w. 


O  0 


Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man  aber: 


/    (u)idu=+  2» 

/l  1 

0 

y     (u)^du  =  +  24  » 

o 

/i       ^  -  3 

o 


U.    6.   W. 


und 


o 


/l  '  *\        1 

(«»+4^Stta= -r  24 1 

o 

/i  19 

O 


\v 


)v.-        > 


O   .  ♦         '  w 


/  < 


863 
604^' 


U.  8.  W. 


\ 


•     -         ■  ■ 

aiher  «kann  man  die  Anfüngsglieder  dei^  bbigen  l^asdrucks  von 
n  auf  folgende  Art  schreiben »  wodurch  man  ganz  denselben  Aus- 
ruck  von  Yu  erhält,  weichen  Laplace  a.  a.  O.  gegeben  hat: 


^«=  4%)  2^^:2fl+y•+^i^..:?+y^-l  +  2yl. 


■  *  -  I 


—  j2(Ayn-l— Ayo) 


r.^CÄ^:-^'*^ 


-.         .(     •       * 


M  ' 


'3- ' 
■"  60480  ^^^-S^""*^  ^^-^o) 


u.  s.  w. 


*1 


I  •  ;  i  ■  •      / 


f  j  .1  ' » .  '     ,  .  • 


•         •    I    .   <| 


.  t 


.    ■  i         >  ^ 


i  i 


,   t 


Dieser  (japÜEtce'scbe  .Ausdruck  von  Yn  ist  also  als  eifi4>eson- 
erer  F^all  ürrter  unsierm  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  Fyu 
atbalten. 
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Ans  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ergeben  sich  unmittel> 
ar  die  folgenden  Gleichungen: 
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Bringen  wir  das .  Iit:  diäsen  €rlieidbijii^^ti  aiif  der  8telle  sid 
gende  Gesetz  auf  einen  allgemeinen  analytischen  Ausdrucl 
erhalten  wir»  indem  k  eine  positive  gan^e  Zahl  bezeichnet 
folgende  ^leichung : 
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Es  frSgt  sich  nun»  ob  die  RicMigkeit^'diefiM  Gleichung  sie 
gemein  beiveisen  lässt.  Ein  Weg»  diesen  allgemeinen  oew« 
führen»  scjlieint  mir  aber  der  folgende  zu  sein. 

Aus  dem  Obigen  wissen  wir»   dass  wir  im  Vorhergeh 
eigentlich  die  folgende  Aufgabe  aufgelost  kiAen: 


u-     /.. 


Wir  haben  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
des  (n-f  l)sten  Grades 
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von  solcher  Beschaffenheit  gesucht»  dass  deren  Differentialqu 
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*  för  a:=jrn  versclwindel. 
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st.  Daher  haben  wir  jetzt  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Bestimmung  der  Gonstanten  C  und  (£  die  beiden  folgenden 
6l«ichang^D:  ^ 
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Wegen  der  aus  dbih  Obfgen  bekkiitrteti  Bed^eütÜDg  'der  Gross 
Fn  und  Ipn  ist  aber  ferner: 
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Also  ist  nach  4]^  zWei  vbrbe^g^heiiden^  Ctjeichn&gieii  offenbar 
woraus  sich  die  Gleichuns 

ergiebt 
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dagegen  durch  V;  so  haben  wir  nach,  dem.,  vor  hergebenden  Para- 
graphen offenbar  die  b^iflen  fotgen^en  Gleichungen: 
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man  sich  auf  der  Stelle  überzeugen  wird^d^ssin  letzterem  Falle 
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118  einer  Vergleicbung  der    beiden  folgenden  Schemata  a^ur 
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Also  ist  nach  dein  Obigen: 
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Weil  nun  aber  diese  Gleichungen  ganz  unabhängig  von  IMH 
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XXIV. 

T  Winter  von  1S53  in  Berlin«  im  Ver- 
:ich  mit  den  16  vorhergehenden  ÜVin- 
tern,  besprochen 

Herrn  Professor  Dr.  Wolfers  io  Berlin. 


in  xwei  AafRätzeii,  welche  in  dieser  Zeitschrift  abgedruckt 
.'hatte  ich  mir  die  AnTgahe  gestellt,  die  eifiKelnen  Winter  iii 
n  nach  der  Vertheilung  der  hohen  und  niedern  Temtierntur 
irnander  kh  vergleichen  und  zu  untersuchen,  ob  in  diesem 
nch  Aehnlichkeiten  zwischen  ihnen  ergeben  iverdcn.  In 
sweitcrn  Aufniatze,  welcher  dem  18.  Bande  einverleibt  ist.  hat 
unter  andern  Resultaten  das  folgende  ergeben  :  In  den  stren- 
Wintern  jiOegen  wenige,  aber  Eusammerthüngende  Mengen  nie- 
'  Temperutur,  in  den  nicht  strengen  viele,  aber  kleinere  Men- 
voTZBkommen;  in  jenen  linden  demnach  wenige,  in  diesen 
Uebereänge  durch  Null  statt.  Eb  ist  die  Aufgalte,  aus  dem 
n  Theile  eines  Winters  eine  Aehnlichkeit  mit  dem  eiitspre- 
den  Tiieile  eines  frühem  WintetH,  in  liexag  auf  die  vorhin 
l&hrte  Eigenschaft,  zu  entdecken,  nm  daraus  auf  seinen  wet- 
Verlauf  schüesecn  zu  kSnnen.  Wie  weit  mir  diess  in  dem 
wscnen  Winter  gelungen  ist,  will  ich  hier  darstellen  und  lasse 
chst  eine  Zusammenstellung  seines  Verlaufes  vom  l.  November 
sm  31.  März,der  Tafel  A.  in  meinem  Aufsätze  entsprechend,  folgei^ 


Summe  der  Temperutur:               j 
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342,8 

103 

129,6 

47 

Bis  Ende  December  faod  eine  aufTallende  Aebnlichkeit  ni 
dem  Anfange  des  Winters  von  1842  statt,  wahreod  nämlich  in 
diesem  folgende  Werthe  Foibamen: 


+  75,1 
730,4 


—0,8 


Samrae     -|-  205,5 
beträgt  in  diesem  Winter  die  Summe  der  ersten   drei  Abschnitt* 
+  229,5  50         —1,1  2. 

Diese  Uebereiiistininiung,  weiche  sich  natitrlich  in  der  CiU.^^ 
gleich  deutlich  herausstellt,  brachte  mich  bereits  in  der  Mittatjl 
Decembete  auf  die  Vermuthunq ,  dase  dieser  Winter  dem  toäiT'^^ 
ähnlich  werden,  und  ich  sprach  mich  dahin  iiamentlich  ftiM,  -i 
wabrscheiDltcti  eine  mehrere  Wochen  anhaltend»^ 
teperipile  eintreten  würde.  Aleine  Veri»uthu*^  scbisDili 
Zeit  sich  nicht  bewahrheiten  zu  wollen.  Wahrend  Im  Wiutlüf 
1842  auf  die  angeführten  61  Tage  sogleich  die  27  Tage  HiJUi^ 
brocb«n  anhaltende  Kälteperiode  eintrat,  hatten  wif  in  den  le 
ten  Winter  nach  den  angefHihrten  S2  Tagen  nur  2  Tag»  F 
worauf  noch  30  Tage  vergingen ,  unter  denen  nur  an  einem  e\a 
zigen  Tage  die  mittlere  Temperatur  eanz  wenig  unter  Null  s 
ehe  es  sich  zum  anhaltenden  Frost  ninneigle.  Auf  dieite  Weis 
war  der  ganze  Januar  in  diesem  Winter  wärmer,  als  in  jedeih  it 
16  vorhergehenden  Winter.  Gerade  aber  diese  anhaltende  bobf 
Temperatur ,  welche  nur  am  IQ.  Januar  durch  das  bereits  et 
wßhiite  verschwindend  kleine  Minus  unterbrochen  wurde,  dasAu^i 
bleiben  aller,  nach  meinen  frühem  Untersuchungen  einem  nldil 
strengen  Winter  ei^enthümlichen.  häufigen  Tcmperaturwechael 
Hessen  mich  in  meiner  Vermuthung,  dass  tms  noch  anbaltenw 
Kälte  bevorstehe,  nicht  irre  werden.  Die  obigen,  der  Tafel  i 
für  1S53  entsprechenden  Wertho  zeigen ,  wie  weit  ich  richtig  * 
muthet  hatte. 

In  der  Tafel  B.  meines  Aufsatzes  waren  die  Winter  nach  der, 
den    150  Tagen    vom    1.    November  bis    31. 

Summe    der   Temperatur  geordnet,    und    in    ItetrelT  dieser   Tafrf 
will  ich  hier  nur  bemerken,    dass   der  Winter  von  1853  darin 
den  Wert  he  n 
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+0,59 

19 

187,3 

59    i  159,8 

?^ 

+  27,7 

96 

+0,29 

» 

163,9 

76 

132,5 

58 
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2f»5,5 

77 

-178,6 

116 

—1.54 
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394,8 

100 

-3a),2 

114 

-3.34 
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31,2 
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352,1 

78 

-320,9 
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—3,38 

Nach  dieser  Tafel  erscheint  der  letzte  Winter,  im  Gänsen  be- 
tchtet.dein  von  1842  nahe  ähnlich  und  mit  ihm  ühereinntimmend. 
«  damals  trat  aiiub  jetzt  nach  anhaltcuder ,  durch  ivenige  Ta|;e 
leibrochener  hoher  Temperatur  eine  aiihnltende  niedrige  Tem- 
atOT  ein;  im  letzten  Winter  aber  um  etwa  einen  Monat  später 

iu  dem  von  1842. 

In  meinem  voris:en  Aufsatze  war  ich  bei  derDiscussion  stehen 
liiebeo,  deren  Resultat  tn  der  Tafel  ('.  durch  Zahlen  darsc- 
llE  ist  Schon  damals  habe  ich  bt^merkt,  daes  diese  Art  der 
icassion  kein  durchgebends  faefriedii^eudes  Resultat  liefere,  jetzt 
lube  ich  mir,  die  Winter  noch  nach  einer  andern  Weise  zu 
jiea.  wozu  ich  die  Data  der  Tafel  C.  entnehme.  Unbedingt 
d  man  nämlich  zugeben,  Aass  ein  Winter  um  so  strenger  ist, 
grösser  die  in  der  vierten  Rubrik  enthaltene  Summe  der  nega- 
ia  Temperatur  ist;    gibt  man  ausnerdeni  zn,    dass  ein  Winter 

BO  strenger  ist,  je  grösser  die  in  der  ßinften  Rubrik  entbal- 
e  Anzahl  der  Frosttage  ist,  so  werden  die  Winter  überhaupt, 
er  Strenge  nach  im  direkten  znsammeni;esetzten  VerhältnisB 
sei  beiden  Zahlen  stehen.  Indem  ich  daoer  der  'Fafel  C.  diese 
trtbe  entnehme  und  für  den  Winter,    nelchcr  der  am  wenig- 

1  strenge,   die  Verheil tnisszahl  1,00000  annahm,    erhielt  ich 

* '  ~  ide  Darstellung  der  einzelnen  17  Winter: 


Ta  f 

e  l    ». 

K.  ■ 

Winlcr. 

Summe  der 

Znlil   der 

Fruattftge. 

i^EKcUle  Ver- 
l>»Un;»iahl 
der    Strenge. 

li:,l  1 

im 

55.7 

23 

1,0000 

tt.ll 

18S2 

46,0 

42 

1,5081 

ll.l  1 

1843 

(U,4 

36 

1,8097 

'SM 

18S1 

ßy.ö 

47 

2,5644 

18U 

93,2 

45 

3,2737 

ntili 

842 

l-22,ü 

43 

4,1345 

ii:,(M 

[      849 

169,6 

37 

4,8093 

'Ml  1 

8K1 

129,6 

47 

4,7457 

'it  (1 1 

1837 

13S,6 

52 

5,0256 

1839 

13-',5 

58 

6.0001 

1840 

177,7 

.56 

7.7677 

1848 

293,9 

57 

13,0760 

1847 

265,5 

77 

15,9576 

i< 

1838 

382,1 

69 

50,5893 

t>' 

1841 

362,1 

78 

21,4375 

i- 

1830 

3M,2 

88 

22,2690 

1845 

394,8 

100 

30.8171 

Zur  Vergleichnng  dieser  Tafel  mit  der  Tafel  C.  filee  ich  einig 
Kemerkun^teii  hinzu.  0er  in  jeder  Beziehung  sehr  müile  Wtnte 
von  18-16  nimmt  in  1).  die  ihm  gebührende  ohersle.  In  C.  erat  i 
achie  Stelle  ein.  Die  drei  durch  anhaftende  Kätteiierioden ~fiitit 
der  ähnlichen  Winter  von  1842,  181»  und  185;t  folgen  io  D.  n 
niilleibar  auf  einander,  in  C.  tvaren  sie  getrennt.  Die  sechs  streng 
slen  Winter  stehen  in  beiden  Tafeln  beisammen,  nur  ist  die  Relbm 
Ibigc  ilerselben  eine  veracbiedene. 

Alle  meine  bisfierigen  Untersuchungen  bestanden  darin,  triftt 
den  einzelnen  Winlern  nach  einem  bestimmten  Grundsatze  Adfalt' 
lichkeiten  auftueuchen  und  die  Aufgabe  zu  stellen,  ob  mAn  ei^ 
solche  Aebnlichlceit  bereits  im  ersten  T heile  einer  Cur^'e  eutdeelül 
biinne.  In  meinem  vorigen  Aofsafne  habe  ich  auch  bereits  R«g^ 
aufgestellt,  welche  ich  aus  lien  IVilhern  Wintern  für  streng  it"^^ 
nicht  strenge  entnommen  hatte;  nenn  ich  aber  damals  schon  U 
drücklieb  bemerkte,  dass  der  Winter  von  1842  eine  AusiwIiM 
von  jener  aufgeHlellten  Kegel  bilde,  so  darf  man  sieh  rieht  Wt 
dern ,  dass  aucli  der  letzte,  jenem  ähnliche  Winter  sich  Jen 
Hegel  nicht  untervTcrfen  hat.  Wenn  es  mir  aber  gelungen' K 
diene  AebnÜiThkeit  l'riihxeitig  und  zwar  nach  dem  fnlbern  <^nmi 
Satze  zu  entdecken ,  bh  steht  zu  hoffen ,  dass  sich  eine  stilCH 
Aehnheblieit  in  der  Folge  desto  leichter  aufllndcn  lassen  vitrAti 
je  mehr  bereits  untersuchte  Winter  zur  Betrachtung  ToHlegcn,' 
Während  früher  eine  Regel  fiir  strenge  und  eine  Tür  nicht  strengt 
Winter  aufgestellt  worden  ist,  wird  man  künftig  vielleicht  in  den 
Stand  gesetzt  werden,  die  Winter  in  drei  Klassen  zu  zerlegen  und 
fiOr  diese  drei  Regeln  aufzustellen. 
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H^moiii^iiratioii  de  «inelques  th^oi*em<es 
snr  lit  conrünre  des  snrfaces. 

.     Vär 

Sfonsieiur    A.   W.    Alings^ 

idoctenr-^i-iciencM  ä  Groningne. 


i  i 


■  ■   ■ . ' 

Panni  leg  tb^Sortoes  f]|uU  dans  les  d^rnier^s  annöes,  ont  pris 
VB  d^veloppement  remarquable,  sans  doute  il  coDvient  de  placer 
tfi99<flai..80  rapporteot  ä  la  somme  des  eoiirbures  ou  des  rayons 
49~coiiroiire..df  certäioes  sections  normales  en  un  point  d'une  sur- 
fiMse.  Pour  s*en  coovaincre  11  sufßra  de  rapprpcher  des  commu- 
■ieati^iis  de  MM.  ßabioet,  Breton  et  Clias^es  ^)  Tenonc^ 
Uftiiedttp  in6lns  g<^d^ral,  qüeMlIe.Sdrbhie  (?«rini|ib  ?)  tto^me  avaif 
Uiiitf^'aiix  tb4$orenies  de  M.  €b.  Dapiti'").  Cepeodaot  ces  ätktears 
s'ont  pas  pu6liö,  que  je  sacbe,  les  demonstratitihs  de  leurs 
propösitioDs ;  dont  ineme  je  n'ai  rencontre  nullepart  d'exposition, 
i|  cfi),,n'ii^t  ce|le»  qai.a^te;  fournle  parM.  Dieng'^r  ^)»  nials  qui 
"^  ae  rapporte  quau  cas  particulier  considerä  <par  JH.  B abinet. 
[est  ce  qui  m'a  inapir^  Je  desir  d'y  «uppi^r  en  t^rifiant  aussi 
ji  caa  plus  gönäraux  rcinferm^sdans  les  tneordmes^e  MM.  Bre- 
tan  et  C ha s les.  Dans  ce  qiii  va  sulvre  j*oftre  tau  lecteor  les 
r^sakäädemeareeherchef^^  ä  peii  pt^s  dans  la  mime  formey^qul 
hJBr  a  ^t^  donnee  dans  ma  dissertation  sur  la  cour^ure  des  sur- 
Epea  f).  ,  La  aussi  j'ai  commenc^  ä  chercber  une  fofe*male  pour  la 
i^mmation  de  puissances  homologues.de  cosinus  d*ahgles  ^quidif- 
Hrents;  jfimnuie^.  qu<j  je  o'avais  yue  iiollepart,  et  qui  me  parat 
Bicgaaaire,  pour  atteindre  le  but  que  je  me  fus  proposö. 

»)  CWpCes  rendas  T.  XXV.  p.  441.  T.  XXVI.  p.  494,  531  et  5T7. 

')  Crelle,  Joarn.  Bd.  VU.  p.  1.    Bulletin  des  scienc.  mathem.,  Janr. 

*)  D^veloppeinents  de  g^om. ,  p.  102  et  106. 
«)  Grnaer t5  ArclUr.  Thl.  XI.  p.  328.  Tlil.  XIX.  ^.  8U;  > 
•*)  Ditaertatio  de  saperficiernni  curvatara.  Gron.  Hoit«ema;  Leer,  Prä- 
dis-jSajrde.  '  ,  , .   ' 


iU 


A  partir  d'un  point  donnö,  situ^  dans  an  plan  qnelcoiique, 
tra^ons  m  droites,  qui  divisent  le  plan  autour  de  ce  point  en  m 
angles  egaux;  et  nommons  d'i  l'aiigle  qu*une  auelconque  de  ce« 
droites  forme  avee  un  axe  menö  arbitrairement  dans  le  möme  plan,  j 
Les  angles  qa*il  y  a  entre  les  autres  droites  et  cet  axe  seront  alorf  f 


m 


m 


m 


que  nous  d^signerons,  pouc  abrtfger^' par  '^'2»  «^s, . . .  • » '&m*  Elevoos 
les  Cosinus  de  tous  ces  angles  a  une  nS^me  puissance  paire,  re- 
präsentee  par  S^  j  et  de  tputes  ces  puissances  pbercbons  la  spnune 


•t  s  ..   • 


En  developpant  la  puissance  cos^i^'&i  en  une  s^rie,  dont  les 
termes  contiennent  les  cosinus  de  multiples  da  Taogle  ^x^  on  aura 


cos  «l»^i  =  5^Zi 


■  2» 
cos  ^Ip^i  +  -V-  cos  2(;>  — 1)-^!+  .... 


2«P 

> .  ■..  ^1  .•• 

••  i   •        '   • 
.1» 


■■+^'%aFr«-^ 


«  1 


■  i 


1  2^(2p^l>...^<p-fl); 


23^ 


1.$K....J9 


J 


.  \' ' 


et.si  Top  ag^t  de  la  m4me  m9,ni^re;iK  Ti^garddes  ^autres  .puissan- 
ce3>.^on  paryiendra  facileraent  ä  ia  somnie  de  toutes  ttß  expres- 
sions»  qqi  sera        '  \ 

[C0S2/9^1  -f  C082j9%-|-....+<!Os2p^m-i  <)-C0S2|9^in} 


1+ 


•j     ■ 


+  ^-i^-i^[-2«i+....+co.2*»] 


.  .    OT2p(2p-l)....(p-f1) 
■*^  2«J'  1.2....« 


I» 

Malntenanty  pour  sommer  la  serie 

(2)  cos  2pdi. + cos  2p^2  +  .  •..  +  cos  2/7^m  -1  +  cos  2p#ffl, 

employons  une  formule  fournie  par  le  calcul  des  diSiäiPtonces  finteis 
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.  ^         /    .  ,    V       sin  (er  +  6a:  +  ibJa:)  —  sio  (a — ibJa:)  • 
S.cos(a+bx)  = 2siuibJx 

..   sin  l(bx  +  6^0?) .  cos  \(öx  +  2a) 

sinibJa: 

Taide  de  laq^elle  la  somfne  des^ermes  de  cette  särie  (2)  revient  ä 

\       .  '       ' 

5  &\n2pn ,cos^(p7t — - — hp^) 


.   2P 
Sin-*- TT 

m 

Parceqae  p  repr^sente  un  nombre  entier,  le  uum^ratear  de 
eite  fractioR  est  toujours  nul;  le  denomioateur  au  contraire  ne 
ispärait  que  lorsque  2p  est  ^gal  am  ou '  ä  un  multiple  de  in. 
hna  ces  cas  d'exception  on  parviendra  ä  la  valeur  de  la  fractioD 

par  la  diff^rentiation,  au  moyen  de  laquelle  on  trouvera  m. cos 2/70'; 

e  qu'il  faudrait  hecessairement  obtenir,  puisqu*alors  chaque  terme 
e  la  Serie  (2)  sera  egal  ä  cos2/7'9-.  Mais  si  2p  n'est  p^s  egal  ä 
i  DU  ä  un  multiple  de  m,  la  somme  de  la  s^rie  (2)  est  toujours 
ulle,  et  par  coosequent  ne'tlepend  point  de  la  valeur  de  Tangle  ^i. 

£n  examinant  de  la  m^nle  maniere  les  autres  säries  qui  se 
rouvent  en  (1),  oa  reconnaitra  facilement  qu'elles  «s'^vänouissent 
(Hites,  ä  moins  qu'un  ouplusieurs  des  nombres  2(» — 1),  2(p—2),».. 
«.,4,  2  ne  soient  ^gaux  a  m  oti  a  quelque  multiple  de  iH.  SI 
lons  exciuon«.  ces  relations  entre  p  et  m,  dous  trouvons  imme- 
liatement  . 

IX  .>._    m2p(2y-l)(Jy-2)....(p-H) 

•;  ^— 2«P  1.2.3....JB 


II. 

* 

Concevons  que  ))ar  la  normale  a  une  surface  quelconque  soient 
nenes  m  plans,  dnfii  cbacun  a  partir  de  cette  normale  ne  s'^tend 
[öe  dans  un  seus^yet  qui  fönt  entre  eux  des  angles  di^dres  ^gaux; 
ippelons  ^1  Tanglct  qu'un  quelconque  de  ces  plans  forme  avec  le 
Hau  normal  contenant  la  section  principale  dont  la  courbure  est 
ÜB  maximum;  et  d^signons  les  angles 

2n  2n  2n 

3 VA  d^terminent  la  position  des  autres  plans»  par  ^2»  '^8»****^m> 
eiD^me  que  nous  Tavons  fait  en  1.  Si  nous  nommons  les  rayons 
de  courbure  des  sections  normales ,  que  ces  m  plans  contiennent 
[oa  plutdt  dont  ces  plans  ne  contiennent  que  les  moitiäs],  respec- 
livement  par  p^,  p«'-*-»  Qm  et  si  nous  repfesentons  par  n  un 
■ombre  entier,  la  lormule  connue 

tbeil  \\.  28 
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(5) 


ouRi  et  R2  sollt  les  rayons  de  cotnrbure  principauz,    Qoas 
duit  a  l'^quation 

que  le   döveloppement   du   second   membre    r^un^ne  a  la  fo 
suivante : 


;2  5gr5-5'g 

=■•      P'g      Q,** 


B  Cu 


» J  »T,  3  «  g  3. 

•*  «MV  ^  •—  ©    SD 


pV 


a.P'"  ai 


OT3  »  a 


>*a  -"  i-<  CD  ^      SS 

0    IM*  P    „a 5-»  0    A    a 

•  o  s:^T3  5  s  s* 


0      M«  Ot     M     <P 

.ff 


a  g  3 

o  2-  = 

BS. 

Cp  Ö-5 
2  s:*  3 


2  5-^g 
a  fij  2  ©  ^ 

O   »n   w         p 
*~"  ©»<• 

©   pufi  ^ 

^  ^  o  ©  c  .9 

»    ©    3    OQ    P    5 

3  c  2  '*2"S  ö  — 

©  ©^ 

OD  Qk  a 

s  |-  - g  -  ^  ^ 

'S      :    2.©-    S.C 

•^  55    w  g  5  ^ 

?*ssr©  55      ^j     _- 
•*  ©  5r»*?i  2    _  ©  -^ 


*••  B  ©  »  «^ 


*©  2 


§'S3^ 


tj  g  ß  p  g  ^_® 

3  5  B"2  5  *^  ^* 

P  »:  ®  2  ® 


p 

»   B   O 

OdlQ   O 


^  o  OrfS  p  a  *^a 
©  a  ©  ©  ©  «^  ©  • 


+ 


•4- 


1 

+ 


^Ih' 


ts 


w 


» 
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t^>ftfiB  qn'attcsD  des  nonbras  iS,  A,^ik,  Snftesoit  tfgal  'ä  m. 
1  008  eonditions  «ODt  rempiiesy  «n  pärvient  aiox  «omnMS  4eii 
ntes  säries  de  la  demi^re  4^iiatiim  «en  aMipbaant  iraeceashrs«» 
ä  0  daos  la  formale.  (4)  los  vaienrs  l»  2,  3,.^..«  lä — 1,  n; 
i  flODne 


ai^ 


9 


H 


M 


.11 

I» 


?h 


*-  31  äi 

n*-  «r  ^1« 


I 


10] 

+ 


n 


o« 


t8l  W 

+ 

1 


Ok 


•    I  •     ' 

hS  CT« 
"*    I  • 
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I 

'S" 
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•I 


Co 


Ol 
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'S' 

s 
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CO 
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seU 
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ir 
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L^ 


)  qull  imperte  Bnrtout  de  remarquer ,    c'est  que  cette  £quu 
i  conlient  ni  '&  ni  m  datiH  le  secotid  membre,  lequel  i    '  ' 
rapport  k  R^  et  A|. 
la    plus  petite  valeur  ^u'on   puisse  attribuer  k  n  e 
omlire  m  ne  peul  etre  inrerieur  ä  3,   sans  qu'il  y  i 
La   substitutioD  de  cette  valeur  n  =  l  reduit  la  dernkl 


jours  symetnqui 

ConiTi 
l'uniU,    l( 


Ce  que  nuus   veaons  de  demontrer  peut  ^videmment  s'^aoii' 

Si,  ä  partir  de  la  'normale  en  un  point  d'ua 
surTace  quelconque,  on  m^ne  m  plans  qu>  diviscR 
l'espace  autour  de  cette  normale  en  »i  angles  diedte 
^gaux,  lea  puissances  entieres  n  des  courbures  de 
sectiona  normales  [ou  plutttt  des  semi-sectiuns  nor 
males]  conlenues  dans  ces  plana  fourniront  une  sorniae, 

dont    ta    partie  ~   ne  dopend    nullement   du    nombrc  di 

■|    de    leur    pos'ttion    par    rappo 
pourvu  flu'il  V  alt  n  <m. 

Si  l'on  a  T(  — 1,  c'est  ä  dire  si  ces  nt  courburea  ri 
EODt  prises  qu'ä  la  premiere  puissance,  la  paitil 
—  de  leur   soniue   sera   egale  ä  la  moiti^    de    la    sonml 

des  courburea  principales.     Dans  ce  cas  le  plus   petl 
noinbre  de  plans  qu'il  soU  permis  d'employer,  est  3. 


tions  principale 
nonibre  impa' 


aux  se<!< 
ni  est  US 
est  un  nontbre  pai 


Suppos 


III. 

ns  qu'on   alt  comstrnit   l'ind'icatriRe    appartenant  k 
point  ou  la  surface  a  nes  deux   cnurbures   dirig^cs  dans  le  m^i 
sens;  et  concevons  qu'ä.    partir  du   centre   de  cette   ellip«e  oo  \ 
trace  m  rayons  vectews  de  maniere  qu'ils   divisent  l'aire  de  cel 
courbe  en  m  secteurs  i^awx.     Appelona    (^es    rayons   vecteiirs  ^ 
fc, ..  .£m;    et  desif;:nons  par   g,,   pa,....,   p»  les  rayotis   de 
bure  des  sections  normales ,  doiit  ces  rayone  vecteurs  eont  ^espe^ 
tivenieut  les  fangentes.     Si  les  rayons  de   eourbure  principaux  de 
la  surface  au  point  que  nous  consid^rons  sont  representes  par  A| 
et  Rii,  l'aire  de  l'ellipse  iadicatrice  sera  nVRiRt,  et  chaque  ev^ 

tear  par  consequent  en  contiendra  —yR^R^,     Or,   l'aire   du  e 

teur  situe  entre  les  rayons  vecteurs  t\  et  Sa  P^nt  aiissi  s'expriniM 
au  moyeD  de  Tintegrafe 


€ 
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(6)  y  *"^'  M*,; 


e=^i 


oJL  #  repr^sente  Tangle  qui  dötermine  la  position  des  rayons  vec- 
Icurs^^^  {^9.^09  tm  par  rapport  k  Taxe  polaire,  qtie  nous  suppo- 
seVons  ici  tangente  a  la  section  principale  dont  le  rayon  de  cour- 
bare  est  /Z|.  En  vertu  de  cette  döGnition  il  estpermis  de  se  ser* 
▼ir  de  l'equatioa  (5)^  qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme: 

•t  qoi  donne 


d'ou  roQ  tire  en  diffärentiant 


■  •  $  • 


.V 


-    |f|  .   !» 


^=;vt-fr,iz»A+i?>)^.^J^*^^^'- 


En  substituant  cette  valeur  de.  <^^^  et  en  effectuant  ensoite^ 
l1iit<^gration  de  (6)  entre  (es  fimites  ihdiqn^^^s;  ob  trouvefa  iinö 
«zpression  .de  Taire  du  seqteur  ^noncö^  qui,  comparöe  k  la  pre- 
iJBi^re»  fournira  l'.^quation 


■    •    \ 


4  )""■'"      R^R^       -a'csi»      Ä^_Ä^     j  VÄ,Ä,=-VÄiÄs 

arcsin  —  rt, p :=arcsin — ja  _a '  ni*"     ' 

Pnisqne  le«  amu«,  d'arcs  ögaux  sont  ^anx^  öd  en  d^uit 

■iH-(R*+Ri)    2tt-(Hi+ Ri)     i» 

ti        i>         —         o        o  cos 


l!l  .. 


+■4"--  i'-p'^^^&a'i' 


#dl  il  Mit 


f     • . ' 


■        •     ■       2«" 


m  , 

•  .'l 


Si'Von  agit  d^  la  mdme  mani^re  h  F^gard  des  secteurs  qui 


se  trouvent  entra.Jk»  r<yiHi9  vectav«*  (i  9t  t$^  fe  ei  {«»^^&  «t'tw 
on  parvient  aux  ^qhations 

*  1  1  ^« 

.    >•'  .  '  -1.       ..  •        •  '■ 

.•",»''•  *.  •  •  '•  •••  ".       •  ..•  .•  "'•  ■■•  ••ill 

1/ 


9m=  |'(Ä.  +  Ri)  +  [ft  -  |(Ä,  +  ÄOlcoS 2(111-1)  ?J, 

'  '2» 

+ V!-  Äi«,+(i2i  +  Äi)e,  -ft«Jx»ln2(iii-l)-} 

• 

tandis  qa'on  a  identiquement 

Ell  appUqQUnl  b:  f^rrauie  (3)  ptmr  sovin^r  lor  eosinus  des 
angles  0,  2 — ^....^  2(m — 1)  — »  et  en  observant  qu'uirprocäde  ana- 
Ipgiie.  ^  ce|[ui  de  1  coudiiU  k  L'^qiatipn 

"  '  *    V^  ■    ■27C  '  "      2w 


•  f 


'  »in2^Uttil2(;ijr— ^+p^/ 


8111-=-« 

m 


OD  obtiendi^  tkciteiveaf. 


■  '  i         ■ 

h  coDdition  qu'il  y  alt  m>%.    ' 

JM.^  qidpr^c^de  ü  r^8ulte  ^ndemment  que»    si   ^  partir 

de   1^  kH>iinale<.  en  «»  p^oiat   d'un^e^  8urface  oü  ies  deux 

coihrbure^s  8  0^t  dirfg^es  dans  fe  m^me  sens,  on  mönem 

plana  de  mani^re  que  leurs  traces  sur  le  plantangeDt 

en  ce  point  interceptent,  deux  ä  deux  con8^catiTemeDt, 

des   8ecteur8  -^gaux  dans   Tellipse   indicatrice.  en  ce 

1 
point»  la  partie  —  de  la  somme  des  rayons  de  courbare 

#7» 

des  s'^iB'f-iiSi^etioA»  normale^  fttites  par  ces  plans  daoi 
la  surface  ne  däpendra  nullement  du  nomDre  de  ces 
8eiBif«iQ^^|oo«i,  mi.d9  leui  p^^^jltUa  pat  vappfett.ftoxsec- 
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Ions  prioeipales^  pourvu  quem  soit  un  nombre  eotier 
lius  grand  qae  2.    Cette  partie  —  dela  dite  somme  sera 

www» 

loujours  ägale  k  la  moitiö  de  la  somme  des  rayons  de 
Bourbure  prlncipaux. 

Qnant  k  la  derniere  partie  de  cette  dtsGUssion  ^   od  voit  que 
)e  m  suis  parvenu  qü'ä  vi^rifier  an  th^or^me,  qni  n'est  qu'un  cas 

rarticulier  de  celui  dont  MM.  Chasles  et  Breton  ont  pubiiö 
^DODce.  Poor  dömontrer  ce  tbeoreme  g^nöral,  ii  resterait  encore 
d'^lever  ies  expressions  de  Qx,  p«,....,  qm  ä  quelque  pmissance 
«;  de  dävelopper  les  produits  de  la  forme  sinP'O'cos?^,  qni  se 
trooveraient  dans  ces  puissances,  en  series  cohtenant  les  sinus 
«Q  les  Cosinus  de  multiples  d'un  mdme  angle;  et  de  sommer  en- 
soite  ces  sMes  h,  Taide  des  formules  que  nous  avbns  employ^es 
ddessus.  Or,  comme  ces  caiculs  sont  d'une  extreme  longaeur, 
je  n  ai  pas  osö  ies  entreprendre ,  et  je  me  suis  döcid^  a  pnblier 
simplement  le  T^sidtat  de  mes  recbercbes  tel  que  je  viens  de  le 
präsenter  id. 


Beferat  fiber:  99  Tratte  de  Geometrie  snpe- 
rieare  par  W.  Chaslets,  membre  de  rinsti- 
tat^  Profeissenr  d^  Greometrle  snperlenre  k 
la  Facnlte  deis  Sciences  de  Parit».  (Parte» 
Bachelier,  1859.    8.    603.)'' 

Von 

Herrn  Doctor  Barghardt, . 

Lehrer    am     G^nmasiom     zu    Greifswairf« 


Erste   Abhandlung. 

Dieses  Werk  ist  durch  frohere  Arbeiten  des  Verf.,  welche  sich  an 
«cbe geschichtliche  Darstellung  des  Ursprungs  und  der  Ent^ickelung 
in  geometrischen  Metboden  (Apercu  historique  sur  Torigine 
Bt  le  d^veloppement  des  m^thodes  en  G^om^trie^  parti- 


I 


moilerne  par  M.  Chutles  etc.  Bruxelles  1837.)  knüpfen, 
bereitet  und  iliirch  die  Uebeizeugung  desselhen  hervorgerufen, 
reinen  Genmelrie  in  dieeer  Form  der  Bearh^ilung  eine  freiere  und  f 
folgreicliere  Enlirickelun^  ihres  Gegenstandes  luüglich  zu  inackt 
und  damit  2ui;leich  das  Sludium  der  Geometrie  von  Neuem  i 
lehen  und  deren  Einfjusx  auf  »igsenschaniiche  Geieteshildong  i 
gemeiner  zu   machen.     Der    Mangel    der    ühllcheu    gcometrisclt 
Slethiideti  licsteltt   nach    der  Ansieht   des  Verfasser«  d;tr' 
dieselben    nioht  ausschliesslich    auf   den    Hesentüche 
Bchul'ten  der  räumlichen  Gestellen  lieruhen,  sondern  zugleich  duM 
die  zufälligen  Eigenlhunilichkeilen  der  Figur  beslimnit  vreri 
oder,  .nenn  dieses  nicht  der  Fall  ist  und  dienelbenj  wie  z,  ß.,< 
Princi|i  der  Contiiiutlat,  allgemeiner  nnd  umfassender  sind,  im 
unzureichenden  Begründung  des  Principe»  dieser  MelhwJeo.. 
sind  daher  in  die  geometrischen  Entnidtelungen  allgemeinere I 
thoden  einzuführen  und  deren  Anwendung  —  in  ähnlicher  W«l 
wie  dieses  in  der  analytischen  Geometrie  geschieht  —  dufch  % 
fiihrung  der  Vorzeichen   und    des  Begriffs    des  Imaginären  1 
dehnter  und  frnchlbarer  zu  machen. 

Es  soll  in  dem  Folgenden  —  so  weit  es  der  Raum  din 
Zeitschrift  zulässf  —  das  System  der  rlrci  Theorien,  welche  A 
Verfasser  als  Grundlage  seines  geometrischen  Beweisverfahni 
in  dem  ersten  Abschnitte  seines  Werkes  aufclellt,  wenigstens 
den  Umrissen  milgetheilt  und  einige  interessante  Auvreudiinni 
dieser  allgemeineren  geometrischen  Melbnden,  welche  in  den  (M 
übrigen  Alischnitten  des  Werkes  enthalten  sind,  angeführt  Kenia 

Das  System  dieser  drei  Theorien    kann  als  die  Eatmckeh 
eines  und  desselben  Begriffes  befrachtet  werden,  welcher  eine  1 
stimmte  Function  von  Segmenten   oder  Winkeln   nmfasst  nnd  I 
das  anharmonische  Verhültniss  von  vier  Punkten  oder  eines  S 
lenbündels    von    vier    Geraden    (rappnrt   anbarmnnique   de  quifn 
points  Ol)  d'un  faisceau  de  quntre  itroites)  bezeichnet  w' 


Theorie    des     anha 
^r    Punkten     oder    ei 


eben    Verhaltni» 
:rahlenbündels 


les   TOB 
on    viel 


:  Punkte  ti,  b.  c,  d   in  gerader  Linie  liegen,  so  ht^ 
lIs  anharmoiiiscbes  Verhällniss  dieser  Punkte 
ier  Segmenten,    wie  folgende: 


Diese    Bezeichnung 

oc    bc 
ad  '  bd- 
)    ist.  von    dem    Verfasser   liereifs 

0)   Dii'SL'    Fancllim 
dem  Grund«  hIh  anhar 
dem  tiHsnnileren  Falle 
i;owähnli<'li    nU    Bqlqlie 
hälml».  bilden., _„..; 

Tmi    vier    5;c)tiTiri>Lt-ii    i«t    i  i>R    <l.'m    V 
inoiiisrlie«  VerhältnJM  liDj^Birbnct  «onl 
wo    ihr  Wcrlh   ileich  —  1    ist.    die 
iKtrBchlet    »Erden,    Hie    ein    hnrn.en 
-3   .^-<..11»W>- 

«AS 

isjsliBP' W«irkerübet  geometrUcbe  iMMhod^n-Hntaellieilt  und 
nehrecen  andecen  .(^cometeirn  beibehalten.  woirdeB^ul  Schon 
lus  behaod^t  die  Eigeu9ebaCt  dieses  Qaotient^  zweier^ Ver- 
lese .voi^Segroentea  10  mehreren  auf  einaederi  ibigertden  Lehr^ 
1,  welche  im  7.  Bache  als  Hdifssätze  fäftdaa leichtere  VersÜiHl* 
ler  Porlsmen  -des  Euklid  beKiesen  sind. .  Oet  ISdete  iSatz  sägt: 

."Wenn  vier  Litoien  Tön  einem  Punkte  ütf^'^^n ,.  so' j^ildehi 
af  dnef  TtärfsV^sale,  diewillkarlich  {n'^^^rs^beii  Eb^'d^  ge- 
I  wird, '  vier  Segmehte ,  wölcTre  ontef '  ^icb  efri  ■  bestininiieif 
antes  Verhältniss  haben,  Wie  auch  .die*  ti^VisVersale  gezogen 
2(n  mag;"  Es  seien  o,  Ä,  ^,,rf  die"! Punkte,  ^in  t|fbfcneAdw| 
Beräden  von  elrier  beliebigen  Traiii^Tersale  getroffen  weiidjen^ 
IC,  ad,  hc,  bd  die   vier  »Segmente,  Sp  wira  das  VerhIilt'nisiB 

-^dasselbe  bleiben,  welches  auch  die  Transversale  sein  mag. 

Jarauf  folgenden  Sätze  des  Pappus  sind  entweder  beson- 
Fälle  oder  das  Umgekehrte  dieses  Satzes.  Da  der  Satz  von 
pus  unter  so  vielen  Formen  wiederfiölt  wird,  so  scheint  er 
n  Porismen  des  Euklid  von  besonderem  Nutzen  gewesea.s;^ 

die  späteren  Geometier  scheinen  'iiidess  die  Fruchtbarkeit 
s  Lehrsatzes. nicht  beachtet  zu  haben.  Denn  .obgleich  Fas- 
n  seiner  Schrift  über  die  Kegelschnitte,  Desa'rgues  \x\  sei« 
'raktik  der  Perspective,  R.  Simsoii  in'  seiner  ScKriflt  über 
^orismen  denselben,  benutzten  und.Brianchon  und  Ponce- 
bn  anführen,  so  hat  derselbe  docft  erst  durch  Moebius  und 
ner,  in  der '  neuesten  ' Zeit  vorzbgswi^ise  durch  Chasles, 
issen   Entwickelung  der  Theorie  der   anharAiionischen   Func- 

eine  höhere  Bedeutung  erhalten,  welche  der  Verfasser  in 
Anwendung  seiner  Theorie  auf  geometrische  Beweisführung 
praktisch  durchführt.  Die  von  Papipüs  nachgewiesene  Eigen- 
t  der  anharmonischen  Function  ist  aber  nur  eine  Folge  einer 
ren,  welche  Chasles  in  folgendem  Lehrsatze  ausdrückt: 

,Wenn  man  von  einem  willkürlich  gewählten  Punktjs  i^acb  vier! 
3rader  Linie  Hegenden  Punkten  a,  6,  c,  d  Gerade  zieht,  so 
die  anharmonische  Function  dieser  Punkte  senaq  dasselbe  zu 
1  Werthe  haben,  was  diese  Function  wircl,  wenn  man  statt 
^ier  darin  vorkommenden  Segmente  die  Sinusse  der  diesen 
lenten  gegenüberliegenden  Winkel  substituirt,  oder:  das  an- 
onische  Verhältniss  jener  vier  Geraden  wird  dem  der  vier 
te  gleich  sein  und  auch  dasselbe  Zeichen  haben.*'   Es  ist  also 

ac  ^  hc  __  sin  (A,  C)  ,  sin  (fl,  C) 
*         ärf*6rf~sin(/4, />)*sin(Ä,  Z>>* 

A,  B,...,  die  nach  den  Punkten  a,  6,....  gehenden  Geraden, 
7),  {AyD),,...  die  von  diesen  Geraden  gebildeten  Winkel 
und  sowohl  die  Segmente,  als  auch  die  Winkel  stets  In  eihetn 
mmten,  durch  ihre  Entstehung  gegebenen  Sinne  aufgefasst 
demgemäss  durch  Vorzeichen  bezeicbnet  werden,  so  dass 
stets 

a6  +  6a=0,  (4,  Ä)  +  (JB,  2l)=0, 
ab-'-bii,  (A,B)z:z^(B,A). 


N 


k 


I'  Der  Beweis  ffir  die  noTneriscfae  Gleichheit  der  beiden  aiil 
monischen  Functionen  ergielit  ^ch  sofort  dnrcfa  Antvenduitß 
Satres  von  der  Proportinnalität  der  Seiten  und  der  Sinusse  de 
Gegenwinkel  anf  die  Dreiecke,  welchen  die  >Segnieiite  der  aiihu 
monischeT)  Function  an^ebnren.  Dass  die  beiden  Functionen  du 
selbe  Zeichen  haben,  geht,  mit  Rfick sieht  auf  das  Vorhergesagtq 
aus  der  Bezeichnung  der  Segmente  und  Winkel  deutlich   heirw 

Ans  diesem  Lebrsatxe  folgt  nun  sofort  jene  von  Pap|ius  «u 
geführte  Eigenschaft  der  anharmoniscben  Function  von  vier  Seg 
menten.  Die  so  einflussreiche,  aus  den  Sinussen  gebildete  Func- 
tion ist  von  Chasles  als  die  an  harmonische  Function  von 
Geraden  oder  des  StrahlenbändeU  von  vier  Geraden  bei 
worden. 

Vier  Punkte,  weiche  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  a,li,c, 
(^ben  drei  verschiedene  an  harmonische  Verhältnisse,  nänilirhi 

ac  .  Äc       nd  .  cd      ab  _  dt 
ad  bd'     ab    cb'    ae   de 

deren    gegenseitige    Beziehungen    folgen^    EigenthfimlichkeitM 
haben  *). 

Das  aus  den    drei    zusammengehörigen    anhannonischen  Vcir 
hhltnissen  von  vier  Punkten  zusammen  gesetzte  Vcrhältniss  ist  =— t 

\^''  Fd)  \ab'"cbj\ac''  de) 
—  (ac.bd:ad.bc).[ad.bc:tib.dc).(ab.dc:ac.db) 
=^ac.bd'.ac.db 


Wird  eine  Gerade  in  vier  Punkten  a,  b,  c,  d  von  vier  Geradet 
eines  Strahlenbündels  getroffen,  eine  zweite  TransTersale  aber  In 
den  Punkten  a' ,  b',  c',  d' ,  so  ist 


flc    bc a'c'  _i 

^ibd—VW'i 


ad   cd 


ist  die  zweite  Transversale  dem  vierten  nach  d  und  d'  geben- 
den Strahle  parallel,  so  Hegt  der  Punkt  d'  unendlich  entfernt,  und 
es  ist  in  diesem  Falle 


*)  Dio  einfache  geoiiietrüdie  Beweis  Führung-  mnrJite  an  ilieMr 
Stelle  durch  Elnscballutig  Hnea  HülfaaitUes  gefnrdeit  \ferdea,  «elclicr 
ingleich  zu  einem  nnderen  Ansdrucke  für  ilaa,  an harmiin Ische  Verhüll- 
nias  YeraolaaBUng  j^icbl  und  so  lautet:  Jedfia  anharniiiniacfae  Vprhäll- 
niaa  fon  vier  Segmenten  ist  dem  Verhäilniaa  dra  Rerhtcclica  der  li«i4oil 
mente  zu  dem  Kechteck  ans  den  beiden  itinerea  gleich ; 

ac  .bc  __  nc.bd 
ad  6d      ad.bc 


e 
I 


I 


I» 


\:.    '-.' 


'*  '%* 


m  ist  ab^. 


^>  ^«' 


«V  .  «'6'     , 


f .  ■       •  • 


i^ch  anch 


•     •  I 


Bezeichnet  man  die  anliannoniscfaeii  Verhältnisse  wie  folgt: 
ae   be ad  ed ab  db 

•   .  ■  ■  '  ' 

10  können  die  vorhergehenden  drei  Relationen  auch  folgende  Form 
Aalten: 

Hieraas  folgt  noch  eine  andere  mericwürdige  Eigenschaft  der 
Hichs  Segmente  von  vier  Punkten  a,  6^  ddf  die  auf  einer  gera- 
ten Linie  liegen.  Es  ist  itSmKch»  mit  Benutzung  des  frfiheren 
Idfssatzes» 

ad.cb  '  ad.cb'^ 

►der 

..,■••        =  .    .    -f 

3)  iA.ed  +  ac.db  +  ad.bc^O. 

^BkmNis  fi^^  das«  auüh 

6ebe»  die  Strahleu  vom  de»  NlUtelpinikte  eiies  Kreiseisi  aus  und 
hneiden  die  Peri|iberie  deeaelheii  im  den  Punktea  Oi  6»  c»  d!^  so 
ist  äich.dk»  leiste  Relation  aüieh  sd  mmiaiUkem: 


«I« 


Ist  nun  krcbd  positiv  und  j^eich  90^»  so  Ist    ' 

sinc£6=— 19  sina(i-=cosa6»  sinc<{  =  cos^&V 


folglich 


.•  •  ''\    V 


^-'V   ]    Vv-.,   J   v^  ,. 


ij-l  ,1 


si n  ae  =:  sin  ab .'  ^'os  cb  -f  ^sin  6^'.  cos  a6 , 

und  da  för  die  Folge  der  Punkte:  it',  p^''^\  d 

ae  =  a6  +  6e, 
so  ist 

sin  (a6  -f  bc} = ^in  «ro  •  c^s-ftip  4-  si n  6e .  cos  ab, 
sin  (a  +  ß)  =z  sin  a .  cos  ^  -f  sin  ^ .  cos  tt. 

In  ähnlicher  Weise  lasKeri  isicti  vlaucbs  die  übrigen  hierher  ge*' 
hurigen  tris;onometriscben  Formeln  ableiten.  | 

Sind  die  anharmonischeo  V^hältnUsse' sTPteier  Systeme  von  vier 
Punkten,  welche  a^  b,  ^,  (t^mpd  of^  A%^c';4'  qeissen,  gleich,  so  ist 

ac   bc,      a'c*    ^'e'    ..■ 


1 


• '  •  ^  ••    •    •    • "  •  • 


..:» 


A.. 


»•  V 


Da  aber  9, -I-— =1  (2),  so  wird  die  Gleichheit  der  anharmoniscbenJ 

Verhältnisse  zweier  Systeme  von  vier  Punkten  auch  noch:  wtlSi' 
gende  Weise  ausgedrückt  werden  können: 


ad'bd^  a'd''&d'  ~  *' 


f    r 


.1    ■  '  ..k 


I-  i  -!•?.•  i'i 


'ft't  firrfVi  -•»>• 


B.    Theorie  der  homographischen  Eintheiinng. 


Wenn  zwei  Gerade  durch  Punkte,    welche  einander  einzefai 

entsprechen,  in  der  Weise  getheilt  sind.j  •dä8S;:das  loihanm^tocbe 

Verbältniss  von  vier  beliebigen  Punkten  der  einen  gleich  ist  dem 

attharmafiischen  Verbältniss  der  ,vier\entspre<;htebdeD  iPoolde  ^tf 
anderen  ^       **  '  ^  — j--     ■     ^—..        ti^-i. 

tMIte 
Eintheilung< 

Wenn  zwei  Straliltbbf(indel,^  d«fen 'Gerade  eiiiiiiiderl^eintehip' 


steren  ein  gleiches  anhäntioniftches  Verhältniss  haben»  wie 


hoihbgVtfj^Mqiües) 
omographisch  geth^ilt  in  ,den  Punkten 

Hb  db      a'b^  Wb" 

äc '  de      a'c''d'&'      ^     •' 


I.   <  • 


!S  also  auch 


rf*  >6      d^V   k'b' 

ec_  fc eV    fc' 

Jd'fd'^i'd''fd" 


':i.:  v^  .  ^.-.i- 


as  Eiitspirechentle  jf^iU  natSrlicn  vop^boniögräphiiicben  $^t^ah^ 
ideln,  60  4as9  aU^,  Jedes  von  zwei  solchen  .^räb|eAt>önde\((^ 
iner  beDeVigen  ll'ransversaieu:  inin>er  in  scitplien  ,^iii9l^te9 
Schnitten  wird ^  welche  tiiit  den  e'ntsprec|f^4fin.  d(^ir^änd|^i;ä 
versale  zwei  homographische  Eintheilungen  bilden.  &as- 
wird  aber  natürlich  auch  von  einem  Strahlenbundel  gelten, 
es  von  zwei  Transversalen  getTolfep  wird,  und  der  Durch- 
tspunkt  der  beiden  Transversalen,  welcher  zwei  zusammen- 
le  homologe  Punkte  der  beiden  hompgrapliischjen  flinthei(lm)« 
aVstellt«  wird  dess halb  ein  gemeii^sqnaf^licl^er  Punkte 
Dt.  Wenn  daher  zwei  Gerade,  in  der,  ^eis^  boinokräphb^*^ 
It  sind/  dass  ihjr  Durch$chnittspiihkt.ei(\  gemejf^scnajftlicn^« 
beider  Eintheilungen  ist,  so  werden 'die  Geraden,  welche 
»mologen  Punkte  der  beiden  Eintheilungen  verbinden ,  einen 
nschaftlichen  Durchschnittspunkt  haben. 

wei  Strahlenbundel,  deren  Gerade  sich  paarweise  in  solchen 
en>  schiieident,  •  die  in  geradei^  Liriie  liegen  y  «Ind  homoje¥lti- 
16  jStrahlenbiindel.  Die  Gerade,  welche  die  Centr«'^^r%ei- 
trablenbündel  verbindet  und  zwei.  ^iusammQnfltlIende'<Komo- 
Strahlen  der  beiden  Bündel  darstellt,  wird  gemeinschaft- 
r  Strahl  der.lyeideu  'BOndel'^^genannt.  Wenn  daher  zwei 
Taphische  StraÜeiibündel  eine  £i3iche  Kiage  haben,  dass  die 
/entra  verbindenae  Geraae  ein  gemeinschaftlicher  Strahl  der 
!•: Bändel' ist,)  so  w^rdeti.dieDurcfaisobnittepunktetder  übrhf^ 


»glBn  Sliahten  A^t  beid^iBü'iidelfauf/cJNMnJgeräden  Linie  i4^g(m 


«8 

BedinguDgagleichungen   für   homographische  Eint  heil 
lungeu. 

Die  Punkte  a,  b,  c,  m  einer  Geradea  und  die  homologen  i 
Eweiteii q'^/i',i^,tn^bildeii zwei  homographische EiBtbeiluQgea,  v 


a'm'  /ac ,  aVX 


Betrachten  tvir  die  homologen  Punkte  m  und  m'  als  variabele 
jenen  beiden  Geraden,  die  flbrigen  aber  nicht,  und  setuB  i 
GODslanten  Werth 


so  erhalten  wir  aus  der  obigen  Gleichung  folgende  Bedinenngl 
gleichung  zneier  homo graphischen  Eiulheilungen,  welche  diePaDlEt 
tn  und  m'  auf  den  Geraden  ab,  a'b'  bewirken: 


(1) 


bm  " 


Bezeichnen  M  und  M'  auf  der  einen  und  auf  der  andern 
die  beiden  Punkte,  welche  dem  unendlich  entfernten  m'  und  di 
anendlich  entfernten  m  auf  der  zweiten  und  auf  der  ersten  G« 
den  entsprechen,    so  gellen    fSr    die    ersteren   beiden  Punkte  fo 
gende  tiieicbungeti; 

aUf  b'BF  _ 

Ist  Jl=  -f  1 ,  sn  folgt  aus  der  ersteren  der  beiden  Gleicbang« 
daes  ^If ,  welches  dem  unendlich  entfernten  m'  als  homolon 
Pnnkt  entspricht,  ebenfalls  unendlich  entrerut  sein  muss,  und  fli 
Gleichong  dieser  besonderen  h omographischen  Eintheilungi 

,  .  am     a'm' 


Aus  der  Form  der  Gleichung  (l) 

a'm'   bm/       a'c'\ 

folet,  dass  für  ein  unendlich  «ntferntea  b  auf  der  einen  Ger^ 
una  ftir  ein  unendlich  entferntes  o*  anf  der  anderen  Geradtn 


L 


« 

I 
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i 

am  =  X7— I 

M.  Beceichneii  wir  mit  B'  nnd  A4\^ .  beiden  Piinkte,  welche 
Ml  «tiendlidb  entfenitee  b  nnd  a'  enteprechen^  so  erbalte»'  wir 
m  der  vorberffehcnden  Gleichung  fotgende  Bedagongsgletchiuig 
leer  homi^rapliischen  Eintbeikii^: 

l)  Am.B'm'^X, 

H  welcher  A  and  B  swei  feste  Punkte  aof  swei  geraden  Linien 
leieichnien. 

Vennittelet  der  frilher  erwähnten  AnsdrOcke  f&r  die  Gleich« 
HMt  anharmooischer  Verhältnisse  (4)  lassen  sich  noch  andere  Be- 
mgfingsgleichungen  für  homographische  Eintheiluneen  entwickeln. 
Knd  näimich  die  anharmonischen  Verbältnisse  der  beiden  Systeme 
OD  Punkten  a»b,c,m  und  aS  b',  c'»  m'  gleich,  so  ist 


am  w     e'm'  e^n'  _ 
bm''bcjWm'''Va''^^* 


ind,  wenn 


i 

Sind  die  beiden  Geraden  ähnlich  oder  in  proportionale  Stücke  ge- 
holt, 80  sind  die  auf  jeder  Geraden  in  unendlicher  Entfernung 
befindlichen 'Tbeilpunkte  zii^leich  zwei  homologe  Punkte  der  ho- 
lographischen Eintbeilung,  und  nehmen  wir  als  solche  Punkte  die 
Wen  P^inkte^  und  b'  an,  so  erhalten  wir  folg^ide  beseodere 
kirn  der  Gleichung  (3): 

ik  X.am  +  ii.c'm'=s:l.  . 

Die  Gkdchung  (1)  lässt  sich  noch  zor  Elntwickelung  etnea  an- 
leren Ausdrucks  fQr  zwei  bomograpbische  Eintheilungen  gebrau- 
ken,  wenn  man  derselben,  folgende  Gestalt  giebt: 


6m  =  am  ~  a6  9  a W  =  b'mf  —  6'a', 

I  ergiebt  sich   durch  EinfiEEhrung  dieser  Werthe   in  die  vvorher- 
ihende  Gleichung  vermittelst  einer  leichten  Umformung: 

om.b'm'+kmom+fL.b^m^^itssO, 


I 
\ 


I 


440 


Homagraphische    EiDth&ilaDgen 

Geraden: 


auf    einer    einzigen; 


Die  vorhergehende  Gleicfcuiie' (4)' ist  dcir  Aasdmck  zweier 
niegraphischen  EinihiJilungen  auf  tw^  Geraden.    Denken  wir 
diese  »letzteren  d^r  Riefttung  nach  und  zugleich  die  Pdnlcte  a  m 
b'  beider  Geraden   zusammen faUend,    so  wird  die  Gleichung  (^| 
auch  in  der  neuen  Form 

«m . am' -i^ iL. am  -f  ji .  iam' +  V =0 

deT'Ansdnack  zweier  hismogrkphisehen  Eintheilungen  sein.  Doroijj 
die  besandere  Annahme,  dajüs  unter  den  Theilpunkten  ein  Pnm 
mjt.^inepd  homologen  zusaninienf^Ue,  gewinnt  die  Gleichung  eod«] 
lieb  folgende; Gestali: 


• « •  ■ «  •  •  i 

(5).      . 


flw*  +  (i+ ft).am  +  V  ==  0, 


•n 


woraus  sich  ergiebt,  dass  es  Air  zwei  so  gelegene  homographi» 
Eintheilungen  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkfe  giebt,  wei 
die  Eigenschaft  haben ,  dass  jeder  aei:selben ,  wenn  er  als  ei 
der  beiden  Eintheilungen  angehurig  betrachtet  wird,  mit  seioeit 
homologen  in  der  anderen  zusammenfallt.  Solche  Punkte  werdeoi 
doppelte  Punkte  genannt. 

Sind  m  und  m'  unendlich  entfernt  und  die  denselben  in  beiden 
Eintheilungen  entsprechenden  Punktet' und  M,  so  folgt  im  ersten 
Falle  aus  (4): 

-6'Jf'  =  A,  ' 


—  flM=ii, 


nmVni'^  6'J!f'.i«»-«flilf.6V  + V=xO. 


im  zweiten: 
S0  dkbs 

Fälfl>«K  mit  Ji' zusammen  und  istm'  in  diesem  Falle  d«rPkink<*lll!f 

so  ist  In  Folge  der  letzten  Gleichung:  ^ 

und  unter  den  fräheren  Voraussetzungen  die  Form  der^CSeichungdi): 


M* 


:l       .11 


■'.pr4 


:.».c 


.'( 


anfl^  (üM  +  üM*)  am  +  aM,aa^  ssOl 


Die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  a  von  den  beiden  dop- 
pelten Punkten  ist  also  so  gross  als  aM-t-aM'.  Bezeichnen  wir 
daher  mit  O  den  Mittelpunkt  des  von  den  beiden  doppelten  PatA* 
ten  begrenzten  Segments,  so  ist         -  ^ 


.,1,1.1 


aO  = 


aM  +  gHI' 


und  die  Form  der  Gleichung  (5)  daher  aooh  folgende: 


4M 

V 

am*— ^2oO.«m+irilf.aa' =  0. 

Fällt  der  Punkt  a  mit  O  zusammen  und  entspricht  dem  O  in  der 

veite»  Eiothc^ung  der  Punkt  0%  so  ist 

•    .  '  ■"  ■    ,    *      -  ■  ■  • 

ind  da  für  O»  als  Mittelpunkt  zwischen  M  und  M , 
10  ist 

6)  Onfl  ==  bnr.oo% 

Om  =  ±\rOM.OO\ 

rbraus  sich  , die  Art  und  Weise  und  die  Bcfdingungen  der  Mog- 
icfakeit  der  Construction  der  beiden  doppelten  Punkte  von  selbst 
fgeben. 

Sehnliche  Bedingungsgleichungen  lassen  sich  für  die  Homo- 
jiaplile  zweier  StraMeBOündel  entwickeln;  dahin  gehören  die  fol- 

^  sin  (A,M)_      sin  (AI,  M') 

^  sin  (B,  i!i)  -  * '  siu  {B's  M')' 

^  s\n{A,M)  sin(C^iPiO_ 

^^  ^  •  sin  (i5,  iHI)  "^  ^  •  sin  CA',  ;tf')  -^  •"• 

C.    Theorie  der  Involution. 

Involution  von  sechs  Punkten.  Wenn  drei  Systeme  von 
je  zwei  zusammengehörigen  Punkten.,  die  in  gerader  Linie  liegen, 
90  beschaffen  sind,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  von  vier 
Ponkten  aus  den  drei  Systemen  gleich  dem  anharmonischen  Ver- 
blltniss  ihrer  conjugirteu  Punkte  ist,'  so  sind  diese  sechs  Punkte 
ia  Involution. 

Wenn  sechs  Punkte  in  Involution  sind,  so  ist  das  anharmo- 
üsche  Verhältniss  von  irgend  welchen  vier  unter  ihnen,  die  den 
Irei  Paaren  conjugirter  Punkte  angehören,  stets  dem  anharmoni- 
fh^n  Verhältniss   der  conjugirten   Punkte  gleich.  ^ 

Sind  die  drei.Systeme  a,  a' ;  6,6' ;  e,  c'  und  dasanharmonisch^  Ver- 
ältniss  der  vier  Punkte  cz,  6,  c,  c^  gleich  dem  der  conjugirten  a',  6', 
\c,  so  wird  auchdasanharmonische  Verhältniss  jedes  anderen  Syste- 
\es  von  vier  Punkten,  welche  jenen  drei  Paaren  angehören,  dem 
nharmoni sehen  Verhältniss  der  conjugirten  Punkte  gleich  sein. 

Aus  der  durch  die  Vpraussetzung  gegebenen  Gleichung 

&c    bc     c&    h^c' 

_^_  •  ——  """  _.  •  — — 

e'a'  btt     Ca!' b'al 

olgf  zunächst,  durch  Einflibrung  des  Segmentes  a*a  für  r'r,  die 
awchuiig 
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a'a*  ba^  aa'*  b*al 

und  hieraus  die  Gleichheit  der  anhftrmenisoheii  VefhlHnine 
Punkte  a,  6,  Cy  a*  und  der  conjugirten  a\  b*,  &»  a.  Aus  di^r  GleicbaDg' 

££.?!?  —  ^*^' .  ^' 
cb'  c'b'^&b''^  Cbf 

ergiebt  sich  durch  einfache  Umformung  die  Gleichung: 

Ca  ^&a ^^cfaf  ^.caf 
cb*' &9'^'&b  ^ cS ' 

und  hieraus  die  Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse  der. 
Punkte  a,  b\  c,  &  und   der  conjugirten  a\  b,  &  c.    Auf  die 
oder  die  andere  Weise  lassen  sich  aach  die  übrigen,,  durch 
Yöraussetzung  gegebenen  Gleichungen  umformen. 

Wenn  drei  Systeme  von  je  zwei  ceiriagirten  Punkten  t   a,  ^\ 
bfb';  c,  &  in  Involution  sind;  so  finden  folgende  sieben  Gleii' 
gen  statt,  und  umgekehrt  wird  jede  dieser  Gleichungen  die 
lution  bedingen  und  die  sechs  übrigen  zur  Folge  hiäien: 

Qb.ab' _a'b.a*b'  * 
ac.ac*      a'cafc'* 

bc.b&_b'c.b'& 
ba.ba'^ba.b'a'' 

ca.  Ca'     c'a,&a' 


hm^ 


(1) 


iii',6c'.ca'= — a'b.b'C'Ca, 

ab\bc,&a'=z — a'b,b*&  nCa, 

ab.b'c'.ca'^  —a^b^bcCa^ 

^    ab.Vc.&a'-^^^  —  cifb'.b&.ca. 

Da  jede  dieser  Gleichungen  sich  in  eine  Gleichong  zweier  anh8^ 
moniseheii  Verhältnisse  Ton  vier  Punkten  der  ^(^  Systeme  um- 
formen iässt^  z.  B.  die  erste  Gleichung  in  foigenae:. 

ab   a'b     a*b'  abi' 
ae'  a'c^^a'f'  a&* 

so  folgt  hieraus  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes,  die  Cmkehraog 
lässt  sich  aber  leicht  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  ableiten. 

Sind  die  vier  Punkte  a,  a*\  b,  b'  gegeben,  so  lässt  sich,  ver- 
mittelst der  sieben  vorhergehenden  Gleichungen,  ßir  ein  beliebig 
angenommenes  c  das  zugehörige  c'  leicht  bestimmen.    Der  VmU 
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daher. auch  id  uaendlicber  Entfernung  liegen  oder  mit  sei- 
)nj«glrten  e*^  zcwammenfallen.  In  dem  letzteren  Falle  gelMMi 
igeA  sieben  Ctleichungen  in  fo%6Bile  vier  über: 

üb.  ab' qg* 

ba.baf      b^ 
b'aMa'^y^^^ 

chen  e  die  beiden  2usart)nieni«11enden  Punkte  -bezeichnet, 
er  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  es 
linkte  e,  /giebt,  von  welchen  jeder  die  Eigenschaft  bat, 
n  Punkten  a,.a';  6,  V  eine  Involution  zu  bilden,  in  welcher 
inkt  e  oder  f  jedesmal  mit  seinem  conjusirten  zusammen- 
Da  beide  Punkte,  e,  f  z.  B«»  der  ersten  Gaeichung  genügen 
n,  so  ist 

ae tif 

\  (3) 

und  ebenso  f    ~=--^, 

%  sich  ergiebt«  dass  di^  beiden  Punkte,  von  welchen  jeder 
Inem  cdnjugirten  z^sammenRlIlt,  die  beiden  Segmente  aa\ 
rmonisch  thellen. 

t  der  Punkt  h  in  unendlicher  Entfernung  angenommen  und 
»njügirte  Punkt  desselben  O,  hQ  erhalten  die  Gleichungen  (1) 
äe  Gestalt: 

ab  •ab*      aO 
a^b.a'b'^a'O' 

ba.ba''_  bO 
b'a.b'a''^b*0' 

Oa.0a*=:0b.0b\ 

Oa_ab^       Oa'  __  a'b 
Obr-baf'     Ob^'^b'a 

Oa  _  ab       Oa'     a*b\ 
ddie»  inebMond^e  die  dritte  eind' weitere  Be^chtong  verdiebi 

29» 
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Wenn  iiänilich  sechs  Punkte  a,a';  b,  b' \  C,  c'  in  Involatf* 
sind  und  man  zuei  andere  d,  d'  so  nimmt,  dass  nie  mit  den  eist" 
Paaren  a,  a' ;  h,  h'  eine  InTolotion  bilden ,  so  laast  eich  leicht  dui« 
Vergleichunii  der  von  der  Involution  liedlngten  gleichen  anhatn' 
niscben  Verhältnisse  iiachtreixen,  dass  die  Punkte  (/,  rf'  auc' 
dem  drillen  Paare  und  einem  der  ersteren  eine  Involution  1 
werden. 

Wenn  daher  jener  Punkt  O  eine  snkhe  Lajie   hat,    das»  ül 
sechs  in  Involution  beltudIJche  Punkte  a,a'\  b,b'\  c.  c' 


Oa.Oa'  =  Ob.Ob', 


\  ist  offenbar  auch 


1 


Ob.Ob'  ^  Oc.  Oc', 
woraus  sieb  der  Säle  ergiebt: 

Wenn  drei  Systeme   von  je    znei  Punkten  in  Involutinr 
so  gieht  es  immer  einen  geivissen  Punkt    (Centraljiunk 
Involution)    von    der  ße -schaffen heit,    dass   seine    Entl'emuDgt 
von  je  zivei  conjugirten  Punkten  ein  constaotes  Product  f 

Wenn  zivei  Segmente  ua',  bli'  ein  gemeinschaftliches  Stdl 
haben,  so  kann  der  zu  diesen  Paaren  a,  a';  b,  b'  ^ehiiriee  Cd 
tralpunkt  O,  w^nn  nir  die  Gleichheit  und  die  Vorzeichen  ll| 
Producte  On.Oa'  und  Ob. Ob'  beachten,  notbwendlger  WÄ 
nur  auf  diesem  gemeinscbaniichen  Stfleke  liegen,  «voraus  sieb  I 
Construcfton  des  Punktes   0  sehr  leicht  ergieht.  * 

Wenn  man  nämlich  über  ztvei  theilivel^e  auf  einanderliegeniil 
Segmenten  aa',  bb',  als  Durchmessern,  zwei  Kreise  construirt,  so  wi 
ihre  gemeinschaftliche  Sehne  stets  durch  den  Ceutralpunkt  O  gi 

Liegen  die  Segmente  aa' ,  bb'  nicht  tbeilweise  auf  einaodlt 
so  kann  man  immer  durch  einen  beliebigen  und  ausserhalb  i 
Geraden  befindlichen  Punkt  g  zwei  Kreisperiphcrien  so  constni 
ren,  dass  die  eine  aa',  die  andere  64'  zurSenuehat;  die  gefflHi 
scbaniii'he  Sehne  f/y'  der  Kreise  durchschneidet  alsdann  ab  \c^ 
Centralpunkt  0,  weil 

Og.Og'=0a.Oa'=Ob.Ob'. 

Drei  Kreise,  die  man  über  drei  in  lnvolutioi4|)efindlicben  Seg- 
menten, al)!  Uurchmessern  dieser  Kreise,  construirt,  haben  int 
gemeinsthartliche  Durchscbnittspunkte,  welche  in  dem  Falle,  du 
die  Sesmente  nicht  tbeilweise  aufeinander  fallen,  imaginär  sini! 
Die  Kreise  haben  alsdann  in  dem  letzleren  Falle  keine  gemeil 
schaftlicbe  Sehne,  sondern  eine  gemeinschafllicbe  Chordale  (u 
radical). 

Wenn  drei  Systeme  von  paarweise  i 
/(,  b' ;  c,c'  in  Involution   sind  und  zwei  Punitt'e  e,  f  die  Bcscl 
fenheit  haben, _dass  jeder  derselben  mit  den  beiden  ersteren  Pl 
ren  o,  o';  b,  b'   eine  Involution    von    ffinf  Punkten    bildet,  in  wel-j 
eher  der  Punkt  e  oder  /' mit  seinem  conjugirten  zusammeafkUt, 


injueirten  Punkten  a 
jnlite  e,  /  die  " 
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^Mrite  di«  Pinkte  e  «hd  /  diese  Eigenschaft  aach  in  Beziebuni^ 
!  aöf  die  Systeme  ^5  ä* ;  c,  d  besitzen.  Dasselbe  wird  aber  auch 
w^  der  Eigeoschaft  der  Punkte  e  und  /  gelten,   welche  durch 

[&  Gleichungen  -7-  = ^  etc.  ausgedruckt  ist.    Hieraus  ergiebt 

[äeb  leicht  folgender  Satz  : 

Wenn  drei  Systeme  von  paarweise  conjugirten  Punkten  a,  a' ; 
hiV;  c,  c'  in  Involution  sind,  so  giebt  es. stets  zwei  (reelle  oder 
imaginäre)  Punkte  (doppelte  Punkte  der  Involution),  welche 
die  drei  Segmente  aa,  bb',  cc'  harmonisch  theilen. 

Di^se   Punkte  befinden   sich   zu  beiden  Seiten   des  CentrfU- 
onktes  in  gleicher  Entfernung  von  demselben,   indem 


Oa .  Oa'  =  Ob .  Ob'  =  Oe^=  Op. 
B  ergiebt  sich  zugleich  aus  der  Gleichung 


Oe'^—Oa.Oaf, 

doppelten  Punkte  imaginär  sind,  wenn  der  Punkt  O  in- 
■riialb  der  Segmente  aa'  und  bb'  liegt. 

Die  Beziehung,  in  welche  ein  beliebiger  Punkt  zu  sechs  in 
lyölotion  befindlichen  Punkten  gebracht  werden  kann,  führt  zu 
sdern  wichtigen  Eisenschaften  der  Involution.  Sind  nämlich  aa', 
y  9  €C*  drei  beliebige  Segmente  einer  Geraden  und  a,  ß,\y  ihre 
[ittelpnnkte,  m  und  M  zwei  andere  Punkte,  so  ist 

ma  zzzMa  —  Mm,  ma'z=zMa'  —  Mm, 


ma.ma'^=iMa.Ma'  ^2.Ma.Mm+Mm^, 


.r  mb.mb'  =  Mb.Mb'-2.Mß.Mm+Mm^ 

mc.m&  :=2Mc.M&  —2,My,Mm  -\-Mm^\ 
4siieb 

ma,ma'  nßy-\-mb,mb'  .ya-[-mc.mc^  ^ß 
zMa,Ma'  .ßy-{^  Mb.Mb'  .yu  +  Mc.Mc'.aß 

"-2(Ma.ßy+Mß.ya+My.aß)Mm-\-(ßy+ycc+aß)Mm^. 
bo  ist  aber  nach  einem  früheren  Lehrsatze  sowohl 

Ma.ßy  +  Mß.ya+My.€cß=0, 

is  auch 

ßy  +  ya  +  aß=0, 

Iglich 

a.ma!  .ßy  +  mb.mb'  ,ycc  +  mc.mc'  .aß 

=  Ma.Ma'.ßy  +  Mb.Mb'.ya  +  McMc'.aß^ 


Ist  daher  M  der  Centialpiinkt  ron  sechs  i»  Involution  ItcJindJid 
Punkten  a,  a';  6,6';  e,  e' ,   so  ist 


ma.n 

n'.j3y  +  OT6.mö'.yo;  +  w«c.7HC.oj3  =  0. 

Fällt  der  Punkt 

n  mit  dem  Punkte  a  zusammen,    so  ist 

ab.ab-.ya^ac.ac'.aß=ü. 

rolglich 
und  ebenso: 

ab.ab'      aß^.a'b.a'b'      aß 
ac.ac'      ay'   a'c.a'&       ay 

bebe'       ßy,     b-c.b'e'      ft- 
bn.ba'~ßtt'     b'a.b'a'~ßa' 

ca. Ca'      j™  _     c'a.en   ^ 

eb.cb'~yß'    eb.tfb'  ~yß' 


unzählig  viele 
welche  nit  jenen  etsf~ 


Homograpbischc  Eintheilun, 
zwei  Paare  von  Punkten  a,  a';  h,  b'  las 
dere  Paare  cC;  d,  (2';....  bestimmeii . 
eine  Involution    liilden.      Betrachten   y 

o,  6,«'  uud  a'-.b'ja  als  fest,  die  Punkte  c,c'  als  variübele  _ 
gleichsam  die  übrigen  Paare  beschreibend,  so  werden  die  PmA 
e,  C  offenbar  sivei  homogra|iliische  Eintbeiluugeo  Iiilden.  Ami 
zugleich  stattlind  enden  Gleichheit  der  an  harmonischen  Vertu 
nisse  a,  b,  n',  e'  unH  a',  6',  a,  c  ivird  aber  folgen,  Jass  der  V|^ 
bele  Punkt  c',  man  mag  denselben  als  der  einen  oder  der  ai 
ren  Reihe  der  houiosra^ihiscb  vcn-theilten  Punkte  atigehürig  I 
trachten,  gtets  denscilien  homologen  Punkt  c  hat.  Solche  boin 
graphische  Eiutheilungen  tverden  als  Eintheiiungen  in  Isfl 
fution  bezeichnet. 

Zwei  homographische  Einfhellungen  auf  derselben  I  . 
sind  in  Involution,  wenn  ein  beliebiger  PuiJft  auf  dieser  Gen4l 
den  man  als  der  einen  und  der  anderen  Eintbeilung  aogehD 
betrachtet,  in  beiden  Fällen  denselben  homolo;;eu  Punkt  hat.  81 
a,  6,  c  und  a',  b'.  C  honiolose  Punkte  der  ersten  und  zweiten  E 
Iheilung  und  entsprechen  sieb  nach  Voraussetzung 

a,   6,    e,  &, 

a',  b',  c",  c; 

so  sind  die  an harnioniBchan  Verhältnisse  dieser  Piuktci  )(lsich 
daher  a,  a' ;  b,  b'  \  c,  c'  in  Involution ,   so  dass  auch  a,  a.',  6,  c 
a',a,b',c'   i^leiche  anharmwii^che  Verhältnisse  haben,    und  Wl 
von  den  Punkten  c.  c"  galt,  auch  von  den  Punkten  a,  a'  ervrifsen'' 

Als  Ausdruck  zneier  homographischea  Eiutheilungen  gRt 
gende  Gleichung  (4): 

o(n.6'm'  +  A.am  +  ^.6'm'  +  v  =  0, 

lendlich  entrernt  und  die  ihnen  entspreches 
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-ft'JW  = 


-aSi  = 


lieraus  folgt,    dass  ila 


Nehmen  irir  Dun  an,  dass  von  einem  der  in  unendlicher  Ent- 
Itranng  befindlichen  Punkte  das  im  Vorigen  von  dem  Punkte  c 
Besaste  gelte,  so  wird  dereelbe  in  beiden  Eialheilungen  densel- 
^n  homologen  Pnnkt  haben  müssen,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
0  diesem  Falle  M'  und  M  zusammen  fallen-     Dann  ist  aber 

i  —  fi  =  fljW — b'M^  ab', 

lud  ivenn  die  beiden  Einlheihingen  einen  gemeinschaftlichen  Aus- 
^Dgspunkt  haben. 

Die  doppelten  Punkte  zweier  fa omographischen  Eintheitungenauf 
lerselben  (Jeruden  stehen  in  einer  merkwiirdigen  Beziehung  zu 
«wiseen  Paaren  ihrer  Punkte.  Sind  nämlich  n,  A;  a'  li'  homologe 
*ankte  zweier  EiiLlbellungcn  und  e,  f  die  beiden  doppellen  Punkte, 
o  sind  die  anbannoniacben  Verhältnisse  der  folgenden  Systeme 
on  vier  Pankten  gleich,   nämlich  von 

s,  b,  e,  f  und   a',  d',  e,  f. 

!sellie  auch   von    folgenden  Systemen  gilt: 

,  e,  f  und   b',  a',  f,  e, 

jt  Aiss  ab',  a'b,  tf  drei  in  Involutiun  beOndlicheSe^ineote  eind. 
]^  doppelten  Punkte  ziveier  boniographiscben  Eintheilungen  u,  b, 

U>..  nnil  a',  b',c' bilden  also  stets    mit  zwei  eulcfaeu   Paaren 

ütn  Punkten,  »ie  a,  0'  und  «',  b  eine  Involution.  Diese  Eigen- 
fehaft  der  doppelte»  Punkte  giefat  nns  ein  Mittet  an  die  Hand, 
lieeelben  zo  constrniren.  Man  construire  zwei  durch  einen  belle- 
tigen  Punkt  a  gehende  Kreisperipherien,  von  denen  die  eine  ab', 
be  andere  a'b  als  Sehne  in  sich  fasst,  so  werden  sich  dieselben 
ittoti  in  einem  anderen  Punkte  g'  schneiden.  Durch  denselben 
Fwlct  g  conslruire  mnn  ferner  ein  anderes  Paar  von  Kreisperi- 
ifaerien,  von  denen  ^e  eine  inf,  die  andere  n'c  zur  Sehne  hat, 
fo  werden  dieselben  sich  in  einem  zweiten  Punkte  n"  durchschnel- 
len. Der  Kreis,  dessen  Peripberie  durch  die  Punkte  g,&,^ 
^ht,  wird  alsdann  die  Gerade  in  den  gesuchten  doppelten  Punk- 
;eD  durchschneiden;  denn  beide  Punkte  werden  sowohl  mit  a,  b' 
ind  a'i  b,  als  auch  mit  »,  c'  und  a',  c  in  Involution  sein. 

Strablenbiindel  von  sechs  Geraden  in  Involution 
^od  solche,  deren  paarweise  conjugirte  Gerade  die  Eigenschaft 
^hen,  dass  vier  den  drei  Paaren  angehürige  Gerade  ein  gleiches 
t^armonisches  Verliältnii>s,  wie  das  der  vier  conjogirten  Geraden 
kaben.  Solche  Sirahlenbündel  »erden  von  jeder  Transversale  in 
lecbs  Punkten  geschnitten,  die  sich  in  Involution  belinden,  und 
ille  Relationen,  welche  sieh  auf  diese  Dutchschnittspunkte  be- 
liehen und  durch  Betrachtung  der  anharmoi|iscben  Verhältnisse 
lieser  Punkte  abgeleitet  werden,  gelten  auch  für  die  aechs  Gers- 
Ict.  z.  B.  folgende:  '  s'T'-;''^         '  '- i  -  4'"' 


in(J.fi).sin(J,g')  _  sinlA',B)MniA;B') 


n  (,A,  C) .  ain  (A,  C)  ~  sin  (A'.  C) .  sin  ( J',  €') ' 
'kin{A,B).8iu(B;C).siB{C',A')=-nmiA',B').äin{B,C').ßirt(C^ 

Deü  doppelten  Punkten  ^er  Involution  eines  Systemes  von  &< 
Punkten  entsprei^hen   hier  zM-ei    doppelte  Strahlen  der   Involutiol 
eines  Strahlenbiindels  von  sechs  Geraden. 

Eine  ähnliche  Analogie  Tindet  noch  sivischen  : 
phischen  Eintheiluncen  in  Involution  und  etvei  ho 
Strahlenbündeln  in  Involution  statt. 


homoere- 
raphiscben 


Anwendung    der  vorhergehenden    Theorien. 

Die  iibriiien  drei  Abschnitte  des  Werkes  enthalten  hauplsKcb 
lieh  die  ßeHtimniun|r,  die  Eigenschaften  der  ivichlicsten  gr  ~ 
trischen  Figuren  verfnittelst  der  in  dem  ersten  Abschnitte  t  ^ 
theilten  Theorien  zu  entvrickeln.  Der  zweite  Abschnitt  ist  vot 
zugsweise  den  Eigenscharten  der  geradlinigen  Fignren  gewidn 
und  beginnt  mit  der  Uehandlung  mehrerer  geschichtlich  merkiT 
diger  AuTgahen,  welche  den  Gegenstand  folgender  Werke  i 
ApoUnnius  bilden:    „de  sectiöne  determinata",  „de  sec 

Die  Aufgabe  der  Sectio   determinata  ist  folgende: 
Wenn  auf  einer  Geraden  vier  Punkte  gegeben  sind,  einen  fü' 

ten  Punkt  auf  derselben  so  zu  bestimmen,    dass  das  Product  b 

her  Entfernungen  von  zweien  jener  vier  Punkte  zu  dem  Produ^. 

seiner  Entfernungen    von    den   beiden   anderen  Punkten  ein  gegt* 

lienea  Verhältniss  hat. 


e  der  Involution  (I)  gebt  sofort  hervor,  dass  aU; 
te  m,  welcher  der  Gleichung  Geniige  leistet,  nodt 
von  derselben  Beschaffenheit  vorhanden  ist, 
welcher,  als  der  conjiieirte  des  Punktes  ih: 
Systemen  a,  a' ;  b,  b'  eine  fiivolution  bildet. 

tvir  nun   mit  (i,  «,  fi  die   Mittelpunkte  der 
ob',  so  ist 


Aus  der 

Thf 

Mn 

aude 

1' 

lieh 

deri 

nifi 

den 

beid 

ine 

Beze 
te  mi 

cbn 

(») 


Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich  der  Mittelpunkt  fi  tind  da- 
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irelcbe    auf  die    beiden 


Consfruirt  roan  nämlich  zwei  Kreise,  welche  durch  einen  he- 
Sebi«en  Punlct  7  ^ehen  und  von  denen  der  eine  na' ,  der  andere 
^  als  Sehne  enthält,  ferner  durch  die  beiden  U u rc h sc hnit Ispunkte 
peser  KreisperlpheTien  g  und  9'  "■"""  A^ut^..  i.',-i.;=  ^^  ,Id^<i 
ler  Mittelpunkt  desselben  auf  ijem 
^ikel  liegt,  so  durchschneidet  di 
lachten  Punkten  m  und  m'  (4). 
I  Aus  der  allgemeinen  Form  di 
(•ana;;  genügen  raues,  lassen  sich 
Aufgabe  ableiten,  und  aus  den  E 
entgen  BeHin^ungen,    unter  welchen 


dritten  Kreis  so,'  dass 
luf  aa'  errichteten  Per- 
die  Gerade  in  den  ge- 


PPenn  wir  daher  erwägen, 
ollo  ■        ■ 


IPei 

Ue  Apoll  onius  ist,  die  uns  R.  S 

mg  des  betreffenden  Werkes  von  Apollo 

Icilon  dies  Beispiel  einer  AnwendunK  der 

Wickelten  ^ometrisclien  Principien  hitirei 

iftd  Fruchtbarkeit  derselben  an  den  Tag 


'  Gleichnne, 
leicht  die  besi 
«Charten  di 
nid 


elcher  die  Auf- 
ideren  Ffillo  der 
Involution  die- 
1'  ima<;iniir  werden. 
Auflösungsnielhode 
in  seiner  Wiederherstel- 
lius  mittheilt,  so  müchte 
im  Vorhergehenden  ent- 
:heii,  die  Allgemeinheit 
tu  legen. 


ig  ,ii 


AoTgabe  der  Sectio  rationis: 
'      Wenn  zwei   Gerade  AL,    BL  gegeben 
tda  durch  einen  Punkt  q  so  zu  ziehen,  da 
Bctaden gebildeten  Segmente,  welche  von  de 
Int  dieser  Geraden  A  und  B  ausgehen,   ei 
|AaB  1  haben. 
f     Nebmen  wir  auf  beiden  Geraden  zwei 
luMtel«  Punkte  o  und  n'  an,   deren  Lage   .._ 
ntdrte  A  und  B  folgende  Beziehung  gestattet 


nind,    eine  Transver- 
s  die  auf  den  beiden 
beiden  festen  Punk- 
gegebenes Verhält' 


igehürige  und 
Beziehung  auf  die 


Bn- 


^l. 


Sp  blhlen  diese  Punkte  eine  homographiache  Eintfaeilung  (1,  a.), 
gid  die  Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  wir  durch  f  eine  Gerade  so 
ntten  können,  dass  sie  durch  zwei  homologe  Punkte  der  Ein- 
DillBngen  gebt.  Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  n'  und  g  Gerade, 
Iwen  Durch^cbnittspunktc  n\it  AL  im  Allgemeinen  mit  tt'  bezeich* 
Ist  TT  erden  sollen,  so  bilden  a'  und  a'  ebenfalls  zwei  hnniogra- 
(Aische  KintheiUingen  und  desshiilb  auch  n  und  »'.  Es  folgt  hier- 
tius,  ditss  nur  diejenige  Gerade  a'g  der  Aufgabe  genügt,  welche 
rinen  der  doppelten  Punkte  dieser  letzten  beiden  Eiiilheilungen 
Wfft  und  dass  es  zwei  solche  Gerade  ^leht.  .Nun  sind  zur  Con- 
ttrpction  der  beiden  doppelten  Punkte  im  Allgemeinen  drei  Paare 
tasamiBengebürioer  Punkte  der  beiden  Eintheilungeu  auf  AL 
tSlhig  (6),  es  folgt  also  hieraus,  dass  man  zur  gesuchten  Gera- 
ten u'e  erst  dann  gelangt,  wenn  man,  gleichsam  versuchsweise, 
li«  andere  construirt  hat,  und  dass  diese  geometrische  Beband- 
Dng  der  Aufgabe,  hinsicbilich  der  Methode,  dem  arithmetischen 
'erfahren  der  positio  falsi  nicht  unähnlich  ist. 

In  derselben  Weise  wird  auch  die  Aufgabe  der  sectlo  spatii 
ehandelt,    deren  Aul1i>sung  folgender  allgemeinen  Gleichung 


welche  zugleich    der  Ausdruck  : 
Iung«n  ist  ('2},    geofigen  miiss. 


homographUchen 


Der  Verfasser   wendet  diese  Methode  der  Änflüsung  m 
Folge  noch  auf  einige  andere  georaetmcbe  Aufgaben   an,    der« 
Gegenstand  von  den  ertfähnten  gans  veri«chiedeu  iüt,  und  i 
noch  auf  die  Auflüsung  einea  Systemes  von  Gleichungen  des  ersl«i 
oder  des  zweiten  Grades. 

Die  Form  eines  Syatenies  von  Gleichungen  ersterer  Art  ivicJ 
auf  folgende  specielle  Form  reducirt; 


1««  +  fia^r  +  v«^0. 

Nimmt  man  alsdann  an ,  dass  x,  y, ....  die  Enffernungen  tqh  e 
so  vielen  Punkten  X,  ¥,....,  die  auf  derselben  Geraden  üe^ 
in  Bev:iehunc;  auf  einen  geineingchafllichen  Anfangspunkt,  beiexb' 
nen  und  duss  an  der  Stelle  von  x  in  der  letzten  Gleicbnng  ticb 
x'  befinde,  eo  drückt  jede  der  einzelnen  Gleichungen,  nenn  Ä,Y 
als  rarial>el  betrachtet  werden,  zwei  ühnÜche  (homogrupUsdl 
Eintbeitungen  aus  (3.  a.),  nnd  es  ful|:t  aus  denselben,  dass  B«ek 
die  Punkte  X  und  X',  welcher  letztere  dem  x'  in  der  letilM 
Gleichung  eutspricht,  solchen  Eiotheiluiuteti  angehören  werdra. 
Erwagt  man  nnn,  dass,  nach  der  Form  der  obigen  tileicbungWr 
von  allen  willkürlichen  Werthen,  welche  x  ertheilt  werden  iBüge% 
nur  derjenige  der  gesuchte  ist,  welcher  bewirkt,  dass  für  2' in 
der  letzten  Gleichung  derselbe  Werth  erhalten  wird,  an  wird  hie^ 
aus,  wenn  wir  auf  die  erwähnte  geometrische  AufTassung  d« 
Werthe  x,  v,...  zurückgehen,  folgen  müssen,  dass  der  doppelt* 
Punkt  il(;r  durch  die  leiste  Gleichung  ausgedruckten  bomofrnqiti* 
sehen  Eintheilung  dem  gesuchten  Werihe  von  x  angehüri.  Itt 
nun  zur  Bestimmung  derselben  in  diesem  besonderen  Falle  zwi 
Systerne  homologer  Punkte  nüthig  sind,  so  weiden  zwei  willkGi; 
liehe  Annahmen  fiir  x  in  der  ersteren  Gleichung  zur ' Beslinunonj 
des  wahren  Werthes  von  x  genügen-  nud  die  geometrische  B{ 
tracfaluiiE  führt  ganz  auf  dasselbe  Resultat,  »elchcs  die  Regt 
der  positio  falsi  für  die  gesuchte  Grösse  aiigiebl. 


1. 


Viereck. 


In  der  Entwickeinng  der  allgemeinen  Eigenschaften  dev  gerad- 
Itnißen  Pignren  beginnt  der  Veifasser  mit  dem  Viereck  und  weist 
Rir  dasselt-B  einen  von  Pappus  in  anderer  Form  (BuuhT,  Salz  IM 
niitgetheilten  und  bewiesenen  Lehrsatz  naefi.   niimlicli    fnlgenderf 

1.     Jede  Transversale,    welche  man  in  der  Ebene  eines  V'if 
eckes  zieht,    trifft  die  vier  Seiten  nnd   die  beiden  Uia^nalen 
sechs   Pnnkten,   welche    in   Involution    sind.     Der  Beweis   «rgieb 
sich  durch  Betrachtung  f;leicher  anharmonischer  Verhaltnime. 
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In  den  bdwmdffreii  Falle,  wo  dieTtansTennile  durch  die  zwei 
Dorclischiiittspaokte  jedes  Paares  der  Gegenseiten  geht,  ist  jeder 
(Bfser  Punkte  ein  doppelter  Punkt  der  Involution  und  desshalb 
fteilen*  die  Diagonalen  in  diesem  Falle  die  Transversale  in  Be- 
liehnng  auf  jene  Punkte  barmoDisch. 

S.  Der  anak^e  Satz  au  dem  Vorhergehenden  bezieht  sieh 
aif  ein  Strahlen buschel  von  sechs  Geraden ,  welche  na^h  den 
viet  Ecken  und  den  beiden  Durchschnittspunkten  der  Gegensei- 
ten eines  Viereckes  gehen. 

3..  Liegt  das  Centmm  der  Strahlen  unendlich  entfernt,  so 
projiciren  die  Strahlen  die  sechs  Punkte  eines  Viereckes  so  auf 
jede  Gerade,  dass  die  sechs  Projectionen  sich  in  Involution  befinden. 

i.  In  Folge  dieses  Satzes  tiisst  sich  auch  die  Eigenschaft 
der  Involution  auf  die  beiden  Paare  von  Gegenecken  eines  Vier- 
eckes und  auf  die  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten  eines  Vier- 
eckes übertragen. 

5.  Denken  wir  uns  die  Transversale,  welche  die  Seiten  eines 
Viereckes  durchschneidet,  unendlich  entfernt,  so  kommt  die  Rich- 
timg  der  Strahlen  eines  nach  den  Durchschnittspunkten  der  Trans- 
versale auslaufenden  Strahlen bü'schels  mit  der  Uichtung  der  Sei- 
ten und  Diagonalen  des  Viereckes  liberein,  so  dass  auch  diese 
Seiten  des  Viereckes  in  Hinsicht  auf  ihre  Winkel  die  Involutions* 
gltädningen  von  sechs  Geraden  zulassen. 

■> 

IL    Vom  Dreieck. 

Die  vorhergehenden  Sätze  lassen  sich  theilwefse  auf  das 
Dreieck  übertragen. 

1.  Werden  die  Seiten  eines  Dreieckes  ron  einer  Transver- 
sale durchschnitten,  die  Durchschnittspunkte  der  letzteren  nach 
den  Ecken  A9  B,,  C,  welche  den  Seiten  gegenüberliegen,  mit 
0,  6,  c  bezeichnet  und  das  durch  die  Transversale  abgeschnittene 
Viereck  als  ursprünglicher  Figuren theil  betrachtet,  so  lässt  sich 
^  die  ganze  Figur  Satz  (I. ,  4.)  übei^tragen  und  es  ist 

aB   bC  cA_ 

'  %  Zieht  man  durch  jede  Ecke  eines  Dreieckes  eine  belie- 
bige Gerade  nach  der  Gegenseite,  so  läisst  sich  durch  Betrach* 
tang*der  Dreiecke  leicht  nachweisen,  dass  jene  Function  der  Seg- 
mente der  analog  gebildeten  Function  der  Sinusse  der  an  jenen 
Geraden  gefegenen  Winkel  gleich  ist.  Unter  Beibehaltung  der 
angegebenen  Bezeichnung  ist  also 

uB    bC_  cA      sxnaAB  eXnbBC  sin cCA 
^C  '  bA  *  cB ~"  sinft/iC  *  e\sibBÄ ' ein c(^B' 

so  dass 

sin  o^i^ .  sin6jBCsincC^ 


si  n  a^  C  sin  6  BA .  sin  cCB 


=+1 
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ist,  wenn  jene  Uerailen  nach  den  drei  l)urchschnittspm»k(eB 
Trartsversale  geben. 

3.  Drei  vnn  den  Ecken  eines  IJreiecks  in  einen  Punkt  O  zu* 
saminenlaul'ende  Gerade  bilden  ebenfalls  mit  den  Seiten  des  Drek 
ecks  ein  Viereck,  u'elcbes  einen  bei  O  einsiirin^enilen  Winkel  bofc^ 
Für  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Viereckes  gelten  also  die  In- 
volutionsgl^ichungen ,    welche  aus  (I.,  S.)  folj^en,  und  es  ist  niitfail 


(a) 


nO.^ß.slnOBC.si 


1  OCA 


nOBA.siaOCB" 


-1. 


Nun  findet  aber  zwischen  den  Segmenten  der  Dreiecksseifen  und 
den  Sinussen  ihrer  Gegenwinkel  jene  Relation  {IL,  2.)  statt,  folg- 
lich gilt  auch  für  diese  Segmente  folgende  InTolationsgleicboDg: 


(1») 


äC.bA.cB 


=  _1. 


4.  Diese  Lehrsätze  erscheinen  dann  weiter  als  besonden 
Ffille  eines  allgemeineren  Lehrsalzes,  welcher  sith  aufzwei Drei- 
ecke bezieht,  von  denen  das  eine  dem  anderen  uraschrieben  iiL 
Ist  nämlich  abc  das  eine  Dreieck  und  bezeichnet  man  die  EcLes 
des  ihm  eingeschriebenen  Dreiecks  gleichmässig  nocb  einer  ia 
zu  beiden  Seiten  liegenden  Ecken  des  um  dasselbe  beschriebe- 
nen Dreiecks  mit  A,  H,  C,   so  ist 


Aa    Bb    Ca 
Äc'  Ba'  Cb~ 


8\naAC.»inbBA.s\ncCB 
~  s\naAB.s\n(>BC.s\ncCA' 


V.S  folgt  hierauf  eine  kurze  Betrachtung  der  Homologie  Jet 
Dreiecke,  in  welcher  der  Verfasser  auf  eine  einfache  Weise,  »ei^ 
mittelst  der  Grundeigenschaften  homogrnphischer  Strahlenhündeli 
die  Bedingungen  der  Homologie  und  ihre  gegejiseitige  Abbiiigff 
keit  nachweist. 

Liegen  nämlich  zwei  Dreiecke  »o,  dass  die  ihre  Spitzea  Ter- 
bindenden  Geraden  in  einem  Punkte  zusammenlaufen,  so  dnrelK 
schneiden  sich  ihre  Seiten  paarweise  in  Punkten,  die  auf  i' 
einzigen  Geraden  liegen,   und  umgekehrt. 

Der  Satz  lässt  sich  dadurch  nachweisen,  dass  man  zneiGcbeir 
als  Ccnira  homogrnphischer  Strahl enhündet  auffasst,  je  zwei  ^m 
diesen  Ecken  auslaufende  Seiten  als  Strahlen  dieserBündel  ani 
den  Durchschuittspunkt  des  dritteu  Seiten|)aareB  gleichzeitig  oll 
Durchschnittspunkt  eines  dritten  Paares  von  Strahlen;  es  niüsseo 
dann  die  Durchschnittspunkte  sämmtlicber  Seitenpaare,  nach  ^\ 
in  (B.)  mitgetheilten  Erläuterungen,   in  einer  Geraden  liegen. 

Den  Durchschniltspunkt  jener  Geraden ,  auf  welchen  die  Ecken 
der  Dreiecke  liegen,  bezeichnet  der  Verfasser  nach  Poncelet 
als  Centrnm  der  Homologie,  die  Gerade,  welche  die  Darch- 
Schnittspunkte  der  Seitenpaare  enthalt,  als  Aie  der  Homolo- 
gie.- Zwei  boniotbetische  oder  ähnliche  und  zugleich  ähnlich  ge- 
legene Dreiecke  sind  solche,  deren  Axe  der  Homologie  sich  in 
unendlicher    Entfernung    belindet. 


453 

Atas  den  im  Vorlierf^ehenden  mi^etheilten  aifgem einen  Lehrsät- 
en vom  Dreieck,  welche  als  Grundlage  der  Theorie  der  Transrersalen 
ngesehea  werden  kunoen,  leitet  der  Verfasser  mehrere  besondere 
li^enschaßen  des  Dreiecks  ab,  deren  Abhängigkeit  von  jienen  allgei* 
leineren  Eigenschaften  nur  in  zwei  Fällen  a.  d.  O.  nachgewiesen 
werden  soll. 

Schneidet  eine  Transversale  die.  Seiten  eines  Dreiecks,  im 
^inne  der  froheren  Bezeichnungsweise,  in  den  Punkten  a,  5,  c, 
ind  sind,  die  conjugirten  harmonischen  Punkte  der  letzteren  af,  b\ 
i^,  so  schneiden  sich  die  drei  Geradem/  weiche  die  letzteren  Paukte 
beziehungsweise  mit  Ay  B,  C  verbinden,  in  einem  l^unktel   :  . 

Denn  einmal  ist 


ferner 


folgüdi 


aC'^a'C    bA-"^ b'A  ^^^'' 


a'B   b*C  &A 


a'C   b*A  dB 


^/#?  —     ^> 


lod  desshalb  sehneiden  sich  Aa\  Bb\  C&  in  einem  Punkte.  (IL,  3.  b.) 

Liegt  die  Transversale  unendlich  entfernt,  so  bezeichnen  die 
^aokte  a*,  b',  c\  wie  sich  aus  der  Betrachtung  ^es  harmonischen 
^^bältnisses .  leiciht  ergiebt>  die  Mittlen  der  drd  Dreiecksseiten, 
^rai»  sich  der  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  die  drei  von  den 
eken  eines  Dreieckes  nach  den  Mitten  der  Gegenseiten  gehen- 
»n  Geraden  sich. in  eibem  Punkte  schneiden. 

Aus  dem  allgemeinen  Lehrsatz,  weicher  die  Relation  zwischen 
m  Sinussen  der  Winkel  dreier  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  in 
nen  Punkt  zusammenlaufender  Geraden  enthält,  ergeben  sich 
fort  folgende  Lehrsätze: 

In  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,  welche  die  Win - 
1  des  Dreiecks  halbiren,  in  einem  Punkte  zusammen;  dasselbe 
tt  auch  von  den  drei  Geraden,  welche  die  Supplemente  zweier 
inkel  und  den  dritten  Winkel  des  Dreieckes  haibiren* 

In  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,  weiche  die  Sup- 
emente  der  Dreieckswinkel   halbiren,    die  Gegenseite!^  in    drei    *' 
inkten,  die  in  einer  Geraden  liegen;  dasselbe  gilt  von  den  drei 
srs^den,    welche  zwei>  Dreieckswinkel  und  das  Supplement  des 

itten  halbiren.  V 

' '         '  '      ' 

/  HL    Von  den  Viejecken. 

Die  Eigenschaften  der  Vielecke  führen  auf  ähnliche  Relatio: 
(n,  wie  die  am  Dreieck  entwickelten,  so  dass  diese  letzteren 
;h  als  besondere  den  folgenden  allgemeineren  unterordnen  lassen. 
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'      1.     Wenn  eine  Transversale,    die   in  regelmfissiger  Aufeinap; 
derfolge  genammencn    Seiten   eines  Vielecks  ABC...  in   den  '' 
derseiljen  Ordnunt;  genommenen  Punkten  a,  b,  c...  trifft,  so  j 
det  stets  fuigende  Relation  statt: 

oA    bB   cC^      _      . 
aBbC'cD ^^' 

Es  ISsst  sich  leicht  zeiiien,   dass,  trenn  der  Lehrsxtz  Iflr  «il 
Vieleck  von  n  Seiten  wahr  i«t,  derselbe  auch  lur  ein  Vieleck 
n  +  1  Seiten  gelten   mnss,    woraus,    mit   Rückeicht  ilaraaf.  du« 
derselbe  für  das  Dreieck   erwiesen   ist,    seine  allgenieiite  GGll^ 
keit  foi^t. 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich  auch  e 
Relation  für  das  Vieleck,  welche  einer  Trühi 
gewiesenen  entspricht,  und  folgender  allgen; 
sich  beide  zusammen  fassen  lassen: 

Wenn  man  durch   die  Ecken  eines  Vieleckes   ^BCÖEF  be- 
liebige Gerade  An.  Bb zieht,  welche  sich  in  den  Ecken     ._ 

zweiten,    dem   ersteren  eingeschriebenen  Vieleckes  von  gleichvid 
Seiten  schneiden,  so  findet  stets  fulijeude  Relation  statt,    in  ird', 
eher  die  Zeichen  -|-    und  —  sich  auf  eine  gerade  und    m 
Seiten anza hl  beziehen: 


le  andere  allgerau,^ 
en  am  Dreieck  BBCb- 
ine  Satz,  in  weicht 


Af'Ba 


±^, 


aAB'\ 


nbBA      B 
abBC's 


\fFE 
ifFA' 


b4Hf 


Ans  den  erwähnten  Relationen  leitet  der  Verfasser  zwei 
S£tze  ab,  von  denen  der  eine  folgender  ist; 

Wenn  man    durch   die  Ecken    eines  Vieleckes  ABC:~ 
bige  Gerade  Aa,  Bti,  Cc...   zieht  und  «ine  Transversale, 
die  Seiten  des  ersteren  in  den  Punklen  a,  ß,  y,....   und  jen^ 
raden  in  den  Punkten  a,  b,  c,....  trifft,    so    findet   stets  xwisi 
den  Sinussen   der  Winkel,     welche   die  Geraden   mit  den  Seiten 
des  Vielecks    bilden ,    und    den    zn'iscIi^G    den   Schenkeln    dieiec 
Winkel  gelegenen  Segmeuten   der  Transversale  folgende  RelaAoa 
statt : 


naAB 

11  aAF' 


mbBC  BincCfl     _.£?   t?  ^ 
ubBÄ'sincCB "^atp'ba'cß" 


in  welcher  die  Zeichen  +  und  —  sich  auf  eine  gerade  und 
rade  Seiteuanzahl  des  Vieleckes  bezieben. 

Der  zweite  Lehrsatz  lässt  sich  so  ausdrücken: 

Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Vieleckes  ABC...  die  Punkt« 

a,  b und  zieht  von  einem  Punkte  O  Gerade  nach   den  Kckes. 

des  Vielecks  und  nach  jenen  Punkten  n,  b ,  .... ,  so  findet  zwischen' 
den  Sinussen  der  Winkel,  welche  diese  Geraden  unter  sich  bilden, 
und  den  bezüglichen  Segmenten  der  Vielecks«ieiten  folgende  Re- 
lation statt: 

sinnO^    sinfiO-B      _aA    bB 
sindOßsioöOC aB'bC"" 
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^    Gleichungen  für  die  gerade  Lini^  mnd  den  Punkt. 

^^  •  

Sind  EA  und  E'B'  zwei  feat^  Axen,  «uf  welchen  die  Punkte  . 
und  B'  willkürlich  angenommeo  und  die  Punkte  E  und  ,E^  die 
urchschnittspunkte  sind,  in  welchen  eitie  dritte  Gerade  PP* 
iese  Axen  trifft 5  80  werden  die  Durchschoittspunkte  zweier  um 
ie  Pole  P  und  jp  sich  drehender  und  jene  beiden  Axei)  schnei- 
laaifit  Geraden  eine  gerade  Linie  beschreiben^  w^nn  je  zwei  zu- 
atunengehörige  Durchschnittspunkte  auf  den  beiden  Axen  .stets 
Im  'sofehe   £ige   au   den   festen  Punkten  A  und  E,  Bf  und  E' 

st  und  a,  ß,  V  constante  Co(»fficienten  sind. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gehurt  also  Gleichung  (1) 
wer  geraden  Linie  an. 

Liegt  die  Gerade ,  auf  welcher  sich  die  Pole  befinden,  in  un- 
iiidlicher  Entfernung,  so  dass  die  Pm  unter  sich  und  ebenso  die 
Pmf  parallel  werden,  so  nimmt  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
Ugende  Gestalt  an: 

a.Am  +  ß.B'm'  =  v.  (B.,  3.  a.) 

Fallen  die  Punkte  ^iund  J^  in  einen  Punkt  O;  den  Durchschnitts- 
rnnkt  der  Axen»  zusammen,  und  Ist  jede  der  beiden  Geraden, 
loen  Durchschnittspunkte  die  gerade  Linie  erzeugen ,  einer  der , 
Mdeo  Axen  parallel,  so  stimmen  die  beiden  Segmente  Om  und 
tW  durchaus  mit  den  Yon  Descartes  in  die  analytische  Geo- 
•etrie  eingefährten  Coordinaten  tiberein  und  es  ergiebt  sich  aus 
htk  Vorigen,  dads  die  Gleichung  des  ersten  Grades: 

iie  der  geraden  Linie  >ist. 

Die  Gleichung  (])  lässt  sich  auch  auf  mehrere  Axen  AE,  BE'y 
?£",•...  und  auf  mehrere  Pole  P,  jP,  P^,....,  welche  sich  auf  der- 
dbeo  Geraden  befinden,  ausdehnen,  wodurch  eine  Gleichung  von 
Digender  Form  entsteht: 

Am  ^  ^Bmf  .      Cmf' 

I  fvelpher-  alle  Go^ficienten  bis  auf  zwei  willkürlich  sein  können» 
^ie  Gifiltigkeit  der  Relation  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  (1), 
araus,  <lass  dieselbe  immer  für  n-\r\  Axen  gilt,  wenn  sie  fÖr  n 
iXen  erwiesen  ist 

Nimmt  man  auf  den  Axen  AE,  BE^s.,,.  beziehungsweise  die 
38ten  Punkte  jß,  R\,.,.  an  und  setzt  an  die  Stelle  der  CoSffi- 
ienten  «,  ßy...  in  der  letaten  Gleichung  die  Wertbe 


"•'■ehJ'  \J''-e'rJ'- 


so  erhSit  man  für  die  letzte  Gkichnng: 

Em   ESJ  +  ft  LffS'  ■  BH J  +  ■■■•  =  ■ 

"■  Aber  auch  die  anharmonischen  Verhältnisse  der  Gleicjinii^ 
leissen  sich  durch  andere  ersetzen,  welche  solchen  Transrereale 
angehören,  Ton  denen  jede  durch  denselben  funkt  der  di« 
Gfeichung  angehiingen  geraden  Linie  geht  und  ausserdem  dm 
drei'solche  Strahlen,  trelche  von  einem  Pole  P  nach  den  zugehürigi 
Punkten  A,E,R gehen.  Bezeichnet  man  ein  solches  neues  anh am 
nisehes  Verhältniss,  z.  B.  das  mit  dem  ersten  in  der  letzten CUt 
chung  übereinslimiuende,  mit 

aM  ^OQ 


e  vorige  tilelcbung  folgende  Gestalt 


Nehmen  wir  nun  die  Punkte  p,  q' als  feste  Pole  nnd  die 

Geraden  A,  B,....,  aufweichen  die  üurchschnlltspunkte  der  Trau 
versalen  n,  6,....  liefen,  als  gegeben  an,  ferner  diejenige  Geradl 
auf  tvelcber  die  Punkte  e,  r',.,..  liegen,  in  unendlicher  EntfermniJ 
so  erhält  die  Gleichung,  mit  Büeksicht  darauf,  dass  jedes  eolcÜe 

Verhältniss,    wie    — ,  gleich  dem  Verhällniss  der  von  den  P 

ten  ja  und  g)  auf  die  Linie  A  gelallten  Senkrechten  Ist,  VOD  wc| 
chen  die  letzlere  als  conslanter  Werth  in  die  Constanten  det  Cm 
chung  aufgenommen  werden  kann,   folgende  Form: 

a.p  +  ß.p'  +  Y.p"  +  ....=v, 

in  welcher  p,  p',....  die  von  einem  Punkte  der  geraden  Linie  itf 
die  Geraden  A,  B, ....  gefällten  Senkrechten  bezeichnen,  und  all« 
Coäfücienten,  his  auf  zwei,  willki'irtich  genommen  werdi 

Aus  dieser  Gleichung  g^eht  hervor,  dass  die  von  jedem  Punkti^ 
einer  geraden  Linie  auf  feste  Axen  gefällten  Senkrechten  unter 
sich  eine  Relation  vom  ersten  Grude  liilden. 


Gle 
SB,  auf 
variahele  nnd  zusammengehörige  Punkte  n 

,,,  Am  ,  „    Jim' 


'  folgender  Relation; 


V  constant  sind,  Genüge  leisten,  so  geht  jede  dei 


unkten  m,  m'  angehürige  Gerade  stets  durch  denselben  Punkt 
,  (B).  Man  kaDn  daher  die  Gleichung  (1)  als  Gleichung  eines 
'nnltte«  -9  ansehen. 

Sind  dieAxen5^,  SB  parallel,  so  ist  die  Gleichung  folgende: 
a.Am+ß.Bm'^v. 

Ist  v  =  0,  so  drückt  die  Gleichung 


.  das«  A  nnd  JS,  als  zwei  homologe  Punkte,  eine  Lage  der 
sich  um  p  drehenden  Geraden  bezeicliuen  und  dass  der  Punkt  p 
auf  der  Geraden  AB  liegt. 

Die  Gleichon^  (l)  läset  sich,  wie  eine  frühere,  auch  auf  meh- 
Axen^^,  iS^,....  ausdehnen  und  nimmt  dann  folgende  Form  an: 


,  bis  auf  zwei,  nillkärfich  genommen 

Erwägt  man  nun,  dass  alle  solche  Verhältnisse,  wie  -ö~> 
ita  Verhältnisse   der  von    den  Punkten  A,  S   auf   die   durch   f 

Shende  Gerade  gelallten  Senkrechten  gleich  sind  und  bezeichnet 
liDistanzen  der  Punkte  A,  B,  C,  ....  S  von  der  Geraden  (im 
nilp,  p',  p",  ....  g,  so  wird  die  vorige  Gleichung  folgende  Form 
trbJten : 

o.p  +  |3.p'  +  )'.p*  +  ....— v.9  =  0. 

Wenn  sich  also  eine  Gerade  um  einen  Punkt  bewegt,  so 
Ulden  ihre  Distanzen  von  mehreren  anderen  beliebigen  Punkten 
ejae  homogene  Relation  des  ersten  Grades,  in  welcher  alle  Cn£f- 
fdenten.  uis  auf  znei,  willkürlich  genommen  werden  künnen. 
Omgekehrt  wird  eine  bewegliche  Gerade  in  allen  ihren  Lagen 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn  die  Distanzen  derselben  von 
nehreren  festen  Punkten  stets  unter  sich  eine  homogene  Relation 
des  ersten  Grades  bilden. 

Sind  mehrere  Punkte  A,  B,  C und  die  Constanten  u,  ß, 

j,.-.  gegeben,  so  kann  man  eine  beliebig  grosse  Menge  solcher 
Geraden  ziehen,  welche  die  Eigenschaß  haben,  dass  die  Summen 
derjenigen  Producte,  welche  ihre  Distanzen  von  diesen  Punkten 
A,  B,....  mit  den  zugehörigen  Constantea  u,  ^, ....  bilden,  gleich 
KuU  sind. 

Denn  fällt  man  von  diesen  Punkten  auf  eine  Gerade  Perpen- 
dikel, deren  Fuss[iunkte  a,b,  c,....  sind,  so  lasst  sich  auf  dieser 
Geraden  immer  ein  Punkt  gi  besÜmmeo,  welcher  folgender  Glei- 
cfauDg  genQgt:  ». 

Theil  SX.  30 


tss . 


parallele  Linie, 
chiing  gelten: 


1  P«pM 


lurch  den  Punkt  pi    eine  mit  jenen  I      , 
so  vvird  für  diese  gerade  Linie  offenbar  die 


in  welcher  p,  p',....  die  Distanzen  der  Geraden  von  den  Pnt 
A,  B,....  bezeichnen.  Es  fol^t  dann  aus  dem  vorigen  Satzt 
gleich,  dass  alle  auT  diese  Weit«e  beetinimlen  Linien  einer 
nieinschal'tlichen  Uurchschnittspunkt  p  haben  werden. 

Sind  also  mehrere  heliebi<;e  Punkte  A,  B,  C—-  und  die  I 
ßclenten  a,  ß,  y,:.^  gegeben,  so  giebt  es  immer  einen  geni 
Punkt  ß  fon  der  Beschaffenheit,  dass,  Vrenn  man  durch  d 
Punkt  eine  beliebige  (Gerade  zieht,  die  Summe  der  Prad 
weiche  man  aus  ihren  Distanzen  von  jenen  Punkten  A,  B,,4 
den  zugehörigen  Constanten  a,ß,y....  bilden  kann,  imm«  | 
Null  ist. 

Sind  die  Punkte  A,  B,  ....  materielle  Punkte,  deren  Ml 
durch  die  Constanten  a,  ß,y  bezeichnet  trerden,  so  ist  f 
Schwerpunkt  dieses  Systems  von  Punkten. 

Projlcirt  man   ein  System  solcher   Punkte  A,  B it»d 

SchHcr|iunkt  Q  durch  parallele  Gerade  auf  eine  andere  Ga 
t)ud  sind  die  Prujectionen  a,  ß,....p,,  so  gilt  für  die.  Absj 
der  Punkte  n,  6,....  von  p,   offenbar  die  (jldchun;; 

B .  «p,  +  ß .  Äp,  +  y .  Cfl,  + ....  ^0, 

durch  welche  sich  pi  als  Schtverpunkt  der  Projectioneo  von  J 
Panhten  A.  B,....  zu  erkennen  giebt,  und  zugleich  ein  Verfa 
den  Schwernunkt  eines  Systems  von  Punkten  A,  B,....  Ahi 
zu  linden,  dass  man  diese  Punkte  auf  zwei  Gerade  ]>rojiciH 
die  Schiverpunkte  der  erhaltenen  Projectionen  bestimmt.  Die 
den  so  erhaltenen  Punkte  sind  die  Projectionen  des  gesvf 
Schwerpunktes. 

iplung  RiiJiihte  «irV 
I  laaaen ,   deren  Hit 


•)  Die  In  nbii^cr  GIcirliiing  enthaltene  Bcha 
■m  eiofhchalen  mia  Mgendcr  Gleichung  nblei'te 
Iflil  «Ich  Ton  «eihtt  vcrttetil: 


•■(aei+('i'')+i».(V»+pi«+«<»)+r-('?ei+ei«+«)+— =•■ 
,  «.«e, +^.«9,+?'. cp, +..-+jJ.flfi+y.ac+....+C<.+^+y+._).e,« 

•o  <!■«•   tÜT 

.   iich  Ton  «elliat  er(^icl>(:  i 

-""'('Vi  ^.ffA  +  ,'.«C  +  ....=(a+j»+J'  +  ....).ae,. 
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leweiH  des  !L  e  h  m  u  s '  sehen  Satzes : 
lUTcnndieOcraden,  die  die  zwei  ^Vin- 
kel  eines  Dreiecks  halbiren  und  die  ge- 
genüberliegenden Seiten  schneiden,  bis 
zu  diesen  JDurchsclinitten  gleich  sind 
iBDd  sieichartig  liegen ,  so  sind  die  bei- 
halbirten  üVinhel  sich  gleich." 


Serrn  Hofrath  Dr.  Clansen  zu  Dorpat. 


i  Beweise  dieses  SaUes,  der  vor  elna  10  Jahren  aofgC' 
t  wurde,  sind  so  mann  Ich  faltig  und  von  na  Vielen  versucht, 
'  (dst  «ine  eigene  bleine  Literatur  bilden,  älinlich  den«u 
ijles  Pythagnräischen  Lehrsatzes  und  der  Theorie  der  ParBJIel 
Bleien.  Noth  neulich  ist  im  leisten  November-Hell  des  „Philo 
■  o'phical  Magazine"  von  vielen  Beiveit^en  dieses  Satzes  die 
kI*,  die  vor  Kursem  tn  Enftland  als  gans  neu  aiirgeslellt  nardeo. 
jr  ist  daher  nicht  leicht  mü^lich,  alle  Beweise  desselben  zu  ken- 
nen, iveshalb  ich  eine  billip;e  Entschuldigung  hoffe,  falls  ich  schon 
%ekanules  wiederholen  sollte. 

E*.  seien  di?  Winkel  DAB  und  CBA  (Taf  IV.  Fig.  l.J  durch  die 
geraden  ACunA  BD  halblrt,  der  Durcbscbnilt  dieser  beiden  Gera- 
i  G.     Nach  der  Aussage  des  Saties  ist  | 

AG  +  GC=BG  +  GD; 


also 


AG-GD=BG  —  GC. 


iHinfolglicb  ist  immer  gleichzeitig  AG  grosser   als   GD  und   BG 
Igritofcr  1^  GC;  oder  AG  kleiD«r  ab  G/»  und  J 


d  BG  kleiner  aJs  GC. 


Erster  Fall.    Wenn  AG^GD. 

Set  GF=GD,  GE=GC.  Zieht  man  DF  und  CE,  so  « 
stehen  z»ei  gleichschenklichle  Dreiecke  FGD  und  EGC,  die  gli 
che  Srheiteininlcel  in  G  hahen  und  also  auch  gleiche  Wink 
an  der  Grunilliiiie.     Ea  ist  also  auch  Winkel  AFD=Wiake\  BE\ 

Gesetzt  nun,  die  Winkel  i>^B  und  CBA  wären  nicht  ^Ick 
sondern  Winket  CB-<>Winkel  DAB:  also  auch  die  Hälftt 
Winkel  DBA>Wuike\  CAB.  In  diesem  Falle  wSre  AG>G. 
nnd  also,  da  AF=  AG  —  GD  =  BG  —  GC  =  BE,  wäre  ui 
FG^GE.  Mithin,  da  beide  Dreiecke  FGD  und  EGC  Shnli 
sind:  FD>CE.  Es  sei  FH=EC,  dann  ist  in  den  Dreieck 
BFA  und  CEB:  AF  =  BE,  FH=EC.  Winkel  ^F/>=  WinI 
B£C,  also  beide  Dreiecke  gleich  und  Winkel  UAF=yn4 
CBE.  Demnach  Wmkel  />^F>  Winkel  CÄ£  ,  und  also  W 
Wiakel  Z>^fi>  Winkel  Cß^.  ttelche«  unserer  Annahme  wUi 
streitet.     Es  muss  also  Winltel  i>^B=  Winkel  CBA  sein. 


Es  sei  also  (Taf.lV.Fis.  2.)  Winkel  0.4C=: Winket  C-^B.Wlnl 
CßD=  Winkel  DBA  und  AC=BD.  Die  Winkel  DBC  » 
CAD  sind  immer  spitz,  weil  jeder  doppelt  genommen  kleiner  i 
zwei  Rechte  ist.  Ebenfalls  da  DG  nicht  kleiner  als  AG  und  ( 
nicht  kleiner  als  BG.  so  Ist  der  Winkel  GDA  nicht  gnlsssri 
GAO  und  der  Winkel  GCB  nicht  m-nsser  als  GBC,  niTlliin  her, 
spitse  Winkel.  Die  Senkrechten  GJ  auf  DA  und  GK  auf  B 
fallen  alsn,  jene  znischen  AnnAD,  und  diese  zni^chpn  Bund 
Es  sef  Gfl" senkrecht  anf  AB,  so  ist,  we;  " 

kel  GBK,  Ga=GK.Ehenso.« 
GB~GJ.     Demnach  GK=GJ. 

sehr  leicht  zu  beweisenda 

1    zwei    rechtwinklichfen    Dreiecken 

einen    der    entsprechenden   Cathete  dei 

!i  ist.    so  ist    von  den   diesen  Catheten  gf 

eflden     Winkeln    derjenige    der    Icleioertj 

össern  Hypotenuse   liegt." 

Da  in  unserer  Fisur  AG+GC=BG+GD,  so  ist  ehcnralll 

AG~BG  =  DG-CG.    Es   sei  also,  wenn  möglich.  AG>BG, 

so  ist  auch  DG>CG.     Weil  nun  GJ=  GK.  so  ist  vermöge  d« 

Hüirssatzes: 

Winkel  GAD  <  Winkel  GBC; 
„       GDA  <      „       GCB. 


Cathete  dl 
andern  gle 
genüher  11 
der  an  der 


Es  ist  aber  auch 

Winkel  X)G^  =  Winkel  CGB. 
Addirt  man  diese  drei  Bestimmungen,    so  erhält  man  die  äDimiit) 


äfti 


[  Wink«!  des  Dreiecks  AGD  Ideiner  als  ilie  Summe  der 
^rffllel  de»  Dreiecks  BGC,  welches  widersinnig  ist.   '. 
a  JGs=BO  sein,  nie  im  ersten  Falle. 
Wenn    die  Süssem  Winkel   halbirt   sind   und  die   halbirenden 

K-  rad«n«ieiil>lo8auni.rerVeflängerungschneiden.sei(Taf.lV.Fie.3.) 
akel   C.*(W=Winker   CAD;    Winkel   flfif.=  Winkel  DBC; 
i  AC=ßD.     Es  schneide»  eich  die  verläneerten  ÄC  und  BD 
G.     Fällt  man  van  G  nuf  AD,    BC  und  AB  diu  senkrechten 
«raden  GJ,  GK,  GB.  so  ist.  da  Winkel  Öß/,  =  Winkel  GBH 
tWinkel  ÜÄt~Winkel  GBK:  GfI=GK.    Eben  so,  wed  Win- 
ijC4J«=  Winkel  ÜAG=  Winkel  CAD=  Winkel  GAJ:  GH 
GJ.  Also  auch  GJ  =  GK.  Es  «ei  nun,  nenn  mflslich,  AG>BG. 
w  auch,  da  CA^BD,  GC>GD.    Hinfolglich  iuden  rechtnink- 
"len   Dieieckeii  CGK   und  DGJ,    da   GK=GJ.    vermöge  de» 
baatzes:   Winkel   CCA!  <  Winkel  G/>J.     Ehe»  so  ist  in  den 
Itwinklichten  Ureieckea  GAJ  und  GBK  Winkel  6'JJ=Wia- 
C^/>  <  Winkel    C£A:   oder   Winkel   DBC.     Da  nun  in  den 
reiecken   A!SC  und  ifiV/>  die  Winkel  an  N  sieh    gleich   sind, 
würde  die  Summe  der  drei  Winkel  des   Dreiecks  ÄNC  kleiner 
die  Summe  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  ßlSD  sein,  welches 
idersinnie  ist.     Esmnss  also  AG^^BG  sein,  al^o  auch  Winkel 
yfi=  Winkel    GBA    oder    Winkel     CA]\J=^   Winkel    CAD  = 
Finket  DBL  =  Winkel  CBÜ,  mithin  Winkel  CßL  =  Winkel  DAM 

Ffir  diese  drei  F&lle,  welchen  die  einzigen  sind,  in  denen  di« 
dien  halbirenden  Geraden  gleichartig  liegen,  int  also  die  Rieh- 
|keit   des    Satzes    erwiesen. 


i 


xxvui. 


renes  Theorem  über  den  Orenzüber» 
sang  in  unendlichen  Reihen. 

Von 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer   an   der  Keiilirhule  xu  StrnUund. 


Zn  den  drei  in  diesem  Theile  des  Archivs  S.  43  von  mir  ent- 
ickelten  Theoremen,  betreffend  die  Grenzähergän^e  in  unend- 
Jien  convergenten  Reihen,  füge  ich  noch  ein  viertes  von  siem- 
ifa  ausgedehnter  Anwendung.  i   i   -  ^    >,(   i: 


,,  „Es  seien  9^1(3;),  ipt,(x),  qij(^),  etc.  Funfetionen  vo 
dl«  sich  bestimm  teoendlicfaen  Grenzen  Limq)|(;r},Limipg04 
h\mtpg(s)  etc.  niihern,  wenn  x  ß;egen  die  Grenze  £  gei 
und  von  einem  gewissen  Werth  des  x  an  immer  posl 
tiT  ausfallen,  jede  dieser  Funktionen  sei  Terner  klej 
ner  als  Hie  vorhergehende,  und  ipa(x)  werde  onendll^ 
klein,  indem  n  unendlich  erosrwird,  so  dass  also  dl 
fterhe 

(1)  ^,  (x)  —  rpi(x)+tpf{x)  —  etc. 
für  alle  x  in  der  ISähe  von  |  onvergent  ist.    Wen 

(2)  Lim  ipifj-)— Lim  ^^(j;)  +  Limya(3:)— etc. 


ebenfalls    eine   c 
Summe  =LimAa;) 

(1)  i.i." 


rf;ente   Reihe    i 


dem  /Xx)  dii 

erneisen,    bezeichnen  wir  allgemeiu 

g>i{x)  — <p^{x) +....  + 9„(x)  miti», 

■  Lmq>i(x)—lAtmip2lx)+^..  +  lÄiaipn,ix)  mit  0 

Ffir  beliebige  Werlhe  von  n  und  x  ist  dann  n«  <^fixii*i 
Da,  ßn  sich  der  Grenze  X  =  Lim  7,  (x)  —  Lira  7i(x]|  -|-  in  'vÄ 
wenn  m  ins  Unendliche  wSohst,  so  kann  man,  uüleRi  i 
llebiif  kleine  positive,  aber  cnnstante  Grüsse  bedeutet, 
nehmen,  dass  gleichzeilig  öi.>Z.  — i«  und  aaa+i*<^^4 
Da  ferner  im  —  Om  bei  coostant  bleibendem  m  mit  |  — 
klein  gemacht  werden  kann,  so  kann  man  |  — a-  hinreichend  li 
nehmen,  damit  gleichzeitig  *»„>  Cja  —  Jt  und  (in+i  "sffju^-f'il 
werde.  Hieraus  folgt  «n!^  i — *  und  s^n+i  <!<+£,  also  ist  mal 
dem  Obigen  auch 

L-t<f{x)<.L-i-t  oder  -t<,f(x)-L<  +  i. 

Dies  Resultat  zeigt    an,    d«sB  f{x)  —  L   beliebig    klein 
werden  kann,  wenn  man  nur  i—x  hinreichead  Iclein  macht;  folf 
lieb  Ut  X-Lim^-r). 

Ein  üluilicbea  Tfaeoreji)  ist  das  folgende 


„Es  sei  /t:r,«)-'P.W 
ndliche  Reihe,  deren  ( 
B  sei  aber  die  Anzahl 
on  ar. 


iPiix)  +  tpsix)  — ....  ±  (p,(:r)  ei 
eder  Funktion en  von  x  siodi 
er  Glieder  (m)  eine  FunkIloB 
brend  wächst  und  unendlich 
,  indem  3:  sich  dem  Werth e  |  nähert;  wii 
Glieder  die  Reihe  nun  auch  haben  mag,  wir  nehmen  an, 
dass  sie  ab  wechselnde  Vorzeichen  haben,  absolut' 
mer  kleiner  und  unendlich  klein  werden.  Weil»  Hlter 
diesen  Voraussetzungen 

Li  m  9,  (a:)  —  Lim  <p-^x)  +  Lira  f>a(^)  —  etc. 


\nmme  ssiL\mf{x,n)  B4\4ij^'    -  i-  -- ••■       ^.":j  ■  :..\  »f    ••»»,"    .•■;» 

Dies  sn  erwdsen,  bMeichtiei^wir,  wie  oben,  allgemein  f{x»m) 
rit  $m  \mA  Um^{a^y-\Umfp^{xy^,:..±lMi^Nii{x^^^^^  -  Be- 
notet nan  m  eine  ganze' 2!ä1il ,  s6  dass  2m  -f-  i  '^  '<  ist,  so  hat 
MB  $^m  <  f«  <  'am-fi*  Ist  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
hafpiix) — Lfm^sC^)  ~f  etc.  =:Xf5  €  eine  positive  beliebig  kleine 
yrOsse,  so  kann  man  m  iP'oss  gei^ug  nehmen,  dass  gleichzeitig^ 
fiB>£r — ie  and  ^%m^\<,  L -{■  \b  'w<»rde;  ferner  kann  man  bei 
lODstant  bleibendem  m  aie  Grosse  l-^jir  klein  genug  nehmen,  dass 
^chseitig  «2w>  ö«»  — i«  »nd  f2*H-i  'i^^'tmJ^i  +i«  werde.  Hienach 
•t  j^  >  I/-*e  und  s±m^  <  jL+e;  wei^n"  htm  n  grosser  iils  2AHf I 
(edacht  wird,    so  folgt  nach  dem  Obigen 

X— e<f«<J&+s  oder  — ,£<Jii— i<+€, 

MgBch 

/     .     .  .      %'*■■■    ■  '■    .  .'•■■-     \  .. 

^^     '    lisWmj^  =  LI|nU^(a:J  — 9t(i)+....i>«(^))J 

Eine  specielle  Anwendung  von  diesem  Theoreme  kommt  in 
ier  Abhanolung  von  ,Dirichlet  vor,  betitelt:  „Sur  la  conver- 
^•Bce  A^B  series  trig^önonK^triques  <]ui  servent  k  re- 
»r^senter  une  fonction.  arbitraire  entre  des  limites 
IsBnöes.''    (Crelle*s  Journal  Band  IV.  p.  157.;     Bedeutet 

fanSch  A  eine  positive  Zahl  niqht  grosser  als  5-»    fiß)   «^d®  ^on 

:sO  bis  /3=A  stetige,  positiv  bleibende  und  fortwährend  abneh* 
aMn  Funktion  v«b  69  ••  kommt  es  in  dieser  Abhandliiag  dar- 
lt>Bmi  dMiiCredBe  des  besthrnnfen  Integrals 


ü- 


rwf^f.. 


t  b^«rtfikiitien;  hideiii  ^e  positive  Grosse  t  ins  Unendliche  wtebsf. 
II  JU|n  ^^9^  thellt  Dir i ch le t  das  Integial  wie  fol^ : 

|p«:  ■•■•• 


.1 


^«fi*=/'aJf  A«*.*/*^  ■;^/W+ 


»' 


n 
i 


■\       .  :'     •       'A 


-•+r''siw'+/*^/wft 


'.■......  (i>— l)j-;  ■    ■     '       ■         •  -     rr»      ■ ' 

»..•.■•■'  .      •  •      - .     '  •  .    .•  •  .  •  1  ;    .         •        ■  : 

o  -7-  das  gross te  in  h  evthaUeiM'  VieiadM  tron  r  ist. 

JMe  Initgrato  reehtef  Hand  sind  abwecbsehrf  positir  uiid  n«^ 
lÜTg  je4es  dettidlMs  Ist  ähsolat  ikkls^  a(*  ihsi  TorbwgeiMndeit^ 


Wird  i  grosser,   so  ändern  sie  immerwährend  ihre  Werlhe, 
read  ihre  Anzahl  in's  Unendliche  nächst. 

Die  Grenze  de»  Inlegrals    /     '  ^^^  f(ß)3ß  ündet  sich 

■ii-.).  ' 

Nttch  unserm  Theorem  ist  foI,B;l>ch 


k 


Abel  hat  in  seinen  Untersnchungen  (jber  die  Bim 
(Crelle's  Journal  Band  I.  p.  311  ff)  einige  Sätze  nbei 
tigkeit  und  Convergenz  der  iinendMcben  Potenzreihen  aul 
die  wir  in  dem  Umfange,  der  ihnen  dort  gegeben  wird,  5 
vtärtig  noch  nicht  für  begrandel  halten  kOnrien.  Abel  sagt  i 
(Lehrsatz  IV.):  „Wenn  die  unendlk-he  Reihe  Oq  "f^i-^  +  ^i^'-fetd 
für  einen  geivissen  Werth  von  x  {$)  convergent  ist,  so  wird  a 
auch  für  jeJen  (absolut)  kleineren  Werlh  von  x  convergir«a.! 
Ziveitens:  „Innerhalb  der  Grenzen  der  Convergenz  ist  die  Reilii 
Oberall  eine  stetige  Funktion  von  ,t.  "  —  Die  gegebenen  BeweiM 
sind  entschieden  unrichtig,  nie  der  Leser  leicht  Gnden  wird 
dem  Beweise  fSr  den  ersten  Satz  geht  u.  A.  hios  herror, 
die  Reihe  nicht  unendlich  gross  ist,  wobei  sie  aber  oscitliren  kam 

Nach  meinen  bisherigen  Uulersuchungen  Über  diesen  GegeD« 
stand  in  diesem  Bande  des  Archivs  a.  a.  O.  ist  nur  fesleeslellj^ 
dass  die  nnendlicbe  Potenzenreihe  (af^-i-nix-f-a^a^ -^ ,...)  in  den 
Intervall  der  Convergenz  überall  eine  stetige  Funktion  von  x  igt, 
wenn  die  Convergenz  noch  statt  findet,  nachdem  all« 
Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  rnducirt  sind. 
Mach  dem  ersten  Theorem  kann  man  diese  letztere  Bedingni^ 
fallen  lassen,  wenn  die  Glieder  abwechselnde  Zeichen  haben,  fort- 
während kleiner  und  unendlich  klein  werden. 

Die  erwähnte  liedingung  wird  indessen  in  der  Regel  erlilllt 
sein.  Sind  nämlich  Ag,  v4,,  .^j,....  die  absoluten  Werthe  der  Coef- 
ficienten,  ao  kiinnen  drei  Falle  unterschieden  weiden,  nSmIicb 


MS 


1)  Das  TerhlltniM  ^^  bleibt  bd  unendlich  werdeodem  n 

:leincr  als  eine  bestimmte  endliche  Grösse  L  ^wobei  es  sich  einer 
ürenxe  nicht  an  nähern  braucht)»   alsdann  convergirt  die  Reihe 

ler  absoluten  Werthe  sicher  zwischen  :r= — 7  und:rss-f  v,  und 

iise^  Theorem  findet  Anwendung. 

2)  Das  VerhUtniss  wird  unendlich  gross;  alsdann  eonyergirt 
He  Reihe  für  keinen  Wertb  von  ;r  und  von  Stetigkeit  kann  dem- 
ach  auch  nicht  die  Rede  sein.    Dahin  gehOrt  z.  B.  die  Reihe 

•  .  •       -  '  .  .  ■  :        .  ■•-•-'; 

3)  Es  findet  weder  der  erste  Fall  statt»  noch  der  zweite.  Cnter 
leser  Vörawieetsaiig  ttünoen-wir  ^egenwirti*  wMer  db<^  dMCon- 
Bi^enz  noch  Ober  die  Stetigkeit  etwas  Allgemeines  feststellen, 
[einen  dieser  Art  kommen  in  der  Analysis  freilich  selten  vor. 
.ine  sblcheReibe  wSre«4  l^-f ^^+1^ fir^^i^^-f  etc.,  welche 
ffenbar  convergent  ist  von  ;r=: — 1  bis  :r-f  !•     . 

Es.  wird   hSufig    liehauptet»    dass    zwei   unendliche    Reihen 

K-^  QiX  -|-  a^afl  -|-  •— f  ^0  +  ^1^  +  69^*  +  ••••  identisch  sein  mflssen» 
.a^=^b^9  ai^bi,  o^s^s  etc.»  wenn  sie  in  einem  Intervall 
on  fpszÖ  bis  ar==j  convergent  bleiben  und  fSr  dieselben  Wertbe 
99.  a  immer  gleicBie  Wertbe  haben.  Dies  mQsste  darauf  beriibep, 
äss' die  S^mmc^.  der  unendlichen  convergenten  Reihe  j^«4^yi^ 
'fmafl+*^.,  m\t  X  zugleich  gegen  KnlL  convergirt  Aber  dies  m^ss' 


Mb  ZI 


zweifelhaft  bleiben  in  den  Fällen  Cob  solche  Fälle  inSgUch» 
l^'^fiMfUidi  auch  noch  ifr^licb),  wo  die  Reihe  nicht  mehr  cop'ver-. 
Sit  oieibt»  wenn  mau  alle  Ulieder  auf  die  numerischen  Wc^rtbe 
NUidrt 


.'I 


•       .'!     . 


\  i 


• , ,  ■ .  1 . 1 


.t         '■ 


1     . 


■     r        • 
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IijS^nni^  einer  Anfi^abe  aus  der  Zahlen- 
V  theorie  auf  ^eometrUchem  'Wege. 

'•lU-u,  .   t        Herrn  Dr.  H.  Borhenne, 

L«brer'der  IHntherantflc  nn  ilcr'  hnfierrn  GcMurbeirliuIe   in  CsiipI. 

<ii,^!-'.1  ■    '■ 

]  ,'A.ift  drol  sich  recbtn-inklig  sclineidenden  Axen  irerden  vmit, 
g^hü^inschanirchen  Durihschnittspuiilcte  aus  die  dun  ganseo  Za|t^ 
Jen  s,  y,  X  entsprechenden  LSngi^n  abftetragcn,  und  ztvat  kiBn 
die«  in  jedem  der  durch  die  aeehs  Axen-Ähfchnitte  be^timnifta 
ac)it  RaiinioctanteD  geschehen.  Drei  sniche  Asenabechniltb  in  ''' 
gend  einem  Ocfanten  hestunmen  die  Dirneosinnep  eine 
ninRli;^6n  ParalTetepipedes ,  dessen  Eckdurchmedser  Mit' A' 
net  werde,  so  dass 

ist.  D6nl{t  man  eich  x,  y,  z  als  GrüRsen  von  Kräften  in  dn 
Ricbtuncen  der  drei  Axen,  so  stellt  R  die  Resultirende  vor.  Der' 
Strahl  R  bildet  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cnsinus  in  demsel- 
ben Verhältnisse  wie  die  Grössen  a:,  v,  z  stehen.  Indem  x,  y,  i 
fich  ändern,  resoltiren  vom  Durchschnittsnunlcte  der  Axen  tll 
Anfangspunkte  aus  unzählig  viele  Strahlen,  deren  Lungen  R  theib 
rational,  tbeits  irrational  aind  und  ivek'he  untereinander  theiia  !b 
rationalem,  Iheils  in  irrationalem  Verhältnisse  stehen.  Es  solleit 
nun  allgemein  zwei  Strahlen,  deren  Verhältniss  ein  rationales  ist, 
untersucht  werden.  Wir  betrachten  irgend  einen  Strahl  R',  fär 
welchen  die  Grlissen  .r,  y,  z  die  bestimmten  Werthe  a,  b,  c  babeiii' 
so  dass 

ist,  and  suchen  dazu  alle  möglichen  Resultirenden 

R=y/'^TW+^^ 

anter  der  Bedingung,    dass  R  und  R'  in  einem  rationalen  Ver- 


(  zu  einander  Hteh«n,  das  heit>Bt>    wir  verlangen  difl  Auf- 
Miong  der  unbestimmten  Gleichung 

a^+jH»»  =  ('«"  +  ft'»  +  C»)t.'' 

in  Zahlen,  no  a,  b,  c  constante  und  x,y,j,o  veränderiidia 
ihlen  bedeuten.  , 

diese  Aufgabe  auf  geometriscbem  Wege  zu  liisen,  haben 
einfachsten  Eigenschaften  eines  «olchen  Strahtenver- 
in*0  Auge  zu  fosiien. 
Jeden  der  unzSMiiieTi  Strahlen,  für  welchen  das  VerhitlfnpsR 
X,  «,  I  ein  rationales,  aUi>  in  ganzen  Zahlen  ausdrückbare^ 
vfuHen  viir  kurz  eiten  geüetzlichen  Strahl  nennen.  Zwei  Strah- 
ItBi  welche  in  derselben  geraden  Linie  auf  eotgegense^etzlen 
Sriten  des  Mittelpunktes  liegen,  haben  gleiche  L^n^e.  Bind  xwei 
Strahlen  geaetzlJcbe.  so  ist  auch  der  au  beiden  seafcrcchte  Strahl 
ein  ^esetzHvher.  Zerlest  man  Eunenge^etzlicheu  Strahl  (wie  |>eini 
Parallelogramme  oder  Farallelepipede  der  Kräfte)  in  rrssad  andere 
gesetzliche  Strnhien,  so  werden  von  diesen  rationale  (t;anze  oder 
gebrochene)  Vielfache  ihrer  Länge  abgeschnitten.  Nimmt  man 
Ton  gesetzlichen  Strahlen  rationale  Vielfache  ihrer  Länge,  so  ist 
^er  resultirende  Strahl  ein  gesetzticber  und  seine  Länge  ist  ein 
Vielfaches  derjenigen  Länge,  womit  er  aus  den  Grundaxen  resul- 
Grt    Nun  ergiebt  sich  leicht  Folgendes: 

Sind  irgend  zwei  Strahlen  R  und  K'  gesetzliche  von  gleicher' 
Grundlän^e,    so  ist  auch  der   ihren  Winkel  halbirende  Strahl  R" 
gesetzlicher. 

Wird  der  Winkel  zweier  Strahlen  R  nnd  R'  vom  Strahle  R" 
iirt  und  es  sind  R  und  H"  gesetzliche  Strahlen,  so  ist  auch 
il*  ein  gesetzlicher  Strahl,  welcher  mit  R  in  einem  rationalen 
TerMItnrsse  steht.  Nämlich  da  R  und  R'  symmetrisch  liegen 
in  Beziehung  auf  R",  so  zerlegt  si«h  R  in  den  Strahl  R"  und 
Jen  dazu  senkrechten  Strahl  r,  der  auch  ein  i;esetzlicher  ist,  auf 
gleiche  Weiae,  wie  eine  gleiche  LSnce  ron  R'  «icK  xerlegttin  R" 
und  den  Gegenstrahl  von  r,   der  auch  ein  geseßficher  ist. 

Um  also  zu  einem  gegebenen  Strahle  R'  sämmtliche  Strahlen 
B  zu  finden,  welche  zu  ß'  in  rationalem  Verhälrjisse  stehen, 
brancbt  man  nur  irgend  einen  gesetzlichen  Strahl  R"  zu  nehmen 
Bnd  Ä  so  zu  legen,  dass  ß"  den  Winkel  von  ß  und  R' 
hslbirt. 

Die  Projectioncn  des  Strahles  R'  auf  die  Axen  seien  a,  b,  c, 
dio  des  Strahles  R"  seien  vi.,  n,  p,  wo  m,  n,  ;>  heliehige  ganze 
Z«U«n  vorstellen    und    die  Prnjeetiunen  des  Strahles  ß  seien  w, 

«.  I.  Wenn  nitu  ß"  den  Winkel  der  beiden  anderen  StrabVeit 
albtrt,  so  erhlilt  man  für  das  Verbältniss  der  s,  y.  i  aus  den 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie; 

3:=2m(fl/« +An+cp)-tt(aiH»Hp*)- 
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'"Diese  Werthe  lOsen  die  obige  Gleichung 

I  gaazen  Zalilen  auf,  wobei  es  natürlich  nur  auf  das  VerhältDiM 
er  X,  y,  i  (abgeseben  voai  Vorzeichen)  ankomrat. 
Man  erhält: 

Da    in    deqi^etbcn  Raumoctanten    Strahlen    von  jeder   LSnf^ 
luflreten,    so  braucht  man  für  m,  n,p  keine  negativen,    sondeii 
I  positiven  ganzen  Zahlen  zu  setzen. 


r  alte  nücl 


Die  vorstehende  Betrachtung  könnte  such  auT  eine  Terallg^ 
meincrte  Weise  dargestellt  nerdeo,  aber  ichVoIlte  hier  am  aa 
die  Idee  hindeaten,  wie  die  geometrischen  Eigenschaften  einef 
solchen  Strahlen  Vereines  zur  Auffindung  numerischer  Gesetze  bc^ 
nutzt  nerden  können. 


Uelbnngsanfg'aben  für  Schüler. 

Von 

Herro  Professor  Dr.  Oskar  ScfalÖmilcll, 

an  der  pni^terhniacheD  Schule  xa  Ureiiden. 


'•  In  der  zweiten  Auflage  von  Herrn  Professor  Knnze's  sch^ti- 
barem  Lehrbuche  der  Geometrie  findet  sieh  S.  231  nachste- 
hende historische  ?Jotiz ; 


„Albert  Gerhard  stellt  in  seinen  Zusätzen  zn  StB' 
vin's  Werken  (Les  Oeuvres  Mathematiqnes  de  Si- 
mon Stevin  etc.  par  Albert  Girarrf.  A  Leyde  1834, 
fol.  pag.  169)  folgende  Reihe  von  Zahlen  auf,  in  tvelchet 
jedes  Glied,  vom  dritten  an,  durch  Addition  der  bddu 
Torfa ergehenden  (Glieder)  gebildet  nird: 


4ef 

0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55,  89,.... 

und  behauptet  yon  ibr,  dafeflj  je  ^rel.iaufeinander  folgende 
Zahlen  näherungsfreis  die  Verhflitniseglieder  einer  nach 
stetiger  Proportion  ^etheitten  Linie  darstellen.  Wenn  z.  B. 
die  ganze  Linie  89  ist,  so  ist  nfiberungsireis  55  der  Sr5s- 
seFe.iuid  34  der.  kleinere  Ahschnitt,  indem  hcisabe  mFro- 
{Kirfibd  .giltM:55=x55:34  n;  8.  w.)^  ' 

'  B^efcKfiW' Wh*  die   obigen  Zahlen  der  Reihe,  na<^h  Adt  7*;, 
^i»  's«  ^^^-9  so  ist  einerseits 

üttiMiiUtil -ftb-  ottendllch  'ihtcbsende  h: 


■|ii  / 


(2)  Lim  J^ = 4( V8— l)  oder  Lim  ^ = 4(V«+1). 

Für  den  Beweis  der  letzteren  Eigenschaft  beriiQt  sich  Herr 
Professor  Knnze  auf  die  Verwandlung  von  i(v5—^lX: in  einen 
Kett^nbnich,. doch  ist  dies  ein  vnnQth^er  y 91  weg ,  d^anidie  Glel- 
ehang  (2)  folgt  unmittelbar  aufl  der  Beziehung  '»-1-«==  ^»-i-i  +^  Tn» 
Einiges  Interesse  dörfte  vielleicht  die  independente.  rorm  der  obi- 
"geti  Zahlen  besitzen;  ich  theile'sie'bijer  mit,  weil  V>e  in'deii|  ofof- 
l^en  Werke  nicht  angegeben  Ist  and  w^l  Ihre- UMieitöng  in  so* 
fem  eine  passende  Schöleraufgabe  bildet,  als  es  dazu  nur  der 
Kenntniss  aes  binomischen  Satzes  für  gan^e  positive  Exponenten 

«ad  der  unendlichen  Reihe  für  ^ bedarf, 

1  — 2 

Bezeichnen  wir  die  Bin.o|QJa)jgip<gnficienten  1,  m,  im(ifi— 1),  v. 
s.  fr.  mit  (m)o,  (m)|,  (m)^  etc.,'  so  Ist 

(3)  n+i  =  (11)0  +  (n-l)i  +  (n-2), + (»-3),  + .... 
oder  auch  • 


,4,  .  7-.=<ib2^^ve 


Etwas  allgemeiner  wird  die  Sache,  wemi  man  die  Zahlen^reihe 
f^9»  Vi,  U^,  etc.  nach  dem  Gesetze 


(5J  ^0=0,    I7i=l,    Un^t^aUn^i+ßU, 

Uldet;  es  ist  dann  fBr  positiv«  a  und  /t: ' 


:  i 


\  • 


and  auch     .<'^  .c.r.    \\:  .V.:  M  y  S.    ?.  .*    J     ' 

<  iM iHdalinte> endliih  diatZaUenmhe  ?Fat  .Fr»  Fi^....  m 
Weise,    dass  V^  und  F,;/ganz<  bälisMig  Ekifei<5n  und^^e  üb 


Vo  gilt  die  Gleictiang : 

(8)  ,^Ff=:  F^Ri,^  +  (F^^i^Fo)R., 

worio  17  die  vorige  Bedeatqnghfl.  ,jl|faii  kann  dafSr  aachschre 

(9)  .  K.=  Foft+f'iQ«.  ■ 

.;■!?.  ;;.  ■---"..     .-.:.;    .  •' ■      •      ' 

and  dario  ist 

i  W').;:y.^63(i»u-i)^d«+^,iai*4)j,i«-<«jJ-|.  (n__3)j««-4^^ 

'\      I       j      *  i      \       •••»•»li-   »   i'l    •■■••i-  •- 


i   '  j-«'»i..-.'fi-  -r      ii'  'irr' »'■    :■   * 


.^fjffi^  anß,4f^.;Qb^g9n  «n|pin^^  flb^nmii  leicht  fiiMM 


.  .      I       • 

1 . 1  •;.".. . 


C 


IF    ,«. !    ■    ••..M\'..     .1..     ■  I     '■  ♦''.:■«!'.;;•_> 


r  « 


S    J\.      ,'V-i    ,.*  •     \  ' 


V. 


'•;!■  / 


«>. 


'>'    ,      .-      !   «^        <|1     .'•  'i-"!.      • 


Schreiben   des  Herrn  Director  Nagel  an  der  Reals 

zu  Ulm  :inn«k]i»  H4tfaii|sgeberi. 


,1  .  j  ^ 


Der  ..fi^kunnte  Lehrsatz:  W<^nn  ,dU  Balbirungsl 
Kweier  Winkel  eifiefl/  Dretefcks  eidander  glHch  sin 
ist  da#  Pteieidt  gMi^hschenklig,    hat  seiner  Zeit  viel 


^n 


in  Bewe^unf  gesetzt,  ohne  Jads,  so  viel  tnir  bekatint  ist, 
riiD  Beiveis  gefanilen  worden  wlre,  ivnlchet  iien<  Namen  etnas 
nahrhaft  elementaren  vom  Standpunkto  der  teinan  tieomelrie  aas 
terdiente.  Ich  glaube,  dase  es  mir  gelungen  ist,  einen  solchen 
U  fioden .  und  bitte  Sie,  denselben  in  Ihre  geschätzte  Zeilschrift 
>bnieii,  «enn  Sie  ihn  für  vverth  halten,  die  Au fcnerk säm- 
igerer auf  sich  zu  ziehen.  '  >  i 
„  e  von  zwei  befcannten  Eigenschaften  der  HahtimMfrk- 
_..jes  Winkels  aus;  wetche  in  Beziehung  auf  die  nebenätelt- 
Figur  sich  Wie  f«Jgt  ausdrücken  lassen: 
Wenn(Taf.lV.  Fig.4.)iniA/*ßCeinWinkel  ^ÄC durch 
Sß  balbirt.  die  Halbirungslinie  oerlSngert-nird,  hl» 
sie  den  um  ^  ABC  beschriebenen  Kreis  in  £  trifft  und 
C£gezogen  nird,    seist 

\)  BÜ.BE=AB.BC,    2)  BE.DE=CE'. 

Das  erste  ergibt  sich  bekanntlich  einfach  aus  der  Aehnlich- 
lieit  der  Dreiecke  BCE  und  ABO,  das  Kweife  ebenso  aus  der 
iahnlichkelt  vüq  ^  COE  und  A  BVE. 

Beides  vorausgeseUt  ergeben  sich  folgende  zwei  eiolacfae 
Lehrsätze : 

Lehrsatz    1.  ,- 

Wenn  (Taf.  IV.  Fip.  1}  die  HalbirUngBrinien  BD;  CF 
der  beiden  Winkel  ABC,  ACB  eines  Dreiöcks  ABC  eiif- 
juder  gleich  Gind,  so  «sind  auch  ibüe  Verlängerungen 
Dt,  FG  bis  an  die  Peripherie  des  um  A  ^ßCbeschrie- 
benen  Kreises  einander  gleich. 

Beweis. 


Wäre  DE  nicht  =FG,  so  wäre  DE  ^  FG.   Im  ersten  Falle 


irSre  auch  BE>  CG,  weil  BD=CF  ist,  also  wäre  BE.BD> 
CG.CF  MnA  BE.DE->CG.FG.  Daher  wäre  auch  AB.BO 
iC.ÄC  (s.  üben  Satz  1.)  und  Ci;*>  ßG*  (s.  oben  Satz2,).  Wegen 
de«  ersten  wäre  AB^^AC  wegen  des  zweiten  aber  CE'>  BG, 
itao  auch  j:1CBE<.Z.BCG*):  folglich  auch  ^  ^  CBE^ 
!Z  BCG,  d.  h.  ^  ABC>  Z.  ACB,  unddaher  ACy  AB,  folglich, 
dB  nicht  beides  zugleich  stattfinden  kann,  kann  auch  DE  nicht 
>fC  sein.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass  DE  nicht  <fG  sein 
kann,  weil  sonst  wieder  zugleich  AB^^AC  und  AC<,AB  sein 
Bfla^te.  I  Folglich,  muss  DE=  FG  sein. 

Lehrtati    II. 
Wenn  die  HalbirnngsHnien  BD,  CFder  beiden  Win- 


0  Weil  riE 
gen  «ttht  ats 
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k^r  ABC,  iiCHeiMft  Dreiecks  ii^e  ei«aBd«rcl#i 
«lAd,  ••  sind  Üi«si»Wink«l'seilp0l  einäwier  freien  ot 
.A  ^AC  Ist  stolchscheiikHil;  ' 

.■      ■  1       i"»  ••.■•■»■  ■        .    .  •  '      •     » 


.1 


•  t 


Da  BD:=sCF  ist,  «o  ist  (nach  dem  vdH^  LehtsstlBe) 
VE^FG.   also  BiKb  BE^CG^   folglich  BJß.DEza  CG. 
f|.  h.  eS^^B,G^,  also  M^auch  €£s£i;.  und  daher  <^  ' 
—  ^BCG,  also  aocb  2  X  Ci?£i7:a  ^BCG^  iL  h.  ^ 
r=  ^  4Ci?  Pd^r  ii  ^BC ^gleichschenklig. 


1. . , . .  1 1 


•.  :    ■. 


/ 


Einige   kleine  Notizen    von   Herrn   Hofrath  Dr.  Claoien 


^1 


I   .-•( 


Im  ISten  Bande  des  Arehi?^  p.  4?^  fehlt  die  Deteraiisniii 
iDsasr.'-Es  is».  •■  :<•■.'■■■..- 

(3447)«— 397(173)«  = —4. 

Doctor  Arndt  hat  die  Gaussischen^Zahleii  Disqnis.  aritbi 
p..,  40(K '  verinfithlich  nic^t  :nachgerecfioet,  wo  diesci  Detcraioaiili 
sich  C^hlerliaft  eingeschlichen  hat 

Ich  babednrch  eine  eigene  Hediode. die  Zahl       q»   .  hifct 
Factoren  i  ■.: 

2071733  und  S3632233S7 


zerlegt    (S.  Archiv  Bd.  10.  p.  56.) 


'       \t 


\\\    . 


-A 


•••  I 


1     .-■ 


.  \K 


•  \       -  \  ■ 


■.  t 


i  *• 


\ 


•        « 


\:\,  \\ 


*'  '  _        :        Veim   Heravsgehejr..;  -  ■  _ 
EW  ist  im  sphftrischen  Dreledir 


1.; 


»  ^»•■ 


I   >i 


■»  i« 


r  .^  •     . 


■f  ■»  »       .  '       ' 


sin(6— c)        1   ..  .  sin(o-^'      l'-j^  •  shi(iiiM()i    -  1  ;;ji 


■r 


sina 


a^*  ^     sin6     "^"a--   •      sine     — 2 


.1 
sin(6— c)  sinisin(i— fl)      sin(c— g)  8ini8in(i-"'fe) 

~     slua    *  •  shiftsine       •      silifr    *-    siocsieä      ' 


.' ' 


sin(gr-^)  si|usiii(*r-c) 
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I . 

i.       ^gfttf"'  '•*  i •  [oD«i»^D(i-?-c)4-co«is&i(e-^ a)-4'C0flb8ni(a*^)]siD5 1 
!^  ainaBinteiDC  {— [siDasiD(6~<r)-|-siD6sin(c-- a)-|-0iiieMii(d^-^)]eo8s|  * 


!•»:":    ij»t 


"^ » 


«vf 


larfll»-r--«1y  a    •:;       )■ 


'iv-i 


^.  yo^JPi^- iQghich  dvütch  ^otfriokeluhg  der  Sini^  4er  Wio^ 
onifen  findet: 


toBa8iA(lh^)-i'  eofi6»iii(c— 0):+  cbiftcsinfia— 6)  =  0 , 


1  •  ^ 


8ina8iD(6— c)-f  8ifi6sin(c —  a)  4-shi(?sin(ä  ~6)=0. 

■  ^  y-  -       ■  ■  ■.  ■         -  ■     ■  . 


*■       -   ■  •.,!■...  ■        .       •         ■  ,  '  *.      '  .  , :  ;     •  ■ .  , 

.•  dii(ft— c)       1  ^.  sin (c—a)        !_,    8in(a  — 6)        l_     _ 


•  « * 


r  l 


Ans  dieser  Gleichung  zwischen  allen  sechs  Stücken  des  sphä- 
rtMftes'Dteieekes  mfl^fi^eff  sieh  die  Gaas^'sehen  O^ekhmgMip  ab* 
Ititen  lassen.    Wie  ist  dies  muglich?  €L  ' 


itij' -.fi 


M 


/  Vom  HerÄfi$geb0r. 

'leb  ftatt«'  Mjalich  eine  znfMIfge  Veranlassmig  y  «lidi  miC^m 
Beweise  des  Mgett&en  geometrfardhen  Satze»  zä  b«9eb9fligeÄ:\ 

Wenn    man    von    einem    Punkte    ausserhalb    eines 

fleiciiseitigen  Dreieeks  gerade  Lin-ien  nach  den  Ecken 
es  Dreiecks  zieht,  so  ist  die  Summe  derQuadrate  die- 
ser drei  Linien  dreimal  so  gross  als  die  Summe  der 
42i|adrate  der'beiden  £ntfernunffen  des  Durcbschnitts- 
firokts.  der  drei  Huhenperpendikel  des  Dreiecks  vou 
einer  seiner  Ecken  und  von  dem  ausserhalb  des  Drei- 
ecks angenommenen  Paukte. 

Unter  den  verschiedenen  Beweisarten»  weiche  ich  bald  fand» 
scheint  mir  namentlich  eine  für  Anfanger  lehrreich  zu  sein;  auch 
laiin  man  bei  dem  Beweise  zweckmässig  neben  rein  geometri- 
schen Betrachtungen  trigonometrische  und  arithmetische  ße- 
tehtnngen  in  Anwendung  bringen;  und  weil  ich  nun  Sätze,  die 
solche  sehr  verschiedenartige  Betrachtungsweisen  zulassen»  für 
Vsonders  instructiv  für  Anfänger  und  zu  deren  Uebung  Vorzugs- 
preise geeignet  halte,  so  will  ich»  so  unbedeutend  die  Sache  an 
jUilst,  Iraar  mittheileo»  was  ich  über  den  mir  froher  ganp^.  nabe- 
mteif  SatB  fand.         ^ 

Thtil  XX.  31 
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Das  gegebene  gleichseitige  Dreieck  sei  ABC  (Taf.IV.Fie.6, 
der  Durchechiiittspankt  seiner  drei  Hiihenperpendikel  sei  0, 
also   bekanntlich  AO  =  BO  =  CO  ist;    der  gegebene  Punkt  i 
serhalb  des  Dreiecks  sei  G. 

auf  den   folgeodi 

Von  d«m  Punkte  G  ßille  man  auf  die  drei  Uöhenperpeni 
kel  des  gegebenen  gleichseitigen  Dreiecks  ASC  die  Perpeadik 
GH,  GJ,  GK;  so  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  geonril 
sehen  Satte: 

GA*  =  ^  O"  +  GCfl  —  lA  OxHO  '). 
GB^=  BO*  +  60«  +  IBOxJO, 
GC*=CO*  +  GO»  -  2COXKO. 

Addirt  man  nun  diese  drei  (!leichnnaen  xusammen, 
man,  weil,  wie  schon  bemerkt,  ^0=fiO=C0i8t,  die  t^eichu 

GA^  +  GB*  +  GC* 

=  3(AO^+G  O*)  +  2^  OxiJO  —  ÄO  -  KO), 

und  der  zu  beweisende  Satz  würde  also  bewiesen  sein,  wenii  m 
zeigen  könnte,  dai^s 

JO—JaO-KO=0  oder  JO=aO+KO 

ist. 

Einem  mit  den  ersten  Elementen  der  ebenen  Trigonond 
bekannten  Anfänger  wird  nun  wahrscheinlich  die  sich  ensleicli  iti 
bietende  Bemerkung  nicht  entgehen,  dass  die  Linien  HO,  Jt 
KO  die  Cosinus  der  Winkel  GOH,  GOJ,  GOK  tur  den  L  " 
messer  GO  sind,  so  dass  also,  wenn  wir  die  in  Rede  8teb«ld( 
drei  Winkel  der  Reihe  nach  durch  y,  x,  z  bezeichnen,  Aei  I 
weis  darauf  ankommt,  zu  zeigen,  dass 

cosa;  =  co5y  +  cosi 


*)  Der  Anfänge 
geläa&gere  Gleichii 


würde  vahrscheinlicfa  zuenl  geneigt  lein ,  d 
IS 

GO'  =  AO'  -f  CA*  +2iÖXM 
•  dieier  Gleichung  folgt  aber 

GA'>=eO*—AO^  —2A0XAU 

=eo*~A(P— 2Aa>z(ffo —AO) 

=eo*—A0*-t-9A0*—iA0XBO 

=AO*+(;o*~2AOxno. 

Dergleichen  Bamerkungen  wie  vontehende   sollte   der  georoetriinht 
Elcmenlaranterricht  immer  sorgfältig  berücb«tehtigea. 


47» 

E'>  Kwi  iMCncMi  abw  die  beidmi  V^nkel  AOE  ond  COE  be- 
nlldi.eo*/  und  M  iat  atm 

TT-,.;  '       ..  ^ 

Um  dam  der  Beweis  sich  jetzt  darauf  reducirt»  zu  zeigen»  dass 
db  CMdrang 

.  \\ .  cosa:=cos(60**— ar)  +  cos(60^+ jr) 


ridifig  ist    Weil  nun  aber 

€08(60^— j?)=:eo86(^«co8a: -fsinOO^.sin^r, 
cos(00^-f  ^)  ==co860<'.Gosar  —  sin60^.8ina; 

Ast»  se  redndrt  sich  die  obige  Gleichung  auf 
r^*;.    •  cosar:ä2cos60o.cos;r. 

■ 

^Mtnoiiincfa  ist  aber 


cosfiOO=:8{n(9(K>-600)=:sinabo=:^» 


«1  ^ 

cos«s=2  •  ^  .cos^rsscosdP- 
'Ai  jdleil  dne  identische  Gleichung  ist,  so  ist  wiridich  allgemein 

,^,  ^  cosa:=co8(60®— a:)  +  cos(60<>+a?)   - 

mtd  jMglidh  auch 

JOoHO+KO  oder  JO-^HO-^KOszO, 
«ho  Mich  dem  Obigen 

G^«+ Gfi*  +  GC«=3(ilO«+ GO«), 

^  4|gMi  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  dargethao. 

Vielleicht  wird  der  mit  dem  obigen  Satze  sich  beschäftigende 

r  -^&iftnger  sich  nun  sa^en,  dass  bei  einem  solchen  rein  geometri* 

£  sehen  Satze  wie  dem  in  Rede  stehenden  die  Anwendung  trigono* 

Z  Mtrischer  Formeln  einer  guten  geometrischen  Methode  nicht  ganz 

s^^fmlss  ist;  er  wird  also  versuchen »  dieser  trigonometrischen  Rech- 

SriBBg  eine  geometrische  Form  zu  geben.    Sieht  er  nun^   wie  das 

[-  Jeder,   wer  einen  solchen  Versuch  wagt ,    sogleich    thun   wird, 

srise  Figur  an,  so  wird  ihm  gewiss  bald  einfallen,  dass,  weil  die 

•  Vbkd  GBO,  GJO,  GKO  rechte  Winkel  sind,  die  drei  Punkte 

BfJ,K  in  dem  Kreise  liegen  müssen,   den  er  sich  über  GO 

ab  Durchmesser  beschrieben  denken  kann.    Die  Linien  OH,  OJ, 

OK  sind  dann  drei  Ton  dem  in  diesem  Kreise  liegenden  Punkte 

0  aasgekende  Sehnen  dieses  Kreises;  die  beiden äussersten Seh- 

31* 
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Den  OU  und  OK  ahliessen  einen  Winkel  laD.  130<*  eia,  und 
ser  Winltel  wird  von  der  mittleren  Sebne  CJ  halbirt.  Bfilt 
der  Anlanger  diese  Bemerkung,  Hie  bei  eioigeiQ  Geschick  t| 
schwerlich  entgehen  n-ird,  mit  dem  Obigen  zusammen,  so 
er  leicht  darauf  kommen,  dass  es  eich  um  den  Beneis  eines 
metrischen  Satzes  handelt,    «elcber  ulso  lautet: 


Wenn  von  einen 
gur   7.)     in    der    Per 

bige,  einen  Winkel 
Seh 


1  beliebige»  Punkte  O  (Taf.  IV.  Fi 
ipherie    eines    Kreises   zwei  belir 

von  I^O"  (=gR.)      einscblfeseeni 

en  OH  und  OK  auscezasen  n-erden  und  diese 
Winkel  durch  eine  dritte  Sehne  OJ  halbirt  wird,,  _ 
ist  diese  dritte  Sehne  immer  der  Snibme  der  beidt 
anderen  Sehnen  gleich. 

Der  Ben-eis  dieses  Satzes  kann  nicht  schtrer  fallen.  .Dei 
zieht  der  Anfänger  HJ,  JK,  KU,  so  bemerkt  er  auf  der  S 
dass,  in  Folge  des  Satzes  von  den  Peripherie  winkeln,  <Ue  V 
kel  JHK  und  JKH  rcspective  den  Winkeln.JO£  und  70ff  gtä 
also  ivie  die  letzteren  selbst  einander  gleich  sind,  so  dass  jei 
der  beiden  Winkel  JHK  und  JKH  Bwei  DriHbeile  eines  red)' 
Winkels  oder  00°  beträgt,  folglich  das  Dreieck  ffJK  bekamt 
gleichseitig,  also  HJ=HK  ist.  Wird  mm  OK  auf  OJ  abgd 
gen,  nSmlich  JL^OK  gemacht,  so  sind,  weil  die  Winkel  Bi 
und  HKO  einander  gleich  sind,  in  den  Dreiecken  HJL  und  Bf.' 
offenbar  zwei  Seiten  und  (|er  eingeschlossene  Winkel  gleich ,  die« 
Dreiecke  folglich  eioander  congruent.  Also  \»tLB^=OH-  Dali 
ist  das  Dreieck  OIIL  gleichschenklig,  und  folglich,  weil  ZM 

=  öRist,   gleichseitig,   also  OL=On.     Daher   ist   OJ=0 
■\'liJ=OH-\-OK,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Auf  eine  andere  Art  kanrt  aber  unser  Satz  anf  folgende  Art  lio 
wiesen  werden,  und  dies  Ist  eigentlich  der  Beweis,  auf  den  ic 
hier  aufnierUsani  machen  wollte,  da  er  mir  für  Anfönger  beeml 
ders  lehrreich  scheint. 

Man  ziehe  in    Taf.  IV.  Fig.  8.  die  Linien  DE,  EF,  FD,  i 
durch  du   (Heichs«itige  Dreieck  DEF  entsteht;    aoBserdem  xn 
n^in   die   Linien  GD,  GE.  GF;   so  ist  in  den  Dreiecke«  BGC 
CGA,  AGB,    deren  Seiten  BC,   CA.  AB  in  Ü,  E,  F  h  " "^ 
siodi  näch  i^uem  bekaonten  Satze: 

•  I 1  GC^  +  GA'^=:^{GE^  +  CE*), 

;'■  GJ*  +  Gß*=2(GFa  +^Fa); 

abo,  'i*ejin  man   addrrf  und  nach  der  Addition  zugleich  durch 


GA^  +  GB'+  GC''=z GD^^CE'+GF*^ BD^+CE'+AF'.  , 


U 


UFT 

BT,  wie  cogleicb  erhellet: 


;:».;       .  ^\  •.«  o.  .    !  .:'   .•  ;  .    'A  '■      »'..  .i 


ij"'   •:». 


5  5=  (?.<"+ f?fi«+GC»,vS  ssy<JB«+^£7«+C^5 

•■.,    i.|      d  »j  ■•      .  •'    .••.       ■      •».'■.     '.».  ^•     ■       •;•'.■  •:'.■:■>■  '■■»i'>l   '.       >:   •      i    5 


id  |biw<AM:fitalip|i(^  Qez(webditngen  Cürdte^^leicbsditigeB  Drei* 
:ke,  <fii«.4|kh  laofi  dem  .-Dreiecke  2>£F  «.  3i.  i^^'ebeiB  ^'cenat^U 
«  lassen,  wie  das  Dreieck  D£F  aus  dem  Dreiecke  ABCo&t^ 
tmirt  worden  ist;  so  erbalten  nir überhaupt  eine  Reibe  von  Glei- 
buDgen  von  der  folgendeo  Pomi: 

'■'''-'  -  /^--'     ^''^''s^^Si  +  jl^;  •■  :  :  :\^^'-  ;'^  ■;y^ 

Äl  ^  SjJ    +    J^£, 

ÄadbX  +  J-s«. 

#  u.  s.  w. 

Äddirt  man  diese  Gleichungen  zusammen  und  hebt  auf,  was 
eh  aufbeben  l&ldl;  eo  erhäi  nüi:ti  die  Gleicbuilg^ 


>  t 


on  erhellet  aber  sehr  leicht  ^  dass 


.1      <  I 


u.  s.  w. 


iglich 

-r+  ^  +  -^2  +  ...-  +  i^^  +  ^Ä«i 

t    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

s=s„+jti+i+(4)«+ft)»+i..-.+a)»^-MXr  •      ..  - 

acsh  der  fiehre  von  deb.geoinetriseheB  PrögressiotJen  ist  aber 

^  ;,;i+^+(l)-+<J)»>t.:..:ft;a)r=r£^ 


=s„4jti-a)"i-E. 


LSsst  man  jetzt  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  nähert  offen- 
bar Sm  sich  der  Gränze 

weil  die  gleichseitigen  Dreiecke  wie  DEF  u.  s.  w.  sich  imnier 
genauer  und  genauer  auf  einen  blossen  Punkt  znsammeazieben ; 
und  ii)'  nSbert  sich  der  Grunze  Null.  Geht  man  also  in  der 
Gleichung 

S=S„  +  lll-a)"l^ 

fSr  in 's  Unendlich  tvacheende  n  zu  den  GrSnsen  fiber,  so  erbill 
man  offenbar  die  Gleichung: 

d.  b.  die  Gleichung:  * 

GA*+GB*+GC*=5.GO»  +  i(AB*^BC*+CA^. 

Es  ist  aber 

AJl*=AO*  +  BO*  +  iAOxDO, 
BC'=BO*+Ca'+W0xE0, 
CA*  =  CO^  +  AO*  +  iCOxFOi 


AB'  +  BC*+CA*=6.AO^+2.AOx{DO+EO  +  FO) 
=  6.A0*-^&.AOxDO; 

und  weil  nun  DO  die  HSifte  von  AO  ist,  weil  das  Dreieck  fißO 
offenbar  die  HälTte  des  Dreiecks  ABO  von  gleicher  Höbe  mit  er- 
sterem  ist,  so  ist 

AB*+BC+  CA*=6.AO*+6.AOxiAO 

:=6.JO'  +  S.AO'=9.AO', 
iiAB*+  BC*+CA^=3.A0*; 

also  nach  dem  Obigen 

GA''  +  GB*  +  GC^=^AO^+GO*), 
welches  der  zu  beweisende  Satz  ist. 

Weil  der  Begriff  der  GrSnze  eigentlich  der  Grundbegriff  der 
gesammten  hüheien  Mathematik  in  ihrer  neueren  Darstellung  ist 
und  sich  durch  diese  ganze  Wiasenschaft  hindurch  zieht,  ja  im- 
'    '    '    '   '  'n  derselben  nur  ein  ßlatt  umschlägt. 


J 
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laopt  eioe  strenge  Darstellung  namentlich  der  hüheren  Ana-               ^H 
,  ohne  tminer  atif  diesen  Begriff  zurfictzulcommen ,    gar  nicht               ^H 

ich  ist;    so  scheinen  Betrachtungen  wie  die  obigen,   auf  ele-               ^H 
are  geometrische   8fitze  angewandt,    Tür  den  Unterricht  von               ^H 
ngern,  die  in  der  Mathematik  weiter  gehen  vrollen,  einen  sehr               ^H 

begründeten  Werth  lu  haben,  und  sollten  surgraltig  benutzt               ^M 
en,    vro  sie  nur  irgend  sich  darbieten,    um  den   Anfänger  so               ^H 

ftls  müglich    mit  dem   strengen  Begriffe  der  Grfinze  und  der               ^H 
i§ea  Anwendung  desselben  bebannt  zu  machen.                G.                  ^M 

iltate  meteorologischer  Beobachtungen  vom  Herrn  Pro-             ^H 

»i-  der  Physik  Thomas  Egid  Heller  dahier  und  dem             ^M 

Unterzeichneten  von  einem  halben  Jalirhunderte.                     ^H 

Grösflte   Kfilte. 

GrSsste   WSrme.                     "^1 

26.  Januar    .     .     -ÜOOR, 

1798,17.Aiig.de.M 

ttaga+22<>a            ^B 

m  Januar    .    .    -24,6 

1790,  15.  Jutil  . 

.    +22,0  '.          H 

,  15.  Februar.    .     -20,3 

1799.  17.  Augral 

.    4^26,3  ,       ,    ^B 

23.  Januar   .    .    -23,8 

ISOO.  30.  Mai    . 

.  +'m  ■ .    ■ 

2.  Februar   .    .     -25,0 

1800,  lü.  JoH    . 

.  +23,0'     ^m 

3.  Januar     .    .    -27,0 

1800,  15.  AuguBt 

■    420,3            ^H 

1802,  9.  August 

•  +"•« .     ^M 

1807,  31.  Juli    . 

■    +25,7-, 

1807,  31.  Auguat 

.    +25,6 

1808,  31.  Juli     , 

.    +25,4 

1811,  29.  Juli    . 

.    +25.1                 _K 

1819,  8.  Juli .    . 

.    +24,2                M 

._, 

1822,  2.  Juli      . 

.    +26,1                 ■ 

^— 

1823,  27.  Auguat 

.    +26,3                  ^ 

m 

1824,  4.  Juli     . 

.    +25,0 

■ 

1825,  8.  Juli .    . 

.    +26,0 

m 

1826,  2.  August 

.    +26,8 

■F 

1827,  2.  August 

.    +25,3                ^ 

■ 

1828,  6.JuU.    . 

.    +28,0                H 

■ 

1829,  25.  Juli    . 

.    +25.0                ■ 

1 

1832,  14.  Juli    . 

.    +26,2                H 

1833,  2«.  Juli    . 

.    +26.0                H 

r 

1834,  13.  Juli    . 

.    +27,0                V 

1842,  5.  Juli .    . 

.    +24,0                  ^ 

1844,  23.  Juni   . 

•    +24,0 

Fuld»,  deg  M.  Febinir  1863. 

^L.                Dr.  Scbnaider,  Gehcimar  Medliinalrath.                 ^M 

'*"'   "''    '    Vom    Herausgeber. 
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Id  dem  in  England  sehr  bettebten  Schi^ahrtslebrbnche  von 
E.  Riddle*)  fiode  Ich  S.  33.  den  fni^endeD  sehr  eiafscben  Be- 
weis des  pj'thBgoräisehen  Lehrsatzes,  der  it-eDi^Rtetis  mir  b'n 
jetzt  unbekannt  war.  Da  mancher  Leeer  des  Archivs  sich  >i 
scheiiilich  mit  mir  in  demselben  Falle  betinden  wird,  so  theite  ich 
den  Be<veis  hier  mit,  ohoe  erst,  was  vielkicfat  meine  PQicbt  als 
Herausgeber  näre,  nozu  es  mir  aber  gerade  jetzt  an  Zeit  nnd 
auch  an  Lust  gebricht,  alle  miigiichen  geometrischen  Lehrbächer 
durchzumusteru ,  hier  mit. 

Man  fälle  (Taf.  IV.  Fig.  9.)  von  A  auf  die  Hypotenuse  BC 
das  gewühnliche  Perpendikel  AL,  rerlangere  es  nach  beiden  Sei- 
ten hm,  bis  UK  in  JH,  das  verlünserte  DE  in  O  geschnitten 
wird,  und  verlängere  dann  auch  BlTäheT  B  hinaus,  bie  DE  in 
iV  geschnitten  wird.  Dann  ist  offenbar  \BDN^  XABC,  weil 
BD  =  AB,  ^BDn=^BACmA  offenbar  ^OBN  =  j^ABC 
ist,  da  ABD  und  CBJS  rechte  Winkel  sind,  die  dec  Winkel  ABTf 
als  gemeinschafllicheTi  Theil  enthalten.  Also  ist  BJS  =  BC=BH 
und  die  Parallel  ob  ramme  ABJSO  und  fiX^// haben  daher  gleiebe 
Grundlinie  und  Höhe,  sind  also  einander  gleich.  Weil  nun  abct 
auch  AB^  offenbar  dem  Parallelogramme  ABNO  wegen  jHeicbet 
Grundlinie  und  Hclhe  gleich  ist.  so  ist  AB^=  Rechteck  BLMB. 
Gant  eben  so  auf  der  anderen  Seite  j1C*=  Rechteck  CLMK. 
Also  BC'=^jBa  +  ^C«,  w.  z.  b.  w. 

Dass  FG.  Vena  man  es  über  F  hinaus  verlängert,  ancb  auf 
den  Punkt  0  treffen  muss,  erbellet  auf  der  Stelle,  weil  offenbar 
EO=DN=AC=AF  ist. 

Utr  scheint  dieser  Bew«s  wohl  werth  zu  sein,  heim  Untet- 
ricbl«  in  den  Elementen  der  Geometrie  benutzt  zu  werden.      G. 


Bmit^tigung. 


HidAle,    Fifth  Edi 

'  in  ^af.  IV.  Fig.  3.  Theil  XYI.  muss  noch  die  Liaiti  ÄC  ge- 
zogen werden. 

Theil  XIX.  Seite  228.  Z.  S  statt  J  setze  man  G. 
:  ,.  ,.  „  «  Z.  6  ,.  a'  -.  »  ä. 
'  ,.'         ,.        „     230.  Z.  S  y.  u.  statt  k  setze  man2jt. 

.4>m|a.»'I'IiI'    ■> ".         '       "W    -.,1  '•   .'     "■  .1 
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liiterarlisclLer   Berlelit. 


Gteschichte  der  mathematifc  und 

Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  derWissen- 
chaften  (zu  Wien).  Zweiter  Jahrgang.^  1852.  Wien. 
US  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 

Den  ersten  Jahrgang  dieses  Almanachs  der  Kaiserlichen  Aka- 
emie  der  Wissenschaften  zu  Wien  hahen  wir  im  Literar.  Ber. 
r.  LXVIII.  8.  873  angezeigt >  und  freuen  uns»  jetzt  den  zweiten 
sthrgang  anzeigen  zu  können.  Der  Grund,  weshalb  wir  di^en 
Imanach  besonders  anzeigen,  ist  schon  a.  a.  O.  angegeben;  weil 
erselbe  nämlich  eine  Angabe  der  wichtigsten  Lebensumstände 
nd  der  Schriften  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  trefflicher  Mathe- 
latiker  und  Physiker  enthält  Was  in  dieser  Beziehung  der  erste 
ahrgang  wegen  der  KOrze  der  bis  zu  seiner  Herausgabe  verstat- 
iten  Zeit  noch  nicht  leisten  konnte,  ist  in  diesem  zweiten  Jahr- 
ange  mit  möglichster  Vollständigkeit  nachgeholt  worden,  und  wir 
alten  daher  diesen  Almanach ,  besonders  in  seiner  jetzigen  Ge- 
talt,  für  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Literaturgeschichte 
er  Mathematik  und  Physik,  so  wie  der  Naturwissenschaften  ü ber- 
aupt, weshalb  wir  die  Leser  unserer  Zeitschrift  wiederholt  auf 
enselben  aufmerksam  zu  machen  nicht  verfehlen.  Ausserdem  ist 
erselbe  natürlich  auch  in  so. fern  von  grossem  allgemeinen  Inter- 
sse,  weil  er  sehr  vollständige  Nachrichten  über  die  Einrichtung 
nd  die  Arbeiten  einer  der  ersten  Akademieen  der  Wissenschaf- 
3n  enthüllt,  welche  >  ungeachtet  ihres  bis  jetzt  nur  kurzen  Beste- 

and  XX.  .  77 
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liens,    doch  schon  eine  sehr  grosse  and  sehr  erfolgreiche  wiBsn  ^ 
Kchafllichc  Thätigkeit  entfültet  hat. 


In  dem  Journal  des  savants.  Mo 
dritten  und  leieten  Theil  des  Berichts  vi 
über  die  Cor  re  spondan  ce  o(  l^ir  Is; 
fessor  Cotea.  Dieser  dritte  Theil  ist 
besonders  interessant,  hauptsachlich  atier 
die  vielbesjirochene  Krage  discutirt,  ob  N 
arsprünglicli  in  derselben   Weii 


1852,  fiodet  man  dt9j 
dem  treßlicbea  Bi« 
c  Newton  and  Pfft 
mehrl'ucfaer  Bezicfanj 
shalh,  "eil  I  _  ^_ 

.-Ion  die  Princi|i1ejf| 
ie  der  Nachwelt  abwl 
geben  hat,  d,  h.  auf  synthetischem  Wege  verfasst,  oder  ob  er  die  1 
Resultate  urspriitiglich  analytisch  |>erunden,  nnd  dann  der  Darsttt] 
lung  nur  eine  synthetische  Fassung  gegeben  habe,  nofiir  als  Gm 
angegeben   ivird:  l'habitade  qo'avait  INewton,  de  voller  sa  pei« 
et  de  cacher  sa  personne ,    minies    dans  les  letlres  scientific 
oA  il  pretiait  la  part  U  plus  actlve.     Üiot  entscheidet  sieb,   1 
zu  erKartell  stand,  für  die  zneite  Alterrialive,  dass  uämÜcli  sld 
den    Priucipien    niedergelegtes  Resultate    urspraiigUch    aBal|äfc 
gefunden   worden    sind.      IJass  eben  diese  ganz  synthetische  Fa 
sung  die  LectQre  der  Priucipien   sehr  scbM'ierig   macht,    ist  e| 
jedem  Mathematiker    bekannte  Sache,    und   üiot   fuhrt  id  ^H 
Beziehung   ein    sehr  merkivürdiges    und    uSfeiies  Ceständniss  v 
Eul«r  an,  welches  wir,  allen  den  Mathematikern,  die  gfoichb 
Schwierigkeiten  bei  dem  Studium  der  Principien  landen,  aumlrs 
hier  volUtjindig  niittheilen.    Euler  sagt  nämlich  über  stv)|adM 
„Quod  omnibus  scriptls,  quae  sine  unalysi  sunt  coroposita,  1C|I 
ti.«8iinum  iiiechaniciä  obtingit,  ut  leclar,  eliam  si  de  verilate  er 
quae  proferuniur,    convincatur,    tarnen  noii  satis  claram  et  d 
ctani  eoruni  cognitionem  aesequalur,  ita  ut  easdeni  quaestiMWii 
taiilillum  immutentur  proprio  niarte  vix  resolvere  vafeat;  n-~  '—^ 
in   anälysin  inquirat,   easdernque  propnsitiones  analytica  I 
evulvat.      idem  omnino  cum  Newfoni  principia  pcrlustrare  e 
eem,  usu  venit,    ut  quamvis  pluriuni  problematum  solntioneq.« 
percepisse  mihi  viderer,    tamen  iiarum  tantum  discrepentla  p 
mata    resolvere  n«ii  potnerim.      Illo  igitnr  jam  tempore,    qi 
potui,    couatus    sum    analysin  ex  synthetica  illa  methodo  i 
easdemque  propositiones  ad  meam  utililatem  analytice  pertr     ^^^ 
quo   negotio    insigne    cogtiitlonis  nieae   augmenluni    percept*'' 
Schliesslich  spricht  Biot  sein  allgemeines  Drtheil  fiter  No*!"^^ 
nnumirunden  aus,  und  schliesst,  Bezug  nehmend  auf  die  tbw 
gehen  Untersuchungen,  mit  denen  Newton  sich  bekanntlich^" 
falls  vielfach  beschäftigt  hat,  mit  den  folgenden  hemerkensi 
Worten:    „Mon  savanf  ami,  le  Docleur  Brewster,  m'a  fnn 
tnent  driclar^,    qne    .,rinterpretation  donnee  pnr  Newton  des  I 
„ph^ties,    ind^peiidamment   de  l'evidence  historiiiue  et  morah 
quelle  eile  repose,   peut  6tre  develnppi^e  jusqu'ä   la  plf 


ude  d'ujie  d^mo 


Vingt  a 


pnis  Que  j'ai  re^n  de  lui  cel  avertlssement  charilaiite,  <iue  jÜ 
regarcler  comme  une  promesse  de  m'öclairer.  Je  snppiie  (^ 
nient  le  Docfeur  Brewster,  de  ue  pas  tarder  ä  le  faire,  etn' 
bientrlt  sa  d^monstratinn  publique;  car,  h  l'äge  auquel  Doos 
mes  tons  deux  parvenus.  il  pourrait  arriver  d  un  mnment  k  l'i 
qn'il  ne  «e  tronvilt  plus  en  position  de  me  la  donoer,  oa  mbi' 
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k  recevoir,     11  devrait  m^me  se  faire  acrapole  de  Tovoif  gardto 
poar  lai  seul^  pendant  si  longterops. '^ 

Für  Biot  ist  Newton  un  bornme»  qui,  comme  geom^trey  et 
eomme  experimentear,  est  sans  egal.  Par  la  röunion  de  ces  deiix 
genres  de  genie^  ä  leur  plos  haut  degre,  ii  est  saos  exemple.  Su? 
lies  travaux  seientifiques»  qui  oot  reculö  les  boroes  de  Fesprit  bu« 
itiain^  repose  sa  gloire  tout  eiitiere.  8es  ecrits  sur  la  cbronologie 
et  les  proubeties  sont  de  taurs  de  Force  d*erudition,  säns  resultat. 
Les  Premiers  sont  iinperissables;    des  autres  il  ne  reste  rieo. 


Arithmetik. 

Lebrbucb  der  Arithmetik  und  niedern  Anafysis  zun 
Gebrauerbe  bei  Vorlesungen  und  zum  Selbst  -  Unter* 
richte  bearbeitet  von  Dr,  G.  Radicke,  Professor  an  der 
Rhein.  Friedrich  -  Wilhelms  -  Universität  zu  Bonn. 
Zweite  mit  einer  Zulage  vermehrte  Ausgabe.  Berlin. 
(Nicolai'scbe  Buchhandlung.)    185^8.    2  Thir.  15  Sgr. 

.  Einer  Buchhandlung,  die  einen  so  geachteten  Namen  in  ihrem 
Schilde  führt,  wie  die  Nicolai'sche  Buchhandlung  in  Ber- 
lin,  hätten  wir  es  in  der  That  nicht  zngetrauet,  dass  sie  sich 
dazu  entschliessen  könnte,  solche  alte  verlegene  Waare  wie  die 
obige,  mit  einem  vorgeklebten  neuen  Titelblatte,  und  einem  auf 
dem  Titel  'übrigens  koniisclierweise  mit  dem  in  literarischen  Din* 
gen  ganz  ungewöhnlichen  Namen  einer  „Zulage^^  bezeichneten 
Anhange  versehen,  zu  dem  im  vorliegenden  Falle  enormen  Preise 
FOD  2  Thlr.  15  Sgr.  als  eine  „Zweite  Ausgabe"  wieder  zu 
Markte  zu  bringen.  Müsste  das  Archiv  nicht  fürchten,  sich  viel* 
leicht  gar  einen  Injurienprozess  zuzuziehen,  so  würde  ein  solches 
Verfahren  hier  ohne  Weiteres  mit  dem  Namen  bezeichnet  werden, 
mit  welchem  es  jeder  rechtlich  denkende  Mann ,  auch  ohne  das« 
wir  den  Namen  hier  aussprechen,  für  sich  belegt.  Aber  wenig- 
stens die  Leser  des  Archivs  dringend  zu  warnen  vor  diesef  Spe- 
enlation,  ist,  diesen  gegenüber,  unsere  Pflicht,  der  wir  also  hier- 
mit nachzukommen  nicht  verfehlen,  ohne  dieselben  übrigens  sonst 
von  dem  Ankaufe  des  manches  Gute  enthaltenden  Buches  abhal- 
ten zu  wollen,  auf  dessen  weitere  Besprechung  wir  aber  bei  einem 
solchen  Verfahren,  wie  es  hier  unzweifelhaft  vorliegt*),  nicht  ein- 
gehen können. 

Logarithmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  Bero- 
ünensis  et  numerorum  vulgarium  ab  l  usque  ad  100000 
et  functionum  trigonometricarum  ad  decades  minuto- 
rum  secundorum,  auctore  Carolo  Bremiker,  Dr.  Ph. 
Beroiini   (Nicolai).    1852.    8.    4  Thlr. 


i')'Die  Vorrede  z.B.  i«l  unterzeichnet:    Bonii^,  den  3.  Augast  1647. 
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Es  ist  bekannt,  das»  man  bei  den  meisten  astrano mischen  mi 
anderen  Rechnungen  mit  8ecbastellie;en  LojrBrilhmen  gerade,  i 
auch  vollkommen  ausreiclit,  iudem  l'ünlStellen  zu  wenig,  siebenlJtel- 
len  zu  viel  sind.  Daher  ist  auch  schon  oft  von  mit  dem  aalniiw 
niiüchen  Calnul  innigst  vertrauten  Gelehrten,  die  ku  unsern  ^Oti- 
ten Mathematikern  und  Astronnmen  gchuren,  der  Wunsch  »BS^ 
sprncheri  Horden,  daes  solche  sechsstellige  LogarilhmentaMntl 
recht  ztrecbmSssi^er  Weise  anäjelertigt  «erden  müchlen.  Audi 
hat  man  diesem  so  oft  und  so  dringend  aus|;eeprochenen  WubmIm 
schon  in  mehrl'acher  Weise  zu  entsprechen  gesucht.  Da  (Ua^ 
treffende  Literatur  unsern  Lesern  gewiss  im  Allgemeinen  \_  ._ 
chend  bekannt  ist,  so  wollen  wir  nur  beispielsweise  anl'  eine  Tf 
lel  hinweisen,  die,  wie  es  wenigstens  scheint,  fast  ganz  fibei_.  ._ 
worden  ist,  aus  welchem  Grunde,  wissen  wir  nicht.  Dies  stiul  Ai 
TabulaeLogarithmnrntn  iiotis  decimalibus  aexexprei' 
sorum.  Aue  tore  G.  A.  Jahn.  Lipsiae.  1844.  Diese  sech» 
stelligen  Taleln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  1000% 
die  Logarithmen  der  Iriuonnmetrisihen  Functionen  fiir  den  «li' 
Grad  von  Hecunde  zu  tjecunile,  für  die  übrigen  Grade  vmi  i  _ 
zu  drei  Secunden.  Die  letztere  Einrichtung,  die  freilich  Rlr-dtl 
Gebrauch  in  so  fern  sehr  beuuem  ist  und  ulle  AnerkennaSff  > 
dient,  weil  dadurch  die  Mügliclikeit  gegeben  ist,  die  ProportiM 
theile  immer  ganz  leicht  und  sicher  bfasa  im  Kn|>re  xa  bereehmitr 
hat  auf  der  andern  Seite  den  Nachlheil  herbeigetuhrt,  daas  (H« 
Tafßl  sehr  voluminös  geworden  ist,  weil  die  ganze  Tafel  541  S^ 
ten  in  Quart  umFasst.  Vielleicht  ist  es  gerade  dieser  Uinstawl 
welcher  der  Verbreitung  der  Jahn'schen  Tafel  hinderlich  geneHl 
ist,  vielleicht  auch  ausserdem  das  ziemlich  graue  Papier,  vtMtiia 
wenigstens  unsern  Augen  gerade  sehr  zusagt.  Denn  gegen  ( 
Correctheil  der  Tafel  haben  wir  wenigstens  keinen  Grund  Kwci' 
fei  zu  erheben,  und,  haben  wir  sie  auch  nicht  viel  gebraoclrt,  i 
ist  sie  uns  doch  lucht  gerade  unliequvm  vorgekommen.  Indem  wit 
diese  Tafel,  deren  Preis  von  1  Tblr.  S  Sgr.  auch  äusserst  nle^ 
gestellt  ist,  gelegentlich  rn  Erinnerung  bringen  wnlllen,  kehren  m 
nun  wieder  zu  dem  vorliegenden  Werke  des  Heren  Bremtket 
zurück. 

Wir  halten  diese  Tafel  für  in  jeder  Beziehung  buchst  ftumc; 
zeichnet,  überlassen  es  über  natürlich  den  Lesern,  sich  mit  iVff 
Einrichtung  aus  ihr  seHist  genauer  bekannt  zu  machen,  di«  Mf. 
gen»  von  der  gewübniichen  zwar  nicht  tvesentlich  abweiclif,,H 
dess  doch  auch  einige,  wenn  auch  nur  kleine,  aber  dea  ei^f) 
Gebrauch  fördernde  Abänderungen  enthält.  Hau ptsäch lieh  Mf 
kennnnsswerth  ist  es,  dass  der  Herr  Vf.  in  der  trigonomat 
scheu  Tafel  die  goniometrisihen  Functionen  bis  zu  0*'.2O'  vnn  S, 
cunde  zu  Secunde,  für  die  übrigen  Grade  von  10  zu  10  Seeundel 
hat  fortschreiten  lassen,  welche  höchst  eraiifeblenswerlhe  ^nrld 
tung  sich  z.  B.  in  der  trelllichen  Callet'scken  siebenstelligen  T. 
fei  eben  so  findet ,  und  von  der  neuen  Ausgabe  der  Ve^a'schf 
Tafel  sich  gleichfalls  anzueignen  leider  mit  Unrecht  jinterlAMR 
worden  ist-  Druck  und  l'apier  der  Bremiker'scheu  Tafel  laam 
liir  uns  nicht  das  Geringste  zu  wünschen  übrig,  und  erinnern  1 
die  besten  derartigen  Erzeugnisse  der  englischen  Presse, 
eher  dürfte  indess  noch'  wünschen,  dass  zu  den  Tafeln  ein  grOn 
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liebes  Piipier  genommen  trorden  wäre,  nie  dies  z.U.  in  Jen  treff- 
rwhen  englischen  Tafeln  von  Shortreile,  die  Bessel  so  sehr 
«nipfahl,  geschehen  ist.  Das  Intervall  von  10  zu  10  Seuunden 
«cbeint.  uns  Tür  die  Ueijuemlichkdt  des  praklisclien  Gebrauc^lts  ganx 
UiKeicherMl  zu  sein,  das  Volumen  der  Tafeln  hieiht  in  Folge  die- 
'  Einrichtung  ein  sehr  nitissiges,  und  nird  nicht  ein  aller- 
diDgs  einigem  lassen  unbequemes,  wie  das  der  vorher  envähn- 
t«li  Jflhn'tichen  Tafel,  bei  ulier  sonstigen  VerillenstJicbkeit  dieser 
lätsteren.  Uie  sehr  lehrreiche  Einleitung,  die  Arcuum  Longilu- 
dines  pro  radio    1,    die   Transmutatio  arcuum  in   hnras 

in  tempiis  medium  und  die  Lo<>arithmi  constanles  sind 
natürlich  nicht  bloss  sehr  angenehme,  sondern  auch  nuthige  Zu- 
KH,  und  beweisen,  wie  vollkommen  Herr  Bremiker  mit  allen 
sin  solches  Werk  zu  stellenden  Forderungen  bekannt  ist,  und 
sehr  er  allen  etwaigen  Wünschen  entgegen  zu  kom»iea  vei- 
steht     Wir  wünschen  diesem  trefflichen  Werke  aus  vullkommeii> 

'  üeberzeugung  die  weiteste  Verbreitung.      Freilich -wird    der 

Pkis  von  4  Thirn.,  wenn  er  auch  im  Verhältniss  zu  der  höchst 
lAlflgaiiten  und  trefDichen  Ausstattung  nicht  zu  hoch  erscheint,  doch 
;riellsicht  Manchen  abhalten,  sich  in  den  Besitz  eines  Werkes  zu 
«etsen,  von  dem  man  dringend  ivünschen  muss,  dass  ein  mügllchst 
Jiiedriger  Preiä  jedeu  auch  nur  wenig  beiuittcllen  Alatbematiker 
in  den  Stand  setzen  möchte,  sich  dessen  Gebrauch  nicht  eutzie- 
bea  zu  müssen. 


Mechanik. 

Leonhard  Euler's  Theorie  der  Bewegung  fester  und 
atarrcT  Körper  mit  Anmerkungen  und  Erläuterungen 
heTausgegeben  von  J.  fh.  Wolters,  Dr.  und  Professor 
ina  Beflin).  Erste  Abtheilung.  Mit  5  Figuren-Tafeln, 
»reifswald.  C.  A.  Koch's  Verlagshundl.  (Tb.  Kunike.) 
J853.    S. 

Als  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  707.  das  Erscheinen  des 
zweiten  Tbeils  der  von  Herrn  Professor  Wolfers  in  Berlin  un- 
ternommenen üebersefiung  von  Euler's  Mechanica  sive  rao- 
toe  scientia  analytice  exposita,  worin  Euler  die  Bewe- 
.gung  eines  Punktes  behandelt,  annUBeigen  das  Vergnügen  hatten, 

Krachen  wir  am  Ende  jener  Anzeige  den  Wunsch  aus,  dass  es 
trrn  Professor  Wolfers  gefallen  möchte,  auch  Euler'a  Theo- 
rift  Riotus  cnriioruni  solidurnm  neu  rigidorum.  Ed.  nov. 
»Gryphisw.  1790.  4.,  welche  der  Bewegung  eines  Körpers  ge- 
widmet ist,  zu  übersetzen.  Wir  freuen  uns  sehr,  anzeigen  zu'kün- 
•uen,  dass  dieser  Wunsch  schon  jetzt  in  ErfSllung  gegangen  ist, 
'indem  uns  wenigstens  die  erste.  Äbtheitung  einer  von  Herrn  Pro- 
.■fesaoT  Wolfers  verfertigten  üebersetziing  des  genannten  schönen 
and  wichtigen  Werkes  vorliegt.  Duss  Euler's  Theoria  motus 
corporum  solid orum  seu  rigidorum  in  wissenschaftlicher  Be- 
siehang  noch  wichtiger  ist,  als  die  Mechanica  sive  rootus 
scientia  analylice  exposita,  ist  jedem,  Euler's  Leistungen 
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zn  würdigen  verstehenden  MatheniBtiker  bekannt,  und  H.err  P»' 
fessnr  Woll'ers  hat  sich  daher  nach  unserer  UeberzeuguDg  dntch 
die  Ueberselzung  )enes  Werkes  lagt  noch  ein  grDeseres  Verditngt 
am  die  Wissctiscfiart  erworhen  als  durch  seine  frühere  ArbeM, 
weil  durch  diese  Ueiierttetzun;^  die,  wie  ea  scheint,  namentlich  vu 
jüniteren  Mathematikern  niclil  nach  Verdienst  gekannte  nnd  lw> 
uchtele  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rifiid«- 
mm  gewiss  —  ivoran  wir  keinen  Augenblick  iiveireln  —  wiedct 
ganü  in  ihre  allen  Rechte  einKesefzl  werden  wird.  Denn  Etiler'« 
Werke  veralten  nie,  tind  mUssen  liir  alle  Zeiten  die  Haoptgrund* 
lagen  des  mathematischen  LStudinms  bleiben,  so  viele  und  snpDta 
Fnrtschritle  auch,  wenieer  in  materieller  Rücksicht,  als  in  UMpg 
anf  wahrharte  mathematische  Strenge  und  Bvidcnz,  nainentticlt  dl* 
analytische  Wissenschalt  in  neuester  Zeil  gemacht  hat.  Dasg  BtOI 
Protessor  VVolfers's  Cebersetzung  niten  Anlorderungen,  die  DU 
an  dergleichen  Arbeiten  zu  machen  berechtigt  ist,  vnl t ständig  i|l^ 
nügt.  brauchen  wir  jetzt  nicht  erst  zn  versichern,  da  die  Mitlu- 
inatiker  aus  seinen  früheren  Leistungen  wissen,  wie  genau  et  tiHi 
mit  dem  in  Enler's  Schriften  herrschenden  Geiste  bekanotflMl 
vertraut  gemacht  hat.  Ausserdem  hat  er  al)er  auch  wieder  imA 
eine  Reihe  hricbat  zweckmüssiger  Anmerkungen,  die  mit  richllnn 
Takte  auch  hier  vom  eigenthchen  Werke  gesonrlert  sind,  so  tut 
Enler's  Werk  ganz  rein  vor  uns  liegt,  alle  sich  etwa  findendci 
Schwierigkeilen  vollständig  beseitigt,  und  dadurch  dem  BedOrluM 
der  weniger  Geübten  in  sehr  geeigneter  Weise  entEprochen.  filt 
äussere  Ausstattung  lässl  nichts  zu  wünschen  übrig,  und  dieVm 
lagshandlung  hol  jedenfalls  auch  Anspruch  auf  den  Dank  derllb< 
theniatilier,  indem  sie  dem  grossen  ivissenschaftlichen  Ella  iie 
Herrn  Ceher>:etzers  durch  ihre  Bereitwilligkeit,  das  Werk  u  Te^ 
legen,  freundlich  entgegen  kam.  ]Vlr>gen  daher  Alle,  nelche  flii 
da»  Studium  der  ftlechanlk  sich  tnleressiren ,  dieses  Wer^  sieb 
angelegentlichst  empl'ohlen  sein  lassen,  und  mr>ge  dasselbe  tben 
SD  wie  sein  Vorgänger  daim  beitrasen,  ßuler's  (ieist  «teta  MilU 
Uns  EU  erhalten!  Namentlich  auch  Jüngern  Mathematikern  cnpfeli* 
len  wir  dieses  Werk  zum  eifrii^slen  Studium,  wobei  wir  noca  W- 
merken,  dass  dasselbe  da^  Studium  des  truhern  Werks  keinesWen 
unbedingt  voraussetzt,  sondern  dass  dasselbe  durch  und  in  siäl 
selbst  verständlich  ist,  wofiir  Eni  er  durch  eine  dem  Werk«  tl^ 
angesetzte,  in  der  vorliegenden  Uebersetzuns  J3Ö  Seiten  -^-^ 
fassende,  Einleitung  gesorgt  hat.  Dem  Erscheinen  der  kwi 
Abtheilung  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegeu. 


Termisclite  Schriften- 

In  dem  Bulletin  ph  V6--mathem.  der  Kaiserlichen  Abat^ 
demie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  linden 
einige  ausgezeichnete  Abhandlungen  des  Herrn  Observator  ttu, 
Clausen  zu  Dorpat,  auf  die  wir  unsere  Leser  aufmerksam 
eben  nfiasen : 


»er 

T.  IX.  ]Sr.  23.    Ueber  den  Werth  des  Ketteabrnchs 

■    •  ■  •  ■  » 


a+ 


.ij.*±i__ 


■  ► 


a+o+  etc. 
%FeDn  6  grosser  ätis  a-|-l  ist. 

Schon  Euler  und  später  Stern  in  Crelle's  Journal  T.  VIII. 
S.  42b  haben  diesen  Kettenbruch  untersucht.  Wenn  es  auch  Herrn 
Clausen,  wie  er  selbst  sagt,  nicht  gelungen  ist,  die  Theorie 
desselben  in  aller  Allgemeinheit  zu  entwickeln,,  so  hat  er  doch 
mehrere  bemerkenswerthe  Resultate  gefunden,  die  zum  Theilzuc 
Berichtigung  der  früheren  Untersuchungen  dienen. 

7.  IX,  Nr.  24.  Ueber  die  Form  architektonische^r 
Säulen. 

Diese  früher  von  Enler  und  Lagrange  untersaehte  Frage 

hat  der  Herr  Vf.  einer  neuen  Untersuchung  unterworfen,    wdb^ 

es  ihm  wider  Erwarten  gelungen  ist,  die  Differentialgleichung,  de-» 

reti  allgemeine  Integration  Lagrange   nicht  yersucnt  hatte,   auf 

elliptische  Trahscendenten  zurQckzuföhren.    Dabei  zeigte  es  sicb^ 

das8  die  zweckmSssigste  Form  vom  Cytinder  abweicht,  unddas« 

das  Volumen  dieses  bei  gleicher  H5he  und  Tragkraft  sich  zum 

/  3 
Volumen  jener  Form  wie  1  ^  V  T  verhält 

■ '    • 

T.  X.  Nr.  2.  Ueber  den  Einfluss  der  Umdrehung 
il,nd  der  Gestalt  der  Erde  auf  die  scheinbaren  Bewe- 
gungen an  der  Oberfläche  derselben« 

Die  sinnreiche  Idee  Foucault's,  die  Umdrehung  dier  Erde 
durch  ein  einfaches  um  einen  Punkt  schwingendes  Pendel  Jedem 
anschaulich  zu  machen,  die  in  neuester  Zeit  bekanntlich  so  viel 
Aufsehen  gemacht  hat,  so  dass  man  die  betreffenden  Versuche 
selbst  viellach  vor  das  grosse  Publikum  gebracht  hat,  veranlasste 
Herrn  Hofrath  Clansen,  diese  Bewegung  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  einer  strengen  und  ausfährlicheii  analytischen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen,  bei  der  er  von  den  Formeln  ausgeht,  die 
Gauss  in  Benzenberg's  bekanntem  Werke  über  die  Umdreh- 
ung der  Erde  gegeben  hat.  Wir  empfehlen  diese  gründliche  ana- 
lytisch-mechanische Untersuchung,  in  der  auch  auf  die  sphäroi- 
dische  Gestalt  der  Erde  Rücksicht  genommen  worden  ist,  allen 
denen  sehr,  welche  an  dem  Foucault'schen  Versuche  das  gebüh- 
rende Interesse  nehmen;  nur  muss  man  nicht  etwa  glauben,  mit 
bloss  elementar  •  mathematischen  Kenntnissen  an  das  Studium  die- 
ser Abhandlung  gehen  zu  können,  indem  dieselbe  vielmehr  den 
analytischen  Scharfsinn  und  analytische  Kenntnisse  vielfach  in  An- 
spruch nimmt.  Aber  ohne  diese  Kenntnisse  wird  man  auch  nie 
eine  vollkommene  Einsicht  in  Foucault's  Versuch  erlangen  können. 
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wobei  wir  indess  auch  nicht  die  Vensuche  tadeln  wollen,  soadeni 
denselben  vielmehr  das  Wort  reden,  <  welche  dazu  bestimmt  sind, 
in  möglichst  elementarer  oder  populärer  Weise  die  GrGnde  des 
Foucault'schen  Versuchs  möglichst  zur  Anschauung  zu  brinm 
eben   weil  dieser  Versuch   bereits*  vielfach  vor's  grosse  Publikum 

gebracht  worden  ist.  Den  Mathematiker  kann  aber  nur  eine  soMe 
Intwickelung,  wie  wir  sie  in  der  vorliegenden  grfindliehen  Abhand- 
lung des  Herrn  Verfassers  finden,  vollkommen  befriedigen,  und  uk 
auch  allein  geeignet,  ein  wahres  Verständniss  dieses  nuchst  inter- 
essanten Gegenstandes  zu  vermitteln. 

Milanges  mathimatiques  et  astronomiques,     T,  l, 

Ueber  die  Olbers'sche  Methode  Cometenbahneo 
zu  berechnen. 

Jedem,  der  sich  mit  der  Berechnung  der  Cometenbahnen  be- 
schäftigt hat,  sagt  der  Herr  Verf.,  ist  es  bekannt,  welche  grosse 
Erleichterung  durch  die  Olbers'sche  sehr  sinnreiche  Methode  er* 
langt  wurde,  und  dass  wir  einen  grossen  Theil  der  berechneten 
Bahnen  dieser  Methode  verdanken.  Einige  Astrouomen  haben  die 
Behauptung  aufgestellt,  dass  die  durch  die  Olbers'sche  Methode 
erlangte  erste  Annäherung  viel  grösser  sei,  als  die  erste  Annähe- 
rung  durch  die  übrigen  bekannten  Methoden,  und  zw*ar,  dass  jene 
die  Annäherung  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  excl.  geben» 
wenn  man  die  Grössen  erster  Ordnung  den  Zwischenzeiten  pro- 
portional setzt;  während  die  Laplace'sche  und  andere  Methoden 
diese  Annäherung  nur  bis  auf  Grössen  erster  Ordnuns  exci.  geben. 
Diese  letztere  Behauptung  sucht  der  Herr  Vf.  in  diesem  lesens- 
werthen  Aufsatze  zu  widerlegen,  wobei  er  mit  Recht  ganz  im 
Geiste  seines  verewigten  Gönners,  des  trefflichen  Olbers,  zn 
handeln  glaubt,  der,  aller  Eitelkeit  fremd,  jeden  auf  einen  Irrthnm 
gesründeten  Ruhm  gewiss  von  sich  zu  entfernen  gesucht  hätte. 
Kein  Leser  wird  auch  diesen  Aufsatz  des  verehrten  Uerm  Ver- 
fassers ohne  vielfache  Belehrung  aus  der  Hand  legen. 
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deometrle  nnd  Trfgronometrie« 


Aosführliches  Lebrbuch  der  Elementar -GeojDiie 
trie.  Ebene  und  kurperliehe  Geometrie.  Zum  Selbst- 
unterricht mit  Rücksicht  aufdie  Zwecke  des  prakfi* 
sehen  Lebens  bearbeitet  von  H.  B.  Lübsen.  Slit  190 
Figuren  im  Text.  Hamburg.  Perthes,  Besser  &  Mapke. 
1851.    8,    1  Thir. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphiri- 
sehen  Trigonometrie.  Zum  Selbs-tanterricht  mit  Kück- 
sicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens  bear- 
beitet Ton  H.  B.  Läbsen.  Hamburg.  Perthes»  Besser 
&  Mauke.    1852.    8.    21  Ngr. 

Herr  Lübsen  in  Hamburg  hat  sich  Schon  durch  seine  frü- 
her erschienenen  Lehrbücher  der  Arithmetik  und  Algebra  und  der 
analytisch en»Ge0metrie  von  ganz  ähnlicher  Tendenz  wie  die  beiden 
obigen  verdient  gernacht.  Alle  diese  Lehrbücher»  auch  die  bei- 
den obigen  hier  anzuzeigenden,  zeichnen  sich  durch  eine  unge- 
meine Deutlichkeit  sehr  vortheilhaf!  aus,  und  enthalten  überall  in  sehr 
verständiger  Auswahl  von  den  betreffenden  Wissenschaften  allemal 
das,  was  Ar  das  praktische  Bedfirfniss  B5thlg  ist  «od  zu  AemselbeQ 
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is  nächster  Be?.ieliuns  stehl.  ohne  die  für  tüchtige  {> Taktische  An- 
n-endung  der  Mathematik  bestimmte  Kraft  des  Knabe rs  und  Jüng- 
lings durch  eine  Menge  oft  sehr  unnfitzer  Sätze  und  SStit^ 
eher  zu  scbii'ächen  unt)  zu  ermilden  als  zu  6t5rken,  ivie  läitt 
viele  unserer  Lehrer  immer  noch  thnn.  Indem  niirdlichstenTlldlt 
unsers  deittschen  Vatertands ,  in  Uambur;; ,  lirenien ,  HulsMBf 
SchlesH-ig,  Uslfriesiand  u.  s.  w.  scheint  man  in  dieser BeueEuU) 
einen  vii-l  richtigem  und  sicherern  Takt  zu  besitzen  als  In  vitle 
andern  Theibn  detiselhen.  Deshalh  gielit  es  aber  auch  dett  et 
ungemein  viele  tücitllgc,  nainentlicb  pruktische  Mutlieniatiicer,  ni 
namentlich  sollen  die  Friesen  in  dieser  Beziehung  sich- ausS^ 
nen.  „In  Ostfriesland "  pSegle  mein  vereinigter  Freund  Dlrlt^i 
in  IJerlin,  dem  die  Strenge  in  der  Mathematik  das  HöcbateKT 
oft  zu  eagen,  „ist  jeder  ßauer  ein  Mathematiker",  und  er  sdL 
nar,  so  viel  ich  mich  erinnere,  ursprünglich  ein  ^ewufanlichertt 
friesischer  Lundschuinteister  geiv«sen«  ,ivenn  mich  auch  m^ 
Erinnerung  vielleicht  Irfigcn  kann:  iferrrr  Lühsen's  Buch«? ttt 
der  deutlichste  Ausdruck  dieses  walirhaft  tüchtigen  prabtürfn 
nialhenialischen  Sinnes,  ohne  übrigens  der  Strenge  der  tiliT^t^ 
\\iiiZ  »«aeiitlich  «JH~as  zu  vergehen,  und  wir  ejupt'ehltin  $*  ' 
recht  ecfir  zur  Beachtung.  Wer  iliren  Inhalt  sich  rollsfÜ  ^ 
fteeignet  hnt,  ivird  zu  den  vielfachsten  praktischen  Anivendu 
der  Mathematik  lietabigt  sein,  insofern  er  vorlSulJg 
n'endung  der  höKercn  Tbcile  der  Wissenscholt  verliebtet- 
Geomelrie'enthält  auch  schon  die  Gruridzüge  der  FcldmesskU-, 
dea  Nivellirens,  und  der  praktischen  Kfirpermessung,  auch  Atf 
Ausmessung  der  Fässer,  u.  s.  w. 

Knäbea  und  Jünglinge,  welche  für  ein  praktUcheg  Faeh,  <to 
auf  einet  niatheiitatisGhe^  Sasis  rubeti  befetimrat  sind.  lilBisMi' 
natürlich  hei  vOllTger  Strenge,  so  schiiellarsi.mgllc¥dllRlt 
die  Theorie  hindurch  geführt,  und  nicht  mit  Cotl  weiss  ivas  GS. 
geometrischen  Theoremen  und  Problemen,  direkten  und  reciprpbni- 
~  so  viel  Vergnügen  dieselben  auch  KUtveileh  dein  eigentllcheVdffiö' 
retischen  Mathematiker  darbieten  kiiunen,  sollten  sie  auch  flirw 
Wissenschaft  selbst  oft  nicht  von  besonderer  Bedeutung  s^JD, 
gequält  werden.  Dann  muss  möglichst  schnell  die  viel('achsfe''lmi 
atlseitlgste  praktische  Anwendung  folgen,  und  die  sogenontitf  fi^ 
melle  Geistesbildung,  die  man  durch  jene  äiitzc  und  SatzchM  1 
fiirdern  meint,  wird  bei  diesen  tüchtigen  praktischen  Naturen  ät 
dann  schon  von  seihst  tinden,  wenn  nur,  was  wir  immer  votxn»- 
setze»,  die  thenretisohe  Grundlage  eine  viilltg  strenge  «od  Kf 
künftige    praktibche    Anwendung     völlig    ausreichende    «»t* 


Herrn  Lü  h 

hücher   scheinen   um 

Ausdruck  dieses  gev 

disrhen  Grundsatzes 

die   solche  Knaben  i 

zeichnet  worden  sind, 

unterrichten  haben, 

Sinn    hat,    ein   sehr 

ist.    bestens    haben 

noch  wünschen,    dass  derr  Lüb. 

eben  Bearbeitung    der   Differential 

den  möchte. 


Beziehung  sehr  zu  cmpfchleode  l^ia^ 
ein  interessanter  und  sehr  ansprecheodeA 
SS  sehr  richtigen  pädagogischen  und  meÜ^ 
ui  «ein,,  weshalb  wir  sie  hier  allen  L>ebren 
id  Jünglinge,  wie  gben  von  uns  tiälier  bi 
aufKeaU  und  anderen  ähulichcii  Schulen  x 
>'os  cewlss  für  den,  der  selbst  praktis.cii« 
nziehender  und  seegensreicher  Lebensber^ 
tmufehten  wollen,  äcbliessllch  möchten  w 
sein  Talent  zu  einer  jflinlt) 
id  Integralrechnung  anwea-, 
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.Cottp«ttdi«m  der.  darAtelleBden.  Cteome^rie  neb«;t 
•iliigttrAiiweDdafig  derftelbeii:«uf  &ollartte&be9tiH^in««g 
•■4'  Perspective.  Fär  Realsohulen  als  auch  aam 
Selbstunterricht  verfasst  von  Justus  Nigris,  Arcbi» 
tiikteD  und  Professor  der  darstellenden  Geometrie» 
des- geometrischen  Zeichnens  u.  s.  w.  an  der  uffeutli- 
eben  städtischen  Qber-Realschule  zu  Presburg. 
Mit  eilf  Steintafeln.    Presburg.    Krapp.    1853.8. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  nicht  bloss  die  Elemente  der  eigent-i 
Beben   descriptiven  Geometrie,    sondern   auch  die  Elemente  des 

SBolttetrischen  Zeichnens  mit  Einschluss  der  Perspective  und  der 
öhattenconstruction ,  Alles,  namentlich  die  letzteren  Gegenstände« 
oidit  etwa,  wie  öfters  geschieht,  bloss  praktisch  dargestellt,  (Son- 
dern aus  .strengen  geometrischen  Betracntangen  abgeleitet.  Viele 
Lehrbficher  der  descriptiven  Geometrie  enthalten,  wie  es  uns 
scbeipt^  namentlich  für  aie  Zwecke,  denen  sie  dienen  sollen,  zu  vrelt 
tÜB  vorliegende,  welches  Hlr  den  Unterricht  auf  einer  Realschule  be^ 
Ütiranit  ißt,  scheint  uns  eine  richtige  Mitte  sehr  gut  getroffen  sii 
haben»  und  enthält,  wie  schon  erinnert,  ausser  der  eigentlicheii 
G^om^frie  d^scriptive  noch  manches  Andere,  was  för  den  Unter* 
Hebt  auf  einer  Realschule  von  Wichtigkeit  sein  kann.  Da  wir 
längst  sehr  gewOnscht  haben ,  dass  der  Unterricht  in  der  descrip- 
tiven Geometrie,  welcher  für  künftige  mathematische  Praktiker  von  der 
grSssten  'Wichtigkeit,  und  zugleich  fdr  die  Bildung  des  mathema- 
tischen Geistes  gewiss  eben  so  fruchtbringend  ist  wie  die  übrige 
Geometrie,  daher  auch  auf  den  Lebrplänen  der  sogenannten  hö- 
heren Bürger-,  Real-  und  Gewerbschulen  namentlich  in  Oester- 
reich.  Baiern,  Würtemberg  mit  Recht  längst  das  volle  Bürger- 
recht erhalten  hat^),  unter  die  UnterrichtsgegenstänHe  aller  sol- 
cher Schulen,  aufgenommen  werden  möge:  so  empfehlen  wir  das 
vorliegende,  wie  es  uns  scheint,  recht  praktische  Buch,  allen 
Lehrern  an  solchen  Schulen   zur  Beachtung. 


BEeclianik. 


Beitrag  zur  Theorie  der  Seilpolygone  und  der 
Kettenlinie  von  Dr.  Th.  Spieker.  Programm  des  Her- 
zogl.  Carlsgymnasium  zu  Bernburg.  Bernburg.  1852.  4 

In     diesem     lesenswertben  Programm   hat   der  Herr  Ver- 


*)    In  Frankreich  versteh^   sich  dies    seit  dem  berühmten  Erfiadec 
der  Geometrie  dpcerfptive  natürlich  gans  von  selbst. 


«n 


iCr   dtejentfen    Seilpolygone    einor    beeomteren    Uatersucbuni 
erzogen,  aD  denen  laatet  parallele  Kralle  Hirk«n,  wa%u  iiinvU- 


Tassei 
UHterzogei 

meiitare  Sätze  nDtbig  waren.  Aus  den  auf  diesem  elem«nUna 
Wege  gewonnenen  Sätzen  bat  er  dann  gleichralls  duruh  e4«iiw 
(are  Betrachtungen  die  meisten  Eisen  sc  halten  der  Ketteiili 
geleitet,  indem  mau  dabei  sonst  geTröhn  lieh  nnmitlelbar  von  derUI^ 
rentbigleichung  der  Keltenlinie  ausgebt,  und  die  ganze  Bi 
tung  gleich  von  vorn  herein  in  das  Gebiet  der  Differential*  oot 
lote^ralrecbnung  hinüber  führt.  Er  ist  dabei  selbi^t  bis  zur  RectV 
ficatiOD  und  dem  Krünimungsbalbnieäser  fortgeschritten,  usd  t» 
dient  sich  überhaupt  in  seiner  ganzen  Schrill  der  huberen  Au^ 
ly eis  «onat  gar  nicht,  als  nur  bei  dem  SaUe  §.  ^i.  über  den  Schwt^ 
punkt  des  Seilpolygons,  wo  die  Antvendung  derselben  wohl  iuA 
nicht  leicht  umgangen  werden  konnte,  da  es  bei  dieser  Uoia) 
suchung  auf  die  Bestimmung  eines  Alaximuras  ankam.  Wii  haJU» 
allen  Untersuchungen,  welche  Betrachtungen,  die  sonst  Dar  liil^' 
telst  der  hüberen  Aiialysis  angestellt  «u  werden  pflegen;  "  ^- 
Gebiet  des  sogenannten  Elementaren  hinüber  fühi 
i  Wort  geredet;  um  so  mehr  thun  wir 
so  wichtigen  Gegenstande  wie  die  Kettenlinie  iat. 
n  so  ansprechender  und  strenger  Weise  geschiebt 
in  dem  vorliegenden  Programm,  von  dem  wir  daher  recht  i_.._ 
wünschen,  dass  es,  wie  leider  oft  hei  solchen  Schriften  gescliid>t| 
nicht  unbeachtet  bleiben  müge.  Müge  der  Herr  Verfasser  foit< 
fahren,  seine  schönen  Kralle  in  demselben  strengen  matheiuü- 
Bcben  Sinne  andern  derartigen  Untersuchungen  lu  widmen. 


immer   dat 
praktisi 


ii  Dar  Btut' 
n,    iitiu 

bei  einof 


Astronomie. 


Wuniler   des    HirameU 
Stellung  des  Weltsystems. 
Auflage.     Nach    dem    neues 
Schaft    bearbeitet    von    Car 
k.  k.  Sternwarte  In  Wien, 


Hoffm 


12Va  Ngr. 


r  gemein fasslicbe  Dir* 
III  y.J.  v.Littrow.  Vierte 
I  Zustande  der  WisBen- 
.  Littrow,  DlrectofiW 
nd  Vierte  LiefsrUR) 


Indem  die  beiden  ersten  Ahtheiliinsen  dieses  aussezefchnelea 
Werks,  welche  wir  im  Literarischen  Berichte  Nr.  LXXIV.  S.SSft, 
angezeigt  haben,  hauptsächlich  die  Einleitun  g,  und  die  Erste 
Haupt-Abtheilung.  Theorische  Astronomie  oder  all 
gemeine  Erscheinung  des  Himmels,   enthielten,  enthalten 


D    Hauut- 
setze  der 


das  Toriiegend«  dritte  und  ▼i«rte  H«ft  die  Zureite  Haupt  Ab- 
tfa«ilung!  fieacbreibende  Astronumie  04 
pkie  des  UimmeU  und  den  Anfane  der  Dri 
Abtheilun^.  Physische  A  »trononiie  odei 
bim  m  lischeil  Be  wesuusen.  Hauptsüchliuli  hat  uns  die  jetzt  voll- 
•(Kndig  vor  uns  liegende  Topnirraphie  des  Himmels  sehr  f;rasses 
Vef^ntlgen  gemacht  und  grosge  Belehrugg  gewährt,  weit  wir  darin 
eile  am  Himniel  in  Klt^rer,  neuerer  und  neuester  Zeil  gemachten 
Eiitdflckungen  mit  grosser  Sorgfalt  und  (lenauigkeit  Eusaminen- 
gestellt,  lind  n(t  mit  hi'ichst  interessanten  Betrachtungen  begleitet 
Mfnoden  haben.  Dass  dem  verdienten  neuen  Ueraiist;eber  des 
Werlcs  hier  zu  Zu^Ützen  ein  grosses  Feld  erüffnet  war,  weiits  Je- 
jler,  iver  die  neuere  tieschichte  der  Aatninomie  kennt,  und  dass 
Herr  Carl  v.  Littrow  diene  Gelegenheit,  da»>  Werk  meines  ver- 
eirt^en  Vaters  in  der  in  Rede  stebemlen  Beziehung  auf  eine  dem 
Jttsigen  Zustande  der  Wissenschaft  ganz  entsprechende  Weise  zu  ver- 
VoUslSndigen. nicht  ungenutzt  gelassen  bat,  brauchen  wir  unsem  Le- 
Mrntvofal  nicht  eret  zu  Tersichern,  daseine  Genauigkeit  in  solchen  Ar- 
beiten sich  schon  bei  anderer  Gelegenheil  in  der  vielfachsten  Weise  be- 
M-ährt  hat,  und  ihmdie  umfaasenästeKenntniss  desGegenstandes  zur 
t^itesleht.DcrHerrHerausgeber  beginnt  natürlichmit  der  Sonne.Uasa 
«r  sich  hier  auch;  über  die  namentliofa  bei  Gelegenheit  der  grossen 
SoanemfinsterniBs  vom  Jahre  18S1  vielfach  disculirte  Frage  über 
die  Soanen-Atmosphitre  ausspricht,  versteht  sich  von  selbst. 
»Welt  unmittelbarer  aber"  sagt  er  „tvird  die  Existenz  einer  iSon- 
»enatmosphärG  durch  die  merkivurdigeii  Erscheinungen  dargetkan, 
'die  man  hei  totalen  Sonneufinstemisaen  beobachtet.  Gäbe  es  aus* 
her  der  Photosphäre  ketnQ  Hiille  der  Sonne,  ho  mfleste,  da  der 
Mond,  nie  wir  bald  sehen  werden,  wahrscheinlich  keine  oder 
dach  eine  sehr  dCnne  Atmosphäre  hat,  in  dem  Augenblicke,  wo 
der  Mond  die  Sonne  ganz  bedeckt,  die  Stelle  des  Utmmele,  «velche 
von  beiden  Gestirnen  eingenommen  wird,  licbtlos  und  höchstens 
durch  ihre  völlige  Dunkelheit  von  dem  Übrigen  Firmamente  zu 
lintersc beiden  sein.  Uem  ist  aber  nicht  so,  sondern  es  zeigt  sieb 
^ne  sehr  helle  Glorie  um  beide  Himmelskörper.  Mit  dem  Fern- 
rohre entdeckt  man  an  der  inneren  Grenze  dieser  Glorie  rüthliche 
FI«clEe.  thells  unmittelbar  auf  dem  Mondrande  wurzelnd,-  theils 
Wotlcenform  von  demselben  getrennt,  wie  sie  Fig.  45.  auf 
Taf.  III.  nach  einer  Zeichnnng  von  B  i  e  1  a  vom  8.  Juli  1S43  und  Fig.  46. 
tt.  b,  nach  einer  Beobaclitung  des  Herausgebers  im  Jahre  1851  dar- 
Bient  Di«  Glorie  sowohl  als  die  rothenFlerke  gf hören 
tteeifelkaft  der  Sonne,  an,  da  beide  Erscheinungen, 
!  der  Mond  über  die  Sonne  hingeht,  aufder  einen 
Seite  der  Scheibe  an  Grosse  ab-,  auf  der  andern  zu- 
nelinien*).  Da  unmittelbar  nach  dem  Verschwinden,  so  wie 
mioiittelbar  vor  dem  WiedereTscheinen  der  Sonne  und  gerade  an 


*)    RosDltat  aller  *«r  11  r (heil »frei Rti    und  den  Gegeimtand  geliöri|[  1 
WPrdigVD  verttehenden  Beobacliter.  " 
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den  Stellen  ilea  MnoiIraiKles ,  wo  diese  Icteinaten  Phasen  itx  Saun 
Statt  Anden,  also  beider  Kürper  lländer  sieb  am  nficbsten  stehen 
eich  ein  rother,  sichelförmiger  Saum  zeigt,  eo  lauss  man  Tenao- 
then,  äuBS  die  Pholospfaöre  der  Sonne  vaa  znei  Schalen  um^ben 
ist,  deren  eine  ihr  zunächst  liegende  in  rotbeni  Liebte  lanGhtet 
deren  zneite,  weit  umfangreichere,  weisses  Liebt  hat.  Jene  nths 
Schichte  wiirde  dann  nn  gewissen  Stellen  empor^etrieheH,  ini 
bildete  so  die  unter  dem  PJamen  Protuberanzen  bekannten  Liiit 
bäschel.     Ueber  die   Ursachen  dieses    E niporl reibe ns     ist   es  tit 

t'etzt  nicht  gelungen,  etwas  Beeilimmtes  ku  erlorscben;  indw 
laben  die  Beobachtungen  von  1851  einen  ZusamuieDbttng  smMli^ 
den  Protuberanxen  und  den  Sonnen ilecken  und  Fackeln  jwabrschcil!' 
lieh  i^emacht,  da  sich  mehrere  Protuberanzen  an  Stellen  $titi^ 
haben,  wo  knrz  vor  oder  nach  der  Finsteriiiss  Flecken  nndiFAt 
ekeln  gesehen  waren.  l>a  nir  nach  dem  Obii;en  die  Sonneilei 
cken  aTs  Krater  in  der  Photos|ihitre  annehmen  müssen,  so  S^ 
auch  die  Voraussetzung;  nahe,  duss  Gastrümungen .  aus  dlews 
Kratern  Statt  linden ,  und  jene  Eni|)orhebunpen  der  rothen  Schiebt*' 
bewirken."  Wir  hoffen  durch  die  lUittheilung  der  vorstehen^ 
ungemein  klaren  und  einleuchtenden  Darstellung  uns  den  Uuk 
unserar  geehrten  Leser  erworben  zu  haben,  und  hoffen,  dnss  die', 
selben  daraus  zaiileich  entnehmen  werden,'  was  sie  von  dMfllMh 
gen  Partieen  dieses  ausgezeichneten  Weckes  au  erwarten  haket 
Die  oben  gegebenen  Erklärungen  sind  in  der  anmittelbarsten  Wej« 
aus  genauen  Beobachtungen  geschüpl't,  und  tragen  eben  deebaOlp 
gerade  bei  einem  solchen  Gegenstände,  vrie^dem  vorliegendeiu 
den  Charakter  achter  Natur IWschung  an  sich.  Ganz  in  deiaellut 
scheinen  Weise  wie  die  Sonne  werden  nach  der  Reihe  bespnxAai 
nierkar;  Venns;  Mars;  die  Asteroiden;  Jupiter;  Saturn;  UrMMI 
Neptun  (bei  welchem  die  Geschichte  seiner  Entdeckung  aua^Ä 
lieh  erzählt  wird);  der  Mond;  die  Monde  der  vier  Sussersten Hlr 
neten;  die  Kometen;  die  Anzahl,  Entfernung  und  Grösse  der  EW 
Sterne;  die  Doppelsterne;  die  veränderlichen  Sterne;  die  StnVi' 
gruppen  und  Nebelmassen  des  Himmels.  Unsere  Litetatuf  hat 
kein  Werk  aufzuweisen,  welches  eine  so  vollstündige  und  so  U> 
sprechende  Darstellung  der  Topographie  des  Himmels  eotlÜdtB 
wie  das  vorliegende,  und  der  Herr  Herausgeber  hat  sieb  dnrci 
dasselbe  den  Dank  aller  Freunde,  sowohl  der  AstroDOiaifl 
überhaupt,  als  auch  der  beschauenden  .Astronomie  insbesondere.  Ja 
hohem  Maasse  erworben,  und  wird  dieser  herrlichen  Wisseoschu 
durch  sein  ausgezeichnetes  Werk  auch  gewiss  immer  noch  imb 
Freunde  erwerben. 


Den  beiden  letzten  Lieferungen, 
nomie  gewidmet  sein  werden,  sehen 
und  werden  nicht  säumen,  dieselbe 
scheinen  anzuzeigen. 


welche  der  physischen  AMro. 
wir  mit  Verlangen  entgeffäl- 
unmittelbar  nach  ihrem  K(^ 


tschritte     der    Astvnnoniie    in     dem 
n.       Besonders     abgedruckt    aus    f-. 
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',  Littrow's    Kalender    für  alle   Stände    für    die   Jahre 
851,   1852,   1853. 

Der  von  Herrn  C  v^  Littrow -berausgegebene  Kalender 
är  alle  Stände  enthält  in  seinen  Jahrgängen  1851,  1852,  1853 
ine  sehr  interessante  Darstellung  der  Geschichte  der  astronomi- 
eben  Entdeckungen  in  dem  letzten  Decennium^  .welche  wir 
nsern  Lese#n  aus :  vollkommenster  Ueberzeugung  recht  sehr  zur 
(eacbtung  empfehlen,  da  sie ^ schwerlich  an  einem  anderen  Orte 
as.an  astronomischen  Entdeckungen  so  reiche,  letztei  Deoeni>iuni 
1  eben  so  vollständiger  und  interessanter  Weise  cbarakterisjrt 
nden  werden  als  in  den  drei  letzten  Jahrgängen  des  obigen  über* 
aupt  sehr  empfehlenswerthen  Kalenders  für  alle  Stände.  .  Der 
abrgang  1851  bespricht  die  Kopaeten,  der  Jährgang  1852  die  neu 
ntdeckten  Planeten,  der  Jahrgang  1853  die  Fixsterne;  und  wir 
'üssten  in  der  That  nicht,  was  uns  bei  diesen  buchst  lehrrei- 
hen iiistorischen  Darstellungen,  die  ausserdem  noch  manche  eiii^ 
eine  besonders  interessante  Notizen  enthalten,  wie  z.  B.  die  in^ 
abrgang  185L  S.  24.  mitgetheilte  Stelle  aus  HeveTs  Cometo- 
rapbia.  pag.  326.  über  den  Kometen  von  1652,  nach  welcher 
w  Duplicität  des  Biela'schen  Kometen  keineswegs  Isolirt  dasteht, 
och  hätte  zu  wünschen  übrig  bleiben  sollen. 


De  magnitndine  relativa  numeroque  acenrato  stel* 
iTum  quae  solis  oculis  conspiciuntur  fixarum.  Com« 
lentatio  qua  orationem  ex  lege  publica  a  se  baben^ 
am,  ad  munus  Mathematuni  Professoris  ordinarii  iq 
.eadeniia  Regia  Manasteriensi  ädeondum,  indieit 
dnardus  Heis,  Philös.  Doctor  et  Prof.  Pubi.  Ord.  Mo- 
ästerii  Guestphalornm.    1852.    4. 

.  Der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Programms  bat  sich  bekannt- 
ch  durch  seine  Beobachtungen  der  Sternschnuppen,  seine  tbeo- 
itischen  Untersuchungen  ^über  dieselben,  und  seine  Beobachtun- 
en  der  veränderlichen  Sterne,  schon  anerkannte  Verdienste  erwör- 
en.  In  diesem  sehr  lehrreichen  Programm  unterwirlt  er  die  re- 
tive  Grösse  der  mit  blossem  Auge  sichtbaren  Sterne  einer  aus- 
ihrlichen  Besprechung,  beschreibt  seine  Beobachtüngs -  und 
lechnungs-Mettiode,  vergleicht  die  Resultate  seiner  Beobacfatun- 
en  mit  Argelander*s  und  J.HerscbeTs  Bestimmungen  u.dgl., 
)  dass  wir  dieses  Programm  aus  vollkommenster  Ueberzeugung 
Dsern  für  die  in.  demselben  ao  lehrreich  besprocheoeh  Gegen- 
:ände  sich  interessirenden  Lesern  zur  sorgfaltig[eh  Beachtung 
mpfehlen  können,  namentlich  allen  denjenigen,  welche  derglei- 
len,  Liebhabern  der  Astronomie  besonders  deshalb,  weil  sie 
tien  besonderen  Instrumentenapparat  gar  nicht  in  Anspruch  ueh- 
len,  dringend  zu  empfehlende  Beobachtungen  seihst  anzustellen 
^absichtigen. 


9T6 


P  Ii  y  8  i  K. 


Die  Physik  in  ihren  tvicbtl 
esielll  von  Friedrich  Zaniroin 
ernrdentl.    Prof.    an    der   philoa 


len  KesuUnfen  dar 
Dr.  Phil,  and  aas. 
Sachen    Ijntf ersittt 


Dieses  neue  Handbuch  der  Physik  hildet  eine  Ahlheilons  fet 
„Neuen  Encykloiiädie  der  Wissenschaften  und  Kün- 
ste" »«elclie  die  auf  dem  Titel  genannte  Buchhandlung  heranR- 
giebt.  Der  Zweck  desselben  ist  haujitsSchlich  eine  Vorbereitimg 
zum  Verständnks  der  praktischen  Anwendungen  der  Phvsik,  eine 
Vorbereitung ,  »eiche  jedoch  eine  gründlich  -  wissenschal^liche  seb 
Boll.  Wir  sind  der  Meinung,  uass  der  Herr  Verfasser  diesem 
Zweck  zunächst  dadurch  in  sehr  verständiger  Weise  za  entspre- 
chen pesucht  hat,  dass  er  sein  Augennierk  hauptsächlich  amüt 
gründliche  Darstellung  und  Erläuterung  derjenigen  Lehren  dv 
Physik  richtete,  welche  in  ihren  Resultaten  als  ausi^emacht  und 
letitätebend  angesehen  werden  künnen,  so  dass  er  also  das  noA 
Hypothetische  weit  weniger  berücksichtigte.  Da  nur  Erstens, 
nicnt  LetEteres,  für  die  praktische  Anwendung  Werlh  haben  kauij 
so  ist  das  von  ihm  in  dieser  Beziehung  eingeschlagene  VeH4l^ 
jedenfalls  als  ein  sehr  zweckmässiges  zu  bezeichnen.  Was  WÄK 
die  Darstellung  selbst  betrifft,  so  hat  er  sich,  was  dem  Z*wfct 
des  Buchs  gleicfaralls  vollständig  entspricht,  überall  einei  eiülv 
chen  Sprache  und  grüsster  Deutlichkeit  betleissigt,  so  wie  AeÜ 
endlich  auch  von  den  Elementen  der  Mathematik,  wo  es  der  be- 
absichtigte Zweck  erforderte,  ein  häufiger  und  sehr  verständiget 
Gebraucn  gemacht  worden  ist.  Wir  glauben  daher  das  vorllegeoile 
Buch  als  seinem  Zweck  recht  wohf  entsprechend  eraprehwn.'im 
können,  und  machen  alle  diejenigen,  welcne  die  Lehren  de(,PlM 
sik  nach  irgend  einer  Richtung  hin  praktisch  anznwcnden  AriK 
sictitigen,  auf  dasselbe  aufmerksam.  Den  Inhalt  hier  be9ond'Rjf> 
anzugeben,  ist  nicht  nnthig,  weil  er  der  fibliche  ist.  Dasa  d^ 
mechanische  Theil  besondere  Berücksichtigung  gefunden  bat,  Vtl' 
steht  sich  von  scllist;  aber  auch  der  optische  Theil  wird  Uli 
künftigen  Optiker,  die  Abthejiung  über  ElektricitSt  dem  fcünni|f!^' 
Telegruphislen,  n.  s.  4v,  eine  gute  Vorbereitung  auf  ihr  kSnfogM 
Fach  gewähren.  Miige  dem  Buche  daher  die  verdiente  Beachtung 
zu  Theil  «erden. 
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Arithmetik. 

CompendittBi  der  höheren  Analysis  von  Dr.  Oskat 
SebiCmiich»  Professor  an  der  jpolyleohnischen  Schale 
zu  Dresden.    Brannschweig.  Vieweg.  1653.    2  Rthlr. 

Ein  gutes  Lehrbuch  der  Differential*  und  Integralrechnung  ge* 
b&rt  nach  unserer  Meinung  zu  den  Seltenheiten.  Selbst  nach 
Cauchy*s  trefflichen  Vorarbeiten ^  durch  welche  diesen  Discipli- 
neb  bekanntlich  eine  ganz  neue  Grundlage  gegeben  worden,  bleibt» 
Wte  wir  aus  dem  Munde  berühmter^  Gelehrten  gehurt  haben,  im- 
nier  noc(]  Vieles  zu  thun  fibrig.  Cauchy's  Metboden  sind  zwar 
im  Wesentlichen  streng  und  grundlich  (dass  sie  dies  nicht  überall 
sind,  wird  sich  Im  Verlauf  unserer  Recension  zeigen)«  aber  in 
vielen  Punkten  gewiss  noch  der  Vereinfachung  i^hig.  Grund- 
Ilchkejt  9iid  möglichste  Einfachheit  ist  das  Ziel,  welches 
def  Bearbeiter  einer  wissenschaftlichen  DIscipiin  überhaupt  zu  er- 
streben hat.  Inwieweit  der  Verfasser  des  in  der  Deberschriff  ^e^ 
nj^imten  Buchs  diese  Aufgabe  gelöst  hat,  wollen  wir  einer  kriti- 
schen Beleuchtung  unterwerfen. 

.  Die  erste  Sectfon,  die  Differentialrechnung«  verbreitet  sich  in 
nepHiCftpiteln  der  Reihe  na^  über  Differentiation  der  Funktionen 
vß\t  einer  Qnd:mehreren  Variabein,  über  Anwendungen  auf  höhere 
Geometrie,  vieldeutige  Symbole,  Maxima  und  Minima,  die  Reihen 
YPB  Taylor  und  Maclaurin,  Convergenz  und  Divergenz  der  un- 
eiidlichen  Reihen  und  über  imaginäre  Funktionen,  während  iq^inem 
Anhange  noch  von  den  höheren  Differentialquotienten  der  zosam» 
menge^etzten  Funktionen  die  Rede  ist*  Vermissen  könnte  man 
hier  die  Reihenentwickelung  der  Impliciten  Funktionen,  nament- 
lich die  Reibe  von  Lagrange,  ferner.  Cauchy's  Theorie  über 
die  Kenozeicben  der  Entwickelung  der  Funktionen  in  convergente 
treiben  (Moigno  Leg onsp.  150),  endlich  Fqurier's  Methode,  die 
Wurzeln  der  ,nQmerischen  Gleichungen  zu  entdecken.  Doch  wird 
sich  die  Reiehbaltigkseit  des  Materials  immer  nach  dem  jedesma- 
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ligcn  Bedurl'&iss  uod  dem  Zireck  des  Buches  sa  richlen  haben. - 
Die  Vertheitung  des  Stoffs  betreffend,  fallt  am  meisten  auf,  iu 
die  durch  den  Rest  begrenzte  Tavlor'sche  Reihe  Dicht  in  des 
Vordergrund  gestellt  ist;  sie  muss  iiei  vielen  Cntersucbnngen,  iia 
im  Buche  vorhergehen,  z.  B.  bei  der  Betrachtung  der  FunktitOM 
mit  mehreren  Variabein,  die  Grundlage  bilden,  wie  sich  traitcf 
bin  zeigen  wird.  Eine  bedeutende  Abtveichung  von  den  sonst  fi_, 
liehen  Uarstellungen  besteht  darin,  dass  der  VerfaBser  bei  M 
EntfvickeluDg  der  Funktionen  in  unendliche  Reihen  nach  i 
Maclaurtn  sehen  Satze  die,  wie  er  eich  in  der  Vorrede  i 
drQckt,  immer  umständlichen  Restbetraehlungen  vermieden  hat' 
Uem  gewöhnlichen  Kennzeichen 'für  die  Gültigkeit  der  Entnidte^ 
lung  iubstituirt  er  nämlich  zunächst  pag.  12^  ein  anderes,  mt 
dann  pajt.  130  nach  ein  cinTacheres,  ivas  freilich  Tür  die  Retltfr 
entwickeiungen  eine  sehr  grosse  Bequemlichkeit  darbieten  vrMt 
wenn  es  nur  richtig  wäre.  Wir  kommen  weiter  unten  darM 
zurück.  Diese  Theoreme  über  die  Gültigkeit  der  EnIwickeIlUl| 
werden,  merkwürdig  genug,  erwiesen,  ohne  dass  vnn  Convei " " 
der  Reihe  irgend  ein  Wort  gesagt  wird.  Ohne  diesen  rnrlSt_, 
Begriff  kann  man  doch  weder  mit  der  Entwickelung  irgend  t 
Vorstellung  verbinden,  noch  halten  wir  einen  Beweis  lur  ihreOti' 
tigkeit  für  möglich.  In  Cap.  Vlil.  ».  155  wird  sodann  gezeigt.  iri( 
das  frühere  Kennzeichen  für  den  Bestand  der  Maclaurio  "'*"' 
Reibe  mit  dem  Über  die  Convergenz  derselben  üliereini 
Darnach  würde  folgen,  dass  diese  Reihe  immer  richtig  i 
sie  convergirt,  was  aber  durchaus  falsch  ist.  Nach  dieser  Oige 
meinen  Uebersicht  walten  wir  nun  in  ein  näheres  Detail  eingthd 
Der  Begriffder  Stetigkeit  ist  anders  gefasst  als  hei  Cancbj'. 
Die  von  letztcrem  aufgestellte  Deiinition,  nach  welcher  yz^-fUi 
eine  von  x=^a  bis  x  =  b  stetige  Funktion  von  x  ist,  wenn  sie  BSt 
jeden  Werth  von  x  in  diesem  Intervall  einen  einzigen,  endtidwi^ 
reellen  Werth  erlangt,  und  wenn  ausserdem  fär  jeden  WerUl  VBB 
X  zwischen  a  und  b  die  Differenz  /{x  +  i)  —f{x)  mit  i  uneadllck 
klein  wird,  ist  einzig  und  allein  natürlich  und  richtig.  EbOtfi 
verändert  sicli  f{x)  von  x=^a  an  stetig,  sobald  f{a)  einen  iüäi} 
gen,  endlichen,  reellen  Werth  hat  und  Äo  +  O—Aa)  mit  i  tmeöi^ 
lieh  klein  wird.  Schlömilch  stellt  (Seite  5  und  6)  zwei  Defln^ 
tionen  der  Stetigkeit  auf,  deren  eine  er  aus  geometrischen  W 
trachtungen  ableitet.  Zuerst  heisst  es:  „Die  Funktion  y^f{Jf 
verläuft  stetig  von  x-=a  bis  x-^b,  wenn  der  Debergaag  vo« 
»7=01  bis  y^ß  mit  Durchlaufung  aller  zwischen  u  und  S  einsdult 
baren  Zwischenstufen  geschehen  ist,  wo  a  und  ß  die  WerUie  dfl» 
y  für  x^a,  a:=A  resp.  bedeuten  sollen."  Dies  beruht  jedenMl 
auf  einem  Irrthum.  Man  denke  sich  6>a,  ß'>  u,  c  als  einen  WerfiU 
zwischen  a  und  b,  endlich  eine  Funktion,  die  för  x  —  c  «bi 
den  Werth  ß  erlangt.  Dieselbe  kann  nun  yan  x—a  bis  «» 
alle  Zwischenstufen  zwischen  a  und  ß  durchlaufen  (was  sicl)«r  | 
schehen  muss,  wenn  sie  nach  Cauchy's  Begriff  stetig  von  x=i 
bis  x  =  fi),  aber  von  x^=^c  bis  x^b  kann  sie  imaginär,  vineoi* 
lieh,  vieldeutig  u.  dg),  werden,  und  unter  diesen  VoraussetsuDgelC 
würde  man  sie  doch  nicht  für  stetig  halten  können  von  x^=aJ»i 
x=^b.  Der  obigen  Deiinition  kann  nur  dann  ein  Sinn  nntergdegl 
werden,    wenn  y  von  x  =  a   bis    x  =  ft  fortwährend  wächst,    fdfif 


^>a,  oder  fartwähiend  abnimmt,  trenn  ß<ia  ist.  Die  ümkeh- 
nrng,  daes  f(a:)  uostetig  wird,  wenn  es  Gn'isst^n  zwischen  a  und 
ß  giebt,  ivelcbe  nicht  als  Zwischenwerlhe  der  Variabeln  erschei- 
nen, enthült  wenigstens  nichts  Unrichtiges.  AufSeite  6  heisst  es: 
»Die  Funktiun /i:jr)  bleilit  an  der  Steife  a:—^  continuirüch  nder 
BTleid«t  daselbst  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  jcnachdem 
tie  Differenz  A^  +  ^)— /tl  — 0  mit  ö  und  e  gleichzeitig  verschwin- 
ilet  oder  nicht."  Zunüchst  kann  gar  nicht  die  Rede  sein  ron  Ste- 
tigkeit an  einer  Stelle,  sondern  nur  von  Stetigkeit  von  der  Stelle 
K-n  oder  in  der  Nlihe  derselben;  man  »cird  vielmehr  bestimmter 
Bagen:  die  Funktion  wird  für  den  speciellen  Werth  von  x  ima^- 
ÖKr  oder  unendlich  oder  unbestimmt  etc.  Andererseits  stelle  mau 
■ich  vor.  da«s  m+d)-/Xl),  /^£_o— /IS)  sich  derselben  von  Null 
serBchiedenen  brenze  J  nähere,  nenn  d  und  £  gegen  die  Null  cod- 
rergiren,  in  welchem  Falle  f[x)  in  der  NShe  vnn  £  unstetig  sein 
Tird;  die  Differenz  m+S)-m-B)=ßnS)~AS)~\m-^)-mi 
mia  dann  mit  o  und  £  unendhch  klein,  'und  fulglich  würde  die 
Fiwktion  in  der  Nähe  von  I  nach  Schlumilch  stetig  sein,  was 
Jem  Varbergehenden  widerspricht.  SchlGmilch  ist  auf  diesen 
Begriff  durch  Betrai^btung  einer  Kurve  geführt,  an  der  dem  Wertb 
zt=:f  zwei  verschiedene  Ordinaten  entsprechen,  wShrendsie  sonst 
rtetlg  verläuft.  Er  scheint  überhaupt  aer  Meinong  zu  sein,  dass 
t&e  geometrische  Darstellung  einer  zwischen  zwei  Grenzen  von  a: 
rtetigen  Funktion  in  einem  ununterbrochenen  Zuge  zwischen 
lieaen  Grenzen  bestehen  müsste;  selbst  Cauchy  sagt  (Le^ORS 
lag.  9):  „Cea  conditions  ne  peuvent  etre  satisfaites,  qu'autant 
ioe.les  differents  poinis  formeot  une  ligiie  continue  entre  les  limi- 
Ke."  Dass  diese  Vorstellung  aber  unrichtig  ist,  kann  man  an 
der  Funktion  ^=;z;6in--  sehen.  Diese  verschwindet  liilr  a:=0. 
beASIt  immer  bestimmte  reelle  Werthe,  auch  wird  ^0  +  i) -/(O) 
C:taiDT  mit  i  unendlich  klein,    folglich   ist   die  Funktion   immer 

BteUg,  und  doch  ist  der  Zug  von  :f=  —  |  bis  ;c=:-f-|  durch  dei^ 
Werth  a:=0  unterbrochen.  Zwischen  ^  =  0  und  x=+^  oder 
Ruch    x=  —  ^    und    .x  ^=  0   zeigt  diese   Funktion  unendlich   viele 

K&zima  und  Minima,  wenn  g  eine  getvissc  Kleinheit  erreicht  bat. 
ui  kann  weder  sagen,  dass  sie  von  ^r^Oan  wächst,  noch  dass 
lifl  abnimmt.  Folgendes  Bild  (Taf.  IM.  Fig.  12.)  veranschaulicht 
lea  Lauf  der  Funktiun. 

Sieht  man  von  den  Fällen  ab,  wo  eine  Funktion  zwischen  zwei 
B^räzen  imaginäre,  unendliche  oder  vieldeutige  Werthe  erlangt, 
lO'seheint  übrigens  noch  keine  unstetige  analytische  Funktion  be- 
raäDt  zu  sein,  wenn  man  nicht  etwa  manche  unendliche  conver- 
rente  Reihen  oder  bestimmte  Integrale  anführen  will.  So  ist  die 
fnnktion  .■c'«'"(l— a;)  +  :r»"H-2(l-a:)  +  a:»«'+*(l-3:)  in  inf.  unstetig 
n  der  Nähe  von  x=l,  denn  für  diesen  >Verth  ist  sie  =0,  wäh- 

prend  sie  gegen  die  Grenze  ^  convergirt,  wenn  x  sich  der  Einheit 

InShert. 

I         Das  Kapitel  über  Differenzirung  der  einfachen  Funktionen  ist 

iinsofem  gut  abgehandelt,  als  wenig  vorausgesetzt  wird,  nicht  ein- 


L 


mal  der  BlnomischeSatz  ISr  positiv«  ganze  Exponanten.     J^ta  hA  I 
der  DiSereDKinuig  der  Polenü  (p.  18)   ist  uns  eine  UngenauigUt  | 

aufgestossen.  Aus  der  Gleichung  —^ — =icr'— ',  die  für  alle  ra> 
lionalen  X  bereits  ervriesen,  soll  unmitletbar  hervorgehen,  Aua 
sie  auch  filr  irrationale  Jl  gilt,  insorern  man  für  X  sncceMnfe 
firfiche  setzen  bann,  die  sich  dem  Irrationahverth  ohno  Bude 
nSli»rn.     Dieser  liehau[)lQng  kann  jeüenfalls   nur   die  VorBlellui^ 

zu  tirunde  liegen,  dass  gana  allgemein  — jt^— ^Lim.  ~~d~ —  Ml, 
indem  der  veränderliche  Bruch  X  gegen  die  Grenze  /  convergiit) 
j,  b    Lini./'(--c  +  i.O— A^/^.O  ^  Uia.Um.f[s  +  l.X)—fix.X)      ^ 

i  i  X       i  i  ' 

laSsste  also    erviiesen  werden ,    dass  n 

wenn  man  in  dem  Aiisdnick 


f{^-\- 


demselben  RMoltit 


Bcits  zuerst  i  gegen  Null  und  dann  X  gegen  l,  abdererssits  _  . 
erst  X  gegen  l  und  dann  i  gegen  Null  convergiren  lä&st.  Diesiafc 
aber  im  Allgemeinen  gar  nicht  einmal  richtig,  wie  an  Beispielen' 
leicht  gezeigt  werden  könnte.  Wie  man  im  gegenwärtigen  FaUa. 
diesen  Zvreiiel  heben  kann ,  wollen  wir  hier  der  Kürze  wega, 
ni*;ht  weiter  zeigen.  ', 

Ganz  ähnliche  Zweifel  erweckt  der  Beweis  des  auf  Seite  'ik 
rorgetra^eneo  Satzes.    Ist   nämlich  :=f{u,  v),    wo  u  und  o  viia% 
derum  Funktionen  der  unabhängigen  Variabeln  x  sind,  so  soll  Wi 
,  ,        ort«,  v)      ci  dn  ,  ßi  dv  dz    8z  . .  «  -i 

,„e.en„erte„,d.»-j— =j-jj  +  jjgj,    wo  ^.  ^   p.rt>dl^ 

Differcntialquotienten  bedeuten.     Aeiidert  sich  x  um  ^j:,  89 
den  u  und   v    die   AenderuDE:en  Ja,    Je   erfahren,    und   ma«  tut 


Nähert  sich  nnn  Jj:  der  Null,  also  auch  Ju,   Je,  _.     -.  

War,  dass  der  erste  Theil  rechter  Hand  sich  der  Grenze  -^-s — ^gj^ 
nähert.     Bliebe  in   der 
constatit,  während  Jv 

Sf(ufJK,B)dv 

So 


zweiten  Theil  rechter  Hand  Ju   suni   . 
n  die  Null  geht,  so  erhielte  man  die  Gram' 

g— ;  da  aber  auch  Ju  gegen  die  Null  geht,  so  ist  dit« 


richtige  Grenze 


8/t«,«)9' 


j^.     Allein  diesen  Schlüssen  liegt  offenbar 


eine  unrichtige  Hypothese  £U  Grunde.  Während  nämlich  Jo  kA' 
der  Null  nähert,  kann  .^u  nicht  einstweilen  constant  bleiben,  dMr; 
da  u  und  v  Punktionen  von  j;  sind,  so  ist  immer  eine  gleicb-' 
zeitige  Aenderung  dieser  abhängigen  Variabein  vorbanden,  ludv 
wenn  man  die  Sache  aus  diesem  Gesichtspunkt  betrachtet,' W< 
läset  sich  schlechterdings  nicht  absehen,  was  aus  dem  Ansdrucb' 

Je 

wird,    wenn  Jv,  und  Jv   gleichneitig  gegen  Null    coBv»n{ 
Uebrigens  glaubt  Referent   noch   nirgcrids  einen  richtigen  Jlenaitt> 
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iM  obigen  TlKooränis  gelesen  zs'liäbieii.   Wir  wiMteiieiiiCregte^ 
stand  etwa  asf  folgende  Weise  befaandeki: :  Ffir  drei-  abhängigei 


\  ' ;  .  'i  • 

9 

1 


Variabde  z.  B.  sei 

•    •  •    •       •  .    .   ,         »  , 

^n^  4?^j^»z  Fi^iktionen.von  dec  im^bliäDgigen  V^iabeln  s  sein,  ipol^ 
len«    Bezeichnen  wir  die  partielleii  Differentialqaotienten  k->  'k-»' 

^  resp.  mit  g>(x,y,2),  '^(x^y^z),  %(xyy,z),  so  ist  bekanntlicb 

■•-.:       ■   ':■•  '      •   '     ■  .    .         '^   :       .-.  •  ...  •  .   .,. 

/(<3?+Jiar,y+2/y,z+z/z)=/(ar,3f+-^y,2+z/2)H>(ar+ 

/!5*y +z/3f,:«+^)ä:/la?,  y,  z+^ä)  +  ip(*v  y  +  ©'ii/y,  z+  -i;iji/y,!    !; 

/K^i  y,  «  +  ifey=  /Tar,  y,  t) +j^x,  y,  ?  +  0"^)  Jzi  '  \ 

J 

folglicb 

fia:^^J..^U^^^^J^)-n^,y.^)^ ^^^^ ^^^^ \^^^  ^^^^ 


Js 


\'. 


Az 


+  7li^.y.z+e''Jz)^^ 


Hier  ifA  9  ^ilH^  Funktion  TOD  o;^  «f,   x,  Jx,   Jy,  Jz;    O' eine 
Funktion  von  o:,  y,  z,'  Jy,  Jz;  O  -eine  Funktion  von  ar,  y,  z,  ^z, 
so  aber,    dass  jede   dieser  Funktionen  zwischen  0  und  1  bleibt» 
welche  'Wertbe  man  auch  den.  Grössen >  von  denen. sfc^  abhSn^ef|,f^ 
beUisgen  mag.    Lässt  man  nun  Js  sich  der  Null  nähern,  so  ^er- 
diib  Jk^  :4y»  :^r  gleiehaeltig  uaendlich  klein  ^  nn4  »Mi  wird  alüff! 
dls^  Stme  übersehen,  dass  die  vorhergehende  Gleichung  übergeht . 
in  jdiö'  Gircfnzgleicfaüng 


Funhlionen  und 


*     8ar  öT     3y  SJ     5z  S** 

'  ■  ■    # 

Diese  GleichuM  gilt  aber  nur  so  lan^e,   als  die 
ihre  ersten  Dilmentialquotienten  ^etig  bleiben. 

Etwas  zu  kurz  ist  die  Differenzirune  der  impliciten  Funktio- 
nen abgehandelt,  indem  nur  der  eine  Fall  beleuchtet  ^wird,  wo 
eine  Gleichune  von  der  Form  ^or, y)  =  0  segeben  ist. 

Die  Theorie  der  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehre- 
rem  «nabhängigen  Variabein,  welche  S.  38 — '4Q  absoivirt 
wM,  ist  uns  ganz  «nverständiieh  gdblieben.  Wir  wolten  dies  dem 
Herrn  Terfosser  nicht  so  sehr  zum  Vorwarf  machen,  da  uns  die 
mMiteB  SehrlHsteller  in  diesem  Paukte  unklar  au  sein  seÜeineb; 
Wenigstens  ist  der  BegrMT  des  Differentials  einer'' Funktion'  -rem 
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mehreren  anabhKneigeD  Vambeln  in  der  Ke^l  ein  sehr  will 
kührlicher,  eo  äans  man  gar  nicht  absieht,  was  mit  einem  sol- 
chen Begriffe  ausgerichtet  werden  kann.  Die  Sache  gestattet  »Icll 
ganz  einlach,  wenn  man  den  Begriff  eines  solchen  Differenljali 
erst  dann  fisirt,  wenn  die  Anweadunc;en,  z.  B.  die  Theorie  itt 
Maxima  und  Minima  mit  mehreren  unalihän<;igeD  Variabetn,  daiuif 
lehren.  Wenn  man  nur  in  alleu  Fällen  weiss,  was  man  will, 
kann  keine  Unklarheit  entstehen. 

Hat    man  es    nämlich   mit  einer  uuabliängigen  VariAbehi  zu 
thun,  Bo  ist  nach  der  Taylorschen  Reibe 


d.  h.  wenn  f(x-t-i}  nach  Potenzen 
if'(x},  ^f(x).  i'/y^i)  elc.  die 
wo  i  ganz  willkühr" 


enti^ickelt  irird,  so  sind' 

»eri  Llifferentiafe  ton/tx)i, 

In  ähnlicher  Weise  ündet  sich 


+ 

wo  (fl'*+ä^'*'+^^")    ^'6  bekannte  symboliscbeBedentiing' 
hat,  wo  ferner  <p(3:+&ah,  y  +  &aßt',  i^&ah")   denjenigen  Wefth 


bedeutet,  welchen  die  Funktim 


erlangt,  indem  man  a:  +  Bah    an  die  Stelle  von  x  etc.    setzt 
ist   em  Werth   zwischen  0  und  1.     Macht    man    in   Torstebendci 
Formel  a^I,  so  ist  die  Funktion  f(jc^li,  y-^-h',  :-|-/i")    in   eine 
nach  Potenzen  und  Produkten  von  A,  h',  k"  fitrtsch  reiten  de  Röhe 
entwickelt,  und  der  obigen  Betrachtung  analog  nenat  man 


s-  A  +  ^  A'  +  ä"  n  .    l  2"  «+=-«+  ^  n    )   =ä~ä  " 
ox         og       'dl  \ox         01/       '  Ol     J        cx^ 


.  B*« ., 


etc.  die  successiven  Differentiale    von  f{x.y,i),    wo  k,  A'>i">i| 
ganz   willkührlicbe   Grössen   bedeuten.     Die   obige   Formel    finAett^ 
man  in  dem  Compeadium  von  Schlümilch  (p.  14t).)  nur  lilr  deiti 
Fall,    dass  b  =  1  und  zwei  Variabelo  x,  >/  vorhanden   sind,    ent- 
wickelt, doch  ohne  Angabe  des  Restauedruckes. 


'  <5a^ 


zuerst  aia  (Ue  Greaze  de? 


flßirt,  ge^en  welche  der  nie  DiffeTcnzenquotieiitcoDvergirt,  wenn 
i^jc  sicn  der  Null  nähert.     Da   fehlt  nun   der  ^ar  nicht  leicht  zn 

gebende  Nachneis,  dass  diese  Grenze  mit  dem  durch  successivo 
^ifferenziruns  gewunnenen  nten  Differenlialquolienlen  iden- 
tisch auslalft. 

Auf  Seite  SO  ist  der  Beweis  Cur  die  Gleichung  0— g-  =  5~ä~ 
■licht  streng  genug,  wie  man  nach  dem,  ivas  oben  gesagt  wor- 
den, leicht  linden  wird.  Nach  eiocni  richtigen  Beweise  dieser 
Cleichnng  sucht  man  in  den  meisten  Lehrbüchern  rergebens. 

Der  Sutz  p.  60;  „Verschwindet  f"(x)  für  einen  speciellea 
Wevth  von  x,  ohne  dass  zugleich  /ir^iÖ  wird,  so  iindet  in  dem 
betreffenden  Punkt  der  Kurve  ein  luri  exionspunlct  statt",  ist 
falsch.  Es  ist  vielmehr  erforderlich,  dass  die  erste  der  Ableitun- 
gen/'"(a:), /""(a;)  etc.,  welche  nicht  verschwindet,  von  ungera- 
der Ordnung  sei.  Würde  also  z.  B.  f"(a:)  =  Q,  /■'^(s)^0,  so 
lande  keiu  Wendepunkt  statt,  wie  bei  der  Fuektion  fXx)  =  a-\-ftx 
+  |X*  für  a  =  0. 

Die  Theorie  des  Krümniungskrelses  wird  wohl  am  besten  aus 
der  allgemeinern  Theorie  der  Berührung  hriherer  Ordnungen,  von 
welcher  sich  in  diesem  Buche  keine  Spur  findet,  hergeleitet. 
Denn  die  allgemeinen  Methoden  verdienen  iminer  dea  Vorzug. 
Es  ist  auch  nicht  geradezu  nachgewiesen,  dass  der  Osculations- 
kreis  sich  unter  allen  denkbaren  Kreisen  am  Engsten  an  die  Kurve 
aiischliesst,  auf  welchen  Punkt  es  doch  gerade  ankommt.  Herr 
Prof.  Schlümilch  betrachtet  den  Krümmungsmittelpankt  als  den 
Durchschnitt  zweier  unendlich  benachbarter  Normalen  der  Kurve. 

Von  der  Evolute  einer  ebenen  Kurve  hätten  die  beiden  Ei- 
genschaften erwiesen  werden  sollen;  1)  dass  der  Krümmungsra- 
dius die  Evolute  immer  tnn^irt,  und  namentlich  2)  dass  die  Diffe- 
renz zweier  Kriimmnngsradien  immer  dem  zwischenliegenden  Bo- 
gen der  Evolute  gleich  ist;  die  letztere  Eigenschaft  deshalb,  weil 
ee  pag.  73  heisst:  „Die  Benennung  Evolute  kommt  daher,  dass 
man  sich  die  ursprüngliche  Kurve  durch  Abwickelung  eine<4  um 
die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann." 

In  der  Theorie  der  Linien  von  doppelter  Krümmung  vermis- 
sen wir  die  Bestimmung  der  Osculations  ebene,  der  Haupt- 
normale, des  Torsionsmaasaes.  Das  letztere  ist  besonders 
wichtig,  wenn  es  sich  um  die  Frage  handelt,  ob  eine  räumliche 
Kurve  von  einfacher  oder  von  doppelter  Krümmung  ist.  Den  Be- 
griff der  anschliessenden  Ebene  und  der  Hauplnormaie  kann  man 
nicht  wohl  entbehren,  um  eine  deutliche  Ansicht  vom  Krümmungs- 
kreis zn  erlangen.  Die  von  Schlömilch  gegebene  Bestimmung 
des  Krümm ungsmittelpunktea  einer  doppelt  gekrümmten  Linie  ist 
ziemlich  willkührlich.  Er  sucht  nämlich  den  Durchschnitt  zweier 
unendlich  benachbarten  Normalehenen  und  föllt  auf  denselben  ein 
Perpendikel  von  dem  betrachteten  Punkte  ans,  welches  dann  der 


ä 


Kriimniungsradias  ist;  oder  auch  der  Krümniuiigsradius  hX  die 
Gtenze,  gegen  wdche  das  VerhÜJtniss  des  Bogendifferentials  mm 
CoDlingenz Winkel  coDverairt,  wenn  Iteide  unendlich  klein  werden. 
Uebrigeoe  veieiufacht  sich  die  Formel  10}  Seite  82,  indem  man  fitulet 


+  P= 


V^Ms^  +  :' 


Dte  Behauptung  auf  Seite  86,  da^s  der  Ort  der  Krtfmmuiigi 
mittelpunkle  eine  Evolute  der  gegebeneu  Ourve  sei,  beruht  wobl 
auf  «ncT  Uebereiluiig.  Das  Gegentheil  hiervi>D  ist  schon  längs 
emiesen;  bei  einer  Kurve  von  doppelter  Krümmung  berühren  ue 
Krümmungshalbmesser  weder  den  Ort  der  Kriimmungsmittelputikle, 
noch  ist  dae  Differential  des  Kr[imniungshalbmeiiaers  dem  DllTe- 
rential  des  Bogen»  dieser  Kurve  gleich.  Die  letztere  Ist  somit 
keine  Evolute. 

Die  bei  der  Bestimmung  der  so  wichtigen  Lehre  von  deu 
Maximis  und  Minimis  angewandte  Methode  führt,  weiter  entwickelt, 
nicht  auf  die  einfachen  Bedint^ngen  hin,  aufweiche  es  in  diesem 
Gebiete  in  letzter  Jus  tanz  ankommt.  Ist  nämlich  u^f{x,y,z....) 
die  zu  untersuchende  Funktion,  so  betrachtet  der  Herr  Verfat^er 
X,  y,  I....  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  t,  wonach oun 
das  Problem  zufolge  der  Theorie  für  Funktionen  mit  einer  un- 
abhängigen Variabein  auf  die  Untersuchung  der  successiven  Ab- 
leitungen jäT>  g«  etc.  zun'ickkommt.     Diese  höheren    Diffurential' 

quotienten  fallen  nun  immer  verwickelter  aus,  je  weiter  man  gehl, 
z.  B.  für  zwei  Variahelo: 


und  wenn  auch  nachher  immer  einzelne  Glieder  wegrallen,  wie  <■  B. 
s-:=0,  ö~=0  «ein  lauss,  so  muss  man  doch  vorher  die  obigen. 
Ableitungen  vollständig  entwickeln.  Basirt  man  aber  die  Tbßotfff 
vom  Grussten  und  Kleinsten  auf  die  oben  entwickelte  endliche 
Reihe  für  f{x+ah,  yfah',  i  +  aA".  etc.),  so  fitelll  sich  ffii 
liehig  viele  Variubele  ein  einfaches  Resultat  heraus,  nach  welchem 
es  nur  auf  die  Betrachtung  des  Differentials 


€'+!'■+ -r 


(nscb  der  symbolischen  Bezeichnung)anknmnit;  wenngletclt  die  ßc- 
aingiuigen  dafür,  dass  eine  ganze  homogene  Fnnklion  mebrecet 
Variabein  ihr  Zeichen  Dicht  ändert,  sich  allgemein  nur  schwer 
entwickeln  lassen. 
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Wir  sehen  uns  nun  im  Interesse  der  Wißsenscbaft  Leider  ge- 
lotbigt,  die  Ifauptirrthünier  in  d.em  Buche  «u  beränreijD.'  Auf 
Seite  127  und  128  finden  sich  folgende  Theoreme: 

1)  Bleiben  die  Funktionen  f{x),  fix),  /^(ar)  etc.  endlich  und  ste- 
ig innerhalb  des  Intervalls  x  bis  X'\-hy  so  gilt  die  Formel 

/(a:+*)=/(a:)+Är(^)  +  ^r(^)  + -. 

md  zwar  für  alle  x  und  hj  welche  der  Bedingung 

■  ■  ■  '     •  ■       ■    .  *  ■...■•■ 

^"°J,2.3....(n-T)  =  ö 

Senfige  leisten. 

2),  Bleiben  die  Funktionen /t^),  f(x),f{x)  etc.  endKchnrid 
stetig  innerhalb  de9  Intervalls  U  bis  x^  so  ist 

/(x)  =/(0)  + /»(O)* + P|  o;«  +  .... 


ind  zwar  fär  alle  x,  welche  der  Bedingong. 

j.      /"(0)a;— ^       fts 
1.2....(n— 1) 

Grenüge  leisten. 

Dass  diese  Bedingungen  unzureichend  sind»  zeigen  wir  an  der  Reibe 

Hier  ist  iiili^-*=|-; — a^-^y  also  (Sir  a?s=l»  Iiim(fiilria:«'^*)  r=0; 

also  müsste  die  obige  Reibe  fär  ^=1  jsr^lten,    was  keinen  Sinn 

hat,  indem  Abel  in  Grelle's  Journal.  Bd. 3.  bewiesen  bat.  dass 

1  11  .     '     " 

21 — 2'  31 — 3*  il — I  ®**^*   ^^^^  diverge'nte  Reihe  ist.    Damit 

liberbaupt  die  Maclaurin'sche  Reibe  CSültigkeit  habe»  muss  sie 
ror  aUeu; Dingen  couvergent  sein;  dies  druckt  aber  die  Bedin- 
eiing  Liin(n-^a:"*'*)=Ö  keinesweges  aus.  Auf  Seite  130  beweist 
Herr  Prof.  Schlumilch»  dass  man  der  Bedingung  Lim (n^n^iT'*"'^) 

^0  die  folgende  val  num^<Iiiin-:4~  substituiren  k^nne.  Diese. 

Bedingungen  sind  aber  durchaus  nicht  identisch»  aus  der  zweitite 
folgt  allerdings  die  erste»  aber  nicht  umgekehrt.  Die  letztere  Be- 
dinguns  drfiickt  bekanntlich  die  Convers^enz  der  Reihe  aus;  wäre 
sie  richtig»  so  .würde  folgen»  dass  die  Ma cl au rl hasche  Reihe 
immer./lC^)  zur.  Summe  hat»  wenn  sie  conv^ent  ist  Aber  auch 
dies  ist  falsch»  wie  Cauchy  ^e^ons  pag.105)  an  folgendem  Bei« 

79*       . 


N 


^ 


Rpiel'Kueigt  bat.    Entwickelt  man  die  Funktion  e~'-pr-c*  mA 
[lern  MacIuarin'Gcben  Satze,  so  findet  sich 


^  =  J-a:'  + 


1.2      1.2.3"^ 


T  — etc.; 


alle  Differentialquotienten  der  Funktion  sind  stetig,  dl«  Reibe  ist  füi 
olle  Werthe  von  j:  conrersent,  und  doch  ist  die  obige  GletduiBe 
falsch,  denn  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  ist  =«'-*',  i.  b. 
nar  dem  ersten  Gliede  linker  Hand  gleich.  Entwickelt  man  aln 
f{x)    nach   dem  Satze  von   Maclaurin    in    die  uneodliche  Reihe 

SO  genügt  tu  nicht,  die  Bediogon^en  der  Convergenz  dies««  RcAe 
festzustellen,  um  sie  der  Funktion  gleichsetzen  zu  Lönnea.  St 
verfahrt  aber  Schtümilch  hei  allen  seinen  ReihenenlwicfcehB- 
sen.  Die  Sache  ist  auch  gaoi  klar.  Bezeichnet  nämlich  ^(x.  ■) 
den  Rest  der  Reibe,  so  ist  geoan 


/{^■)=m+rmjr+~..+ 


^  +  <p(x,n). 


C«nTergirt  nun  bei  unendlich  wachsendem  n  die  Summe  der  Bek 
eefxB  die  Grenze  6(^),  der  R*st  gegen  die  Grenze  ^(.r),  sa  bi\fi 

Sij;)-i-^{x)  =  flj-),   also  kann  6(j-)  nnr  d&na  —({x)  adt^,  nn 
««jt)  Terschnindet 

Eine  zweite  Frage  ist  die,  ob  eine  nach  aufsteigenden  gouzBB 
Potenzen  Ton  x  geordnete  convergente  Reibe  tnit  der  Hadaa- 
rin'scben  identisch  sein  tnoss?  Caucby  und  Scb  lümilcb  W 
haupten  dies  (Le^ons  n.  105;  Conipendium  p.  147);  aber  die  gWC- 
benen  Beweise  sind  nicht  streng.  Canchy's  Beweis  bestt^  !»■ 
rin,  dass  er  die  Gleichung  /^j')^ao-f  a,.r -f- a^^-|--—  »ncc.  Ab- 
rOBzirt  ohd  dann  immer  ^  :=  0  setzt,  wo  es  sich  fragt,  ob  mm» 
klein  genus  nehmen  kann,  dass  die  Summen  a|-f2(T3j-f3a)iX'-|-».s 
I.2nj  +  2.3«jj-  +  3.4a4J^  +  --.  etc.  den  Grenzen  a.,  l-3a2«tc  he- 
ll ettig  nahe  kommen.  Scfaicimilch's  Verfahren  kommt  in  We- 
sentlichen eben  darauf  hinaus.     Es  ist 


m- 


o,-,j«-» 


«»m+«iit]Ä+fi,,4ta:*  +  ete.! 


wenn  nnn  die  Reihe  u^x,  a^^'.  a^x*,  clc.  immer  convergent  bleibt 
von  ^:=0  bis  .r=:  t.  so  ist  su  beweisen,  dass  die  Summe  derR^n 
mit  :r-  unendlich  klein  wird.  In  meiner  Ahbandbns:  ..Bemer ban- 
gen anr  Convergenz  etc."  (Archiv  XX.  p.  45)T»abe  ich 

dass  dies  immer  der  Fall  ist,  wenn  das  VerhSltniss  ^^'  eine 

Ob 

Grosse  nicht  übersteigt  Wie  die  Sache  sieb  in  den  übrigen  fXk 
len  verbSlt,  bleibt  einstweilen  zweifelbatl 
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Aaf  Seite  131  lieisst  es:  „Die  aus  dem  Theorem  von  Mac- 
laariD  abgeleiteten  Gleichnngcn  dürfen  anf  gem'linliche  Weise 
differenEirt  werden,  ohne  dass  das  Gultigkertsintervall  det  Varia- 
bein zn  ändern  wäre."  Dies  ist  falsch,  denn  wenn  die  Reibe 
Do  -f  OiX  -\-  a^*  -f- ....  cDuvergent  i^t,  so  braucht  nicht  a^  -f-  ^a^ 
+  3(isa:'  +  „..  eine  convergenf«  Reihe  zu  sein. 

Auf  Seite  135  —  36  ist  die  EatMickelung  von  sec^i:  feUeibaft. 
tan  bat  freilich 

«eca:=l  +  (I— c(«a:)  +  (l— ciMa:)»+....  fär  — J<a<  +  J; 

jetxt  aber  die  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  von  x  entwickeln 
und  dann  in  irgend  einer  Ordnune  die  Glieder  zu  vereinigen,  ist 
nicht  erlaubt  (vergl.  meine  Abbaudlung  Archiv  XX.).  Ebenso  steht 
der  Grenzübergang  auf  Seite  142  nicht  frei. 

Auf  Seite  156  ist  bewiesen,    dass  n^,  u^,  u^,....  eine  coaver- 

gente  Reihe  ist,  wenn  Lim  I  (  ~ Ijn  1^1-    Es   hStte   hier 

anch  bewiesen  werden  sollen,  dass  die  Reihe  divergent  ist,  wenn 

Jene  Grenze  kleiner  als  die  Einheit  ausfallt  Dies  kannte  sehr 
eicht  durch  die  Ungleichung 

>i+(i_.)(;i+-ij+....+-Lj 

bewerb  stell  igt  werden,  indem  man  beachtet,  dass  die  harmoaische 
Reihe  divergent  ist. 

Bei  dem  Satze  Seite  158  fehlt  der  wichtige  Zusatz:  i.dass 
die  Glieder  fortwährend  abnehmen." 

Der  Satz  auf  Seite  161  ist  falsch,  wo  es  heisst:  „Der  Diffe- 
rentialquotient von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  ist  die 
Summe  von  den  Uifferenlialquotienten  der  einzelnen  Glieder,  fe> 
doch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüngliche,  als  die  abgelei- 
tete Reihe  convergirt"    Es  ist  z.  B. 

log(l  +  :i)  =  Wl-ä:.l]  +  (:c'(5-?a:)]  +  [^»(j-j3:)]  +  ele. 

für  x~X,  dagegen 

nicht  richtig  fßr  :rr^I.  Die  Differentiation  einer  unendlichen  con- 
verg^nten  Reihe  ist  im  Allgemeinen  niemals  erlaubt,  wenn  auch 
die  abgeleitete  Reihe  immerhin  coovergent  ist  Der  Fehler  in 
Schlumilch's  Beweis  liegt  in  dem  Ausdruck:  „es  vermindern 
eich  alle  p." 


i 
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JDass  da«. Resultat  «osies^r  biBherigf iü  JBetia^litDiigen  itter  die 
OiffertntialcecIuBviiig  des  Q^im  Verfanaere  iär  denselben  aiclit 
sebr  güiwtig  ausgefallen  iat,  bedauert  Refereot  um  00  ntk; 
aü  ibm  das  matbematiscbe  Talent  des;IIenm  Profeßsor  SchlS- 
milcb»  der -sieb  bereits  durch  andere,  ausgezeieboete  Arbeitei 
einen  wöhlb^ründeten  Ruf  erworbeq,  ;nicbt  verborgen  ist  Wi 
würden  uns  geschmeichelt  fühlen,  wenn  Herr  S chio milch  uogere 
Anisibbfen  nicht  geradezu  Yerwerflich  fönde  undrielleiehtbeieiiia 
späteren  Bearbeitung  des  Buches  darauf  Rücksicht  nSfame.  w 
spannt  sind  wir  auf  die  Integralrechnung,  über  Vielehe  sich  W 
fentüch  ein  günstigeres  Urtheil  wird  flillen  lassen.  * 


Stialsund  im  April  1853. 


Dr.  Arndt 


(Das  I^eferat  über  die*  tptegrälreehnung  im  näcbsten  Bafta.) 
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Ijterarisclier   Bertclit. 


Arithmetik. 

■  Comiiendium  der  hr,her„  Analysls  von  Dr.  Oskar 
tehrümilch,  Professor  an  der  polvtechiii^che  »  Schule 
'U  Dresden.  2te  Section.  (Integralrechnung.)  Braun- 
«bweig.  Vleweg.  1853.  2Rlhlr.  {Vgl.Llter.Uer.Wr.LXXlX.) 
I.  Die  Iniegralrechiiiing  zeichnet  sich  durch  Reichhaltigkeit  des 
nterials  aus.  Man  findet  hier  Gegenstände  ahgehandelt,  die  man 
|4eii  meiHlen  derartigen  Werken  gSnzlicb  vermisst,  z.  B.  die 
nch  den  Sinussen  und  Cosinussen  der  vieirachen  Bogen  fort- 
jcfareilenden  Reiben  von  Fourier,  die  t'ourier'scben  Doppel- 
Pte^ale,  den  Intearallogarilhnuis  und  Integralsinus,  endlich  den 
hUioh  nur  sehr  kurzen  Aliriss  einer  Theorie  der  elliptischen 
ennktioneii.  Die  Dar»lellung  ist  ühersicbtiich  gehait«D,  und 
jlberall,  wo  es  angeht,  aa  geometrische  Betrachtungen  auge- 
ulipfl  iTorden,  was  dem  VersISndniss  der  Sachen  ohne  Zweifel 
nhr  furderlicb  ist.  Referent  hat  auch  mehrere  dem  Verfasser 
Wsnthümliche  Betrachtungen  nahrgenommen ;  dahin  gebiiren  die 
■nenrie  der  periodischen  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier, 
ue  Capitel  über  Integrallogarithmus  und'  Integralsinus,  der  Be- 
weis lür  den  Ausdruck  der  Betafunktion  durch  drei  Gammafunk- 
httea,  för  n-elchen  Jacob!  (Crelle  Bd.  II.  S.  307.),  DJrich- 
iGt  und  Poissoii  andere  Herleitungen  gegeben  haben. 
'  Was  fedoch  die  in  derq  Werke  befolgten  Methoden  anbetrifft, 
*»  kann  Referent  sich  nicht  enthalten,  auf  einzelne  Darstellun- 
^ri  aufmerksam  zu  machen,  die  nach  seiner  Ansicht  einer  stren- 
Bren  Begründung  bedürfen. 

Die  Herleituug  des  .Summenausdrucka  für  ein  bestimmtes  In- 
>gral  giebt  manchen  Zweifeln  Raunh  Es  kommt  (S.  192)  darauf 
»,  zu  zeigen,  dass  die  Grössen  (>.,  pj,....^»  beliebig  klein  ge- 
lacbt  werden,  indem  man  weiss,  dass  ^i  mit  3,  unendlich  klein 
ird,  fy  mit  d^,  wSbrend  d,  constant  bleibt,  (I3  mit  3^,  während 
L  ond  3^  constant  bleiben  u.  s.  w.  KiSnnte  man  fiber  alle  d 
inkfifarlich  verfügen,  so  wSre  die  Sache  klar.  Nun  muss  aber  die 
nmme  aller  3  stets  ^6  — n  sein,  also  kann  man  nur  über  n — 1 
W  Grössen  ä,  ,  d^, ....  d«  nillkilhrlicb  verfügen,  und  es  folgt  nun 
idit,  dass  man  jede  der  n  Grössen  Qi,  t/2'---'9'  beliebig  klein 
lachen  kann.  An  Moigno's  Beweis  ist  eben  dasselbe  ausm- 
etzen.    Es  ist  merktvBrdig ,  dass  die  meisten  der  uns  bekannten 
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ScbriftstellcT  über  höhere  Änaivsis  nicht  einmal  für  einen  so  ein- 
fachen Sats  einen  richtigen  Keweis  gegeben  haben.  Seite  iOt 
ist  ein  bleitier  Irrtbum.     Bei  der  Integration  der  Gleichang 

/■(3r,r  +  ^r)-/(x,r)_.8/-(j.r)  ^  ^ 


Jr 


&r 


I 


ist  t  als  Constante  behandelt,  w&hrend  eäin  der  Regel  eine  Fonkn 
tion  von  x  ist:  statt  tf8x  muss  also  /eRt  gesetzt  und  gezeigt 
werden,  dass /cd:r  mit  e  unendlich  klein  wird,  wenn  die  lütem- 
ttonsgrenzen  endlich  sind.  Dieser  Nachweis  erfordert  einen  Sali 
von  den  bestimmten  Integralen,  und  erst  in  dieser,  im  Buche  spS- 
ter  Torkommenden  Theorie  kann  der  Satz  über  dai^  Differeoüres 
unter  dem  Integralzeichen  vorkommen. 

Die  Darstellung  der  Zerlegung  der  gebrochenen  rationalen 
FuDlctionen  in  Partialbrüche  hat  uns  wenig  zugesagt.  Es  ist  nSm- 
lieh  nirgends  die  Mü^Iichkeit  der  angenommenen  FormeD  t3r 
die  Zerlegung  nachgewiesen,  denn  daraus,  dasa  man  nach  der  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienteu  immer  ebenso  viele  GleicbungeD 
erhält,  als  Coefficienten  vorhanden  sind,  folgt  doch  nicht,  da» 
sich  ans  diesen  Gleichungen  (wenn  auch  linear)  immer  bestimmte 
und  endliche  Wert  he  ergeben.  Uebrigens  giebt  es  in  dem  Falle, 
wo  der  Nenner  imaginäre  Facloren  hat,  eine  viel  einfachere  Ze^ 
leguogsart,  als  die  allgemeine. 

Seite  23(t  vermissen  wir  eioen  wichtigen  Bewei«.  Auch  ki 
der  Satz  sogleich  verallgemeinert  vicrden,  nämtich ,  wenn  K].  K|, 
«a,....  eine  Reihe  von  Grössen,  deren  Glieder  stelige  FunktimiHl 
von  X  Ewlschen  den  Grenzen  a  und  b  sind,  und  wenn  die  Bliltt 
für  alle  x  zwischen  n  und  fi  convergent  ist,  also  eine  Su 
f(x)  hat,    so  ist 

/      Uidx  +  /      «aSjT  +  etc. 

ebenfalls  eine  convei^nte  Reihe,  deren  Summe  ^  /     f(x\Si 
Setzt  man  M|  +1*2+.,.. +  «„=*»,  ur^i  +«Bfa+  in  inf,  =  M«  1 
fix)dx  —J     t^x  +  /     R„dx: 


darans  nun 
den ,    dasd 


dass  iJn  mit  n^cc  verschwindet ,  muss  bewiesen  wec* 
:  ebenfalls  unendlich  klein  wird.     Dieser  Nach- 


f   R„dxR 


weis  ist  wiederum  mit  Hülfe  eines  bekannten  Satzes  über  be- 
stimmte Integrale  zu  geben.  Cebrigens  dürfen  a  und  b  nicht  Qn> 
endlich  gross  sein. 

Zur  approximativen  Quadratur  entwickelt  der  Verfasser  dit 
Simpson  sehe  Regel;  dieselbe  ist  zwar  praktisch  sehr  bequeiBt 
doch  fehlt  es  an  der  Bestimmung  der  Fehlergrenze.  Referent  be- 
dient sich  gewüholtcb  der  schiinen  Methode  von  Newton,  welclie 
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vortrefflich  in  Minding's  », Integralrechnang ^'  aaseinandergesetat 
Ist  ond  nach  der  Verbeseeniog  von  Gaus«  sehr  grosse  Genauig^ 
keitgiebt    (Jacob  i  in  Grelles  Joarnai  Bd.  I.  p.  301  ff.) 

Seite  306  ff.  wird  mit  Recht  darauf  aufinerksam  gemacht,  dass 
das  Differeoziren  unter  dem  Integralzeichen  nicht  erlaubt  sei,  wenn 
eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  ist.    Der  Verfasser  will  nun 

^  ermitteln  aus 


Er  findet 


bdem  er 


e-**  sin  rx  — • 

X 

0 

/OD  /«CD 

e~**eosrx8ar  +  /      Qe^^dx, 


dsxuxr 


setzt    Er  betrachtet  nun  aber  wieder  oals  Constante,  indem  er 

/QP  /«OD 

^c-** dx=:Q  i.      f^'dx 

^  O  O 

nimmt,  was  offenbar  falsch  ist,  da  ^  der  obigen  Gleichung  zu- 
folge eine  Funktion  von  x  ist 

S.  316  ist  Missbrauch  getrieben  mit  dem  Differenziren  einer 
unendlichen  Reihe,  worauf  wir  schon  öfter  aufmerksam  gemacht 
haben.  S.  317  ist  eine  einfacheReihe  ohne  Weiteres  in  eine  Doppel- 
reihe umgestaltet,  welche  Methode  häufig  fehlerhafte  Resultate  giebt 

Die  Herleitung  der  periodischen  Reihen  von  Fourier  gehOrt 
im  Wesentlichen  üirichlet  (Crelle's  Journal  Bd.  4.);  der 
Verfasser  hat  es  indessen  auf  Vereinfachung  dieser  ^so  scho- 
nen und  strengen  Methode  abgesehen.  Herrn  Schlomilch's 
Beweis  würde  sich  in  der  That  durch  seine  Einfachheit  sehr  em- 
pfehlen, wenn  er  nicht  erheblichen  Zweifeln  ausgesetzt  wäre. 
Diese  Zweifel  bestehen  in  folgenden  Punkten:    1)  Indem  gezeigt 

wurde,  dass  /    f{t) cos Aidt   einen    endlichen    Werth   behält, 

a 

wenn  k  unendlich  gross  wird,  musste  auf  die  Fälle  Bezug  ge- 
nommen werden,  wo  f(f)  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  unend- 
lich, unbestimmt  oder  unstetig  wird.  2)  Nachdem  bewiesen  wor- 
den,   dass   /    fXfiainktöt  mit  £=aD  verschwindet,  falls  f(f)  von 

a 

a  bis  b  endlich  bleibt,  setzt  8chl5milch 


F(x  +  t)-'F(x), 
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auf  diesen  Fall  kann  aber  das  vorhergeliende  Theorem  nicht 
gewandt  werden,  da  fit)  für  (=0  unendlich  werden  ttann,  daaa 
nämlich,  wenn  F'{x)  unendlich  gross  ist.  —  U«brigens  gilt  die 
Formel  (5)  p.  332  der  gegebenen  Herleitiing  gemäss  nur  für  tio 
ganaes  ungerades  k,  mithin  ist  der  Dirichlet'sche  Satz  weit 
allgemeiner. 

Bei  Allhandlung  der  Euler'echen  Integrale  hätte  n'okl  dei 
Legendre'sche  Salz,  von  dem  Diricblet  einen  so  meisterhaf- 
ten und  einfachen  Beneis  gegeben,   nicht  fehleii  dilrfen. 

Von  Seite  365 — 05  werden  die  einfachsten  Eigenschaften  der 
elliptisirhen  Integrale  eruier  und  Ktveiter  Gattung  entwickelt.  Re- 
ferent verniisst  die  elliptischen  Funktionen  der  dritten  Art,  sowie 
die  elliptischen  Funktionen  mit  imaginärem  Argument;  auch 
dürften  wohl  Anwendungen  anf  die  Lemniscaten  am  Orte  gewe- 
sen sein. 

Die  Merleitnng  der  Additionsformeln  hätte  manche  weitlfiofigt 
Transformationen  überflüssig  gemacht,  wenn  der  Herr  Verfunec 
die  Formel  (15)  p.  368  xuin  Ausgangspunkt  gewählt  hätte.  Vebn- 
gens  hat  er  nicht  nachgewiesen,  dass  diese  Formel  immer  r 
Werthe  von  a  liefert.  Die  Divisinn  der  elliptischen  FuakliuoeD 
betreffend,  bat  sich  ein  Irrthum  eingeschlichen,  indem  es  Seite37^ 
lieisst,  duss  zur  Bestimmung  der  Amplitude  rpy   immer  die  Auflü- 

aung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  m*  nöthlg  sc 
nämlich    m    eine    gerade    Zahl    =2»,     so    bat    man    behor 

smam2nß=^j;yi,  ivo  a:=sinam^,  y^cosamß,  i~J9xa§,  /^"l 
J^  ganze  algebraische  Funktioneo  von  x"^,  die  erste  vom  Grade  ' 
('in]'  —  4,  die  andere  vom  Grade  (2»)" ;  macht  man  nun  die  Glncliung 


n2«j5  = 


■Sin 


cVl— j:»V^l-A'*» 


(A  der  Moduius)  rational,  so  kommt  sin*am2nj3  =  ©(a;^,  W6  dl* 
Funktion  3  vom  Grade  8r'  ist.  Um  also  sJnaro  ^  zu  bestinniMi 
ist  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade  2('2n)'  erforderRcbl 
Wollte  Herr  Schlömilch  auf  diesen  Gegenstand  nicht  ausfGbi; 
lieber  eingehen,  so  musste  die  Bemerkung  über  den  Grad  der 
anfiulSsenden  Gleichung  wühl  überhaupt  wegfallen.  Damit  naO' 
lieh  dieser  Grad  der  kleinstniüglichste  werde,  darf  die  Beslimniung 
von  sinaniidß,  cosamwi^,  ^amw^  mit  Hülfe  des  Additionstheo: 
rems  nicht  durch  nillkiihrliche  Zerl^Ilung  des  Arguments  m^  Tar> 
genommen  werden.    Setzt  man  z.  B.  6^  zusammen  aus  2^  und  4^ 


Setzt 

so  steigt  der  Nenner  'S  in  sinam' 

den  40sten  Grad,  dagegen  nur  ai 
3^4-3|3   zusammengesetzt 


anssetzung,  dass  2h|3  immer  aus 

geselzt    wird.     Iiihrt    die    Bestimmung 


den  36sten  Grad,  wenn  %ß  ans 
'Jur  unter  der  besonderen  Vo^ 
+  »fl,  (3n+l)Jau.  nß\{n\\)( 
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cos  am—/},  Jwokzß  auf  eine  Gieichnng  vom  Grade  m*  (oder  2m*, 

wenn  es  sich  um  sioam  handelt  und  m  gerade  Ist).  Der  Beweis  dieses 
Theorems  erfordert  jedoch  ein  näheres  Eingehen  auf  den  Gegenstand. 

Bei  der  Landen 'sehen  Substitution  haben  wir  ebenCsdls  einige 
Bemerkungen  zu  machen.    Es  ist 

wo 

sin(^i  •*-9))=Asin9>,  sin(29s— 9|)^Ar|Sin9i  etc. 

Dass  nun  km,  gegen  die  Einheit  convergirt,  wenn  n  unendlich  wird, 
bat  der  VerÜMser  nicht  erwiesen«  Auen  fehlt  die  Bestimmung  der 
Fehlergrenze  bei  Anwendung  dieser  Formeln.    Setzt  man  nämlicb 

2         2  2-  /»  \ 

so  ist  leicht  zu  erweisen»  dass  der  begangene  Fehler  kleiner  als 

2         2  2        2sinn(y»^-y«)  ..    ^  .       . 

4  .  y«  3— r-f-  ••••  1  ,  f —  • ^^^^ — * — ^--^9>«>  weiche  GrSsse  be- 

1  +  A  1  +  Äi       1  +  Äii-i  cos9>ii  ^ 

liebig  klein  gemacht  werden  kann.    Ebenso  ist  im  Fall  der  Ver- 

Ueinerung  des  Modulus  nicht  gezeigt»  dass  der  letztere  sich  der 

Null  nähert    Macht  man  hier 

l-VKTjki  1— Vl-ÄV  . 

Ä— I  = ;■.  . »  K— «=3 ^        ■  =r  etc. 

8in2ai 
tangg>-i  =  4^^^.^^^2y,  etc. 

r(Ai,9;:= — 2 — ' — 2 —  **' — 2 — 9-*+-*» 
so  findet  sich  der  Fehler 

r<  (1+A-i)  (1  +  *-a)  ....(!+*-„)  f  (y|l^    ,,"-l)> 

convergirt  also  gegen  Null. 

Die  Werthbestimmuns  der  Fourier'scfaen  Doppelintee 
(S.  409)  beruht  auf  der  Umkehrung  der  Integration;  mir  scheint 
aber  eine  solche  Umkehrung  nicht  immer  zulässig,  wenn  die  Grenzen 
der  Integration  unendlich  sind.    Die  Formel 

n  /»OD  /»GD 

^f{s)z=l      cosso)9<o  /      f(d)eoBad'dd' 

O  O 


rale 
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dche'ml  «iDer  genauen  un<i  gründlichen  Untersuchung  zu  bedflrfeD. 
[al  z.  B.  fl9)  :=  1,    so  hat  sie   irohl  keinen  rechten   Sinn,   da  in 


-r 


costa9dQ'  unbestimmt  ist. 


Die  Existenz  des  Integrals  einer  Differentialgleichung  tob  ia 
Form  ^:=2(^>.'y)  ^ird  zuerst  durch  geometrische  Betrachtungeo 


^(1/+,-,. 


gral  der  Gleichung 


=^,-;.'^-j'^>'' 


erstellen .   »Ib- 


Geht  man  von  den  A  n  fangen  er  then  .r^Ü,  y=:r  aus,  so  erg^t 
sich  durch  Wiederholung  iter  Tongentenconetruction  die  Gerade 
«=r,  welche  bekanntlich  das  singulare  Integral  der  Gleidiuig 
darstellt.  Der  Kreit«  a:*+j*^r*  geht  ebenfalls  durch  den  Punkt 
:r=0,  y— r,  er  genflgt  auch  der  Differentialgleichung  und  repr£- 
sentirt  ein  particuläres  Integral.  Wäre  nun  die  geometriscbe 
Ansicht  der  Sache  die  angemessene,  so  miisslen  sich  doch,  wenn 
man  die  Construction  von  einem  beatimraten  Punkte  an  b^iDDl, 
gleichzeitig  das  singulare  und  particuläre  Integral  ergeben,  weiiB 
beide  vorbanden  sind.  EbenRo  geben  durch  den  Punkt  x^i, 
v^  4"  ^f^  Kreis  5='V"(w;— J^+Ja*,  und  die  Parabel  ^=V  oic+iu*, 
deren  Gleichungen   resp.   das   particuläre  nnd  das  singulare  ute- 

"^y    .. 

rend  die  Tangentenconsiruction  wiederum  nur  das  singalSre  Inte- 
gral liefert.     Uebrigens  konnte  der  Herr  Verfasser  analytisch  seilt 

leicht  nachtvetsen,  dass  der  Differentialgleichung  g^x(^'S)'"'^^ 
mehr  als  zwei  Integrale  genügen,  deren  eines  das  allgemeine,  iu 
andere  das  singulare  ist. 

Seite  447  vermissen  wir  den  Beweis  dafür,  dass  ein  ititef^rirendei 
Factor  immer  existirt,  wenn  (pdx-\-il/dg  kein  vollständiges  Differential iit 

Die  Integration   der  linearen  Differentialgleichungen   wird  «o- 
erst  an  dem  Falle  durcbeel'übrt ,    wo  die  Gleichung  von  der  zw«-  • 
ten  Ordnung  ist.      Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,    hätte  der 
Verfasser  das  Problem  von  Anfang  an  allgemein  behandeln  kün- 
nen.     Sehr  sonderbar  ist  die  Uerleitung  des  Integrals  der  Glei-  | 

chung  3-^+os^+%=0  für  den  Fall,  dass  die  Wurzeln  der  Gl»- 

cbuiig  :'  +  m-|-ö=0  einander  gleich  sind.  Sind  die  Wurzeln  zu- 
erst verschieden  (X,  und  A.),  so  setzt  Scbliimilcb  X^  =  }^  -f  d  ' 
und  hat  y=e'-''(Ci  +  C2e").  Macht  man  S  =  0,  so  kann  immer 
nur  herauskommen  w^^Const.  e^<';  der  Verfasser  verhandelt  aber 
e-t^'  nach  der  Exponentialreihe,  findet  y=  e^i  {C+C.c+lC'Sx*+..^) 
und  gelangt  nun  zu  der  Form  y  =  (C-\-C'a:)e^''.  Da  er  aber  C"=(io 
seeetzt  hat,  so  ist  C=0  mit  ä=0,  und  somit  kann  keine  neue 
Form  herauskommen. 
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Üebrigens  hat  Referent  bei  der  IntegratioD  der  linearen  Dir. 
irentialgleichungen  in  den  ihm  bekannten  Werken  überall  den 
eweis  dafifr  vermisst,  dase  da<4  Integral  immer  aufdie  bekannte  an)^- 
oramene  Form  gebracht  werden  kann,  wan  doch  sehr  vvesenllicb  ist. 

Die  Integration  der  totalen  Differentialgleichungen  njit  mehre- 
;n  Variabein  ist  eebr  kurz  behandelt.  Referent  ist  der  Meinung, 
ass  dieser  Gegenstand  ganz  wegbleiben  konnte,  denn  mit  Halb- 
eiten  ist  dach  nichts  anzufangen. 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen,  trelche 
en  SdiluRS  des  Üuches  bildet,  nird  auf  die  Integration  von  si- 
mltanen  Gleicbungen-zurfick geführt.  Die  ganze Herleilung  (p.52S ff.) 
;t  aber  dem  Referenten  ganz  unverständlich  geblieben  (nament- 
ch  p.  529)  und  rairss  auf  ganz  andere  Weise  gegeben  werden. 

Stralsund,    den  17.  April  1833. 

Dr.   Arndt. 

[Jeber    eine    Sammlniis    von    bestimiuteii 

Integralen- 

Da«  dem  Matfaeniatiker  Tafeln  m'ittiii^  sind ,  bedarf  wohl  nicht  einei 
leweUei:  in^heaondere  braacht  er  «okhe ,  die  ibm  die  Resotlale  ver> 
Ehiedener,  oft  laühaeliger  Fiirsctiuiigen  in  der  Ordnung  vor  die  Au^a 
iriogcD  «nllen,  wie  er  ue  la  benutzen  Anleitung  findet.  Wer  i*t  nicht 
Mlb,  daia  Andere  vnr  ihm  die  Logsrilhmcn  bererbncl  haben;  aoaiC  würde 
lir  Gebrauch  ihm  wohl  vcmn^t  »ein,  nnd  dnvh  könnte  er  «io  lelbit 
icrechnen  nach  featgeaetxter,  gleichfÄriniger  Höh  und  lungii  weil  e.  Dieie  aber 
eblt  gänzlich  bei  einer  anderen  Art  von  Ausdrücken,  den  bestimmten  Inte- 
;ialen,  nnd  de«afaBlb  dürfte  bd  deren  häuGgem  GelirBDclie  eine  Tafel 
ntbl  nicht  fehlen  nnter  den  mnlhema tischen  Hulfsmilleln,  Ei  ist  aber 
em  nkht  so;  nbsrhiin  bei  anderen  Sammlungen  auch  wnhl  Tafeln 
lit  einigen  bestimmten  lülegralen  mit  aufgennmmen  sind,  an  ist  doch, 
leines  Wiisena,  nicht  da.  waa  man  einieermnaaen  vollständig  nennen 
Snnte.     Wnran  aber  kann  dies  wnhl  liegen? 

Eratena:  Ist  die  Molbade  der  ganzen  Inlegralrechnmig  gewissenDas- 
■a  eine  indtreote,  so  gilt  dieas  namentlich  vnn  der  Lehre  vnn  den  be- 
timmlen  Integralen.  Es  ist  nur  durch  eine  grosse  Anzahl  ganz  veraohie- 
.ener  IHelhnden  gelungen,  die  Fnrmcin  zu  sammeln,  die  uns  jetKt  zu 
lebote  stehen,  \arhdem  für  diese  vnn  Euler,  Cauchj,  Lcgendre, 
'oiasnn,  Laplace  der  Grund  gelegt  wurde,  sind  seitdem  die  Me- 
hoden  vermehrt  und  durch  eine  Hlenge  Malhenialilicr  zur  Ermittelung 
ener  Pnrmeln  angewandt  worden.  Diese  Arbeiten  aind  überall  in  Jour< 
alen  nnd  in  den  Abhandlongen  der  verachtodenGn  Acndemien  zerstreut. 
I^ier  ist  wohl  nicht  ein  Jeder  in  der  Lage,  diese  verichiadenen  Resiü- 
ite  in  benutzen,  weit  wenic-er  sie  alle  bei   einander  zu  haben. 

Noch  führt  daadelhn  Indirecte  in  der  Methode  zu  einem  anderen 
othwendigen  Uebel,  welches,  wie  in  der  Inlegralrechnang  üborhanpt, 
reit  atürker  in  diosem.Theile  hervnrragt:  daas  es  in  dem  Bekannten  an- 
reilen  kleinere.  Üfler  auch  grössere  Lücken  giebt,  da«»  Ausdrücke,  oft 
nr  am  ein  Weniges  Teraohieden,  doch  mittelst  anderer  Methoden  und 
laweilen  gar  nicht  za  ermitteln  aindi  ja,  man  könnte  hier  fast  angon, 
aaa  es  noch  gar  kein  Ganzes  gebe  und  lauter  einzelne  Bruchstücke  da 
leben,  welche  zu  einem  Ganzen  zuaamuenEubringen  fcnch  nicht  gelun- 
'en  i«t  Dioia  hat  seinen  Grund,  wie  gesagt,  in  der  ganzen  indirecten 
lehandlungaweiae  nnd  auch   wohl  in  deren   Verschiedenheit. 

Einen  eigenthüraliclien  Vorlheil  gewährt  zu  haben  kann  aber  der 
Tngl eich arligkeit der  Methoden  [lichtabgeBprnrlirn  werden;  oft  tut  mau  anf 
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I  einander gonx  nnabhängif^eD  Wegen  ladenielticuKeialUten gelangt, aitd 

n  knnnle  also  die  eine  Methode  mitlclit  der  anderen  ftäteu  und  ihre 

Gültigkeit  beveiien.  Kicht  ironcr  indeisen  war  dieaea  der  Fall,  asodeni 
Dicht  «elten  »aren  die  Reiultate  mit  einander  iio  Streit  und  alan  in 
Unzuläasigkeit  der  betretenen  Wege,  «enigsteas  eineidertelben.  autter  Zwei- 
fel geieltt,  vndurch  man  niau  die  Grundideen  aas  der  Tbenrie  der 
Functionen  näher  m  prüfen.  fi;enBaer  zo  beatimmen ,  wo  nölbig  lU  be- 
rirhtigen  «ich  i;«^vnngen  xah;  uud  «o  lernte  man  einte h en ,  iraa  dub- 
läiaie  oder  auch  wühl  falach  war  in  der  Lehre  von  den  unheatimAilea 
CoeEHcienteo,  In  der  Theorie  der  Reihen  ohne Berüeka ich tigung  ibrsiCan- 
Tergenx,  d,  b.  ihrer  Wahrheit.  Auch  in  den  Methoden  der  Ableiluig 
hBiliraiDter  Integrale  ■elbatiataufdemaelbcn  Wege  Viele«  mehibeatiuimlnai 
bMchränkt,  aberdadurchauch  der  GebraurJi  vor  Fehlern  gesichert wordf^ 

Uie  drei  Umatände:  die  Zeratreuuiig ,  der  Mangel  an  Einheit  Bn4 
die  thcilweiae  Unaicherheit  vieler  Reanllate  sind  wohl  Schuld  daran,  du* 
man  solche  Tafeln  big  jetzt  noch  entbehrt.  Sie  wären  aber  nicht  Dur  nöCi- 
lieh,  aondern  angar  noihwendig,  denn  ausser  ihrer  sleligca  Anwenrinog 
in  der  Analyai*  überhaupt  können  »\6  in  der  Wahracheinlichkeitarech- 
DOng,  in  der  Mechanik,  in  der  malhematiacben  Phjaik  wobi  nicht  eot- 
behrt  «erden.  Aber  eben  jene  Sammlnng  würde  auch  noch  den  ntehl 
geringen  Nutzen  gewähren,  den  Zustand  dieser  Theorie  klar  vor  die 
Aagen  %a  bringen;  waa  wirklich  schun  bekannt  ist,  Ton  dem  Unbekann- 
ten <ii  trennen,  die  Lücken  abnr  aufzuweisen,  die  noch  ofttnaU  irahm- 
oehoien  aind. 

Durch  diese  Bemerkungen  TemnlaaBt,  habe  ich  mich  seit  eioigen 
Jahren  mit  der  Sammlung  ron  bcatiromten  Integralen  beschäftigt  —  so  . 
dasi  diese  Sammlung  schon  zwischen  zwei  und  drei  Tausend  rormeln 
enlhfilt  —  nnd  dnzu  ausser  den  Hauptwerken  Tun  Euler,  Caaeh;, 
Legendre.  Sehlömilch  die  wissen schaftlichon  Journale  von  Crelle, 
Grunert,  LiouTille  und  der  polytechnischen  Schale  zu  Paria,  sowie 
die  Abbandlungen  der  Academicn  benutzt,  wozn  ich  dann  und  wann  Tor- 
zügtiche  Gelegenheit  hatte.  Ausser  diesen  Quellen  aber  wird  ei  wohl 
nocli  mehrere  Mimngraphien  geben,  die  mir  unbekannt  blieben  oder  die 
iefa  mir  zu  vcrschafTen  nicht  im  Stande  war;  und  doch  iat  zur  mSglicbat 
groiaen  Vollständigkeit  meiner  Arbeit  diese  Kenntnist  noihwendig.  Wem 
also  die  geehrten  Herren  Verfasaer  meine  Unbekanntheil  «u  übera^eo 
die  Güte  haben  wnlllcn ,  so  ersuche  ich  sie,  zum  INutzen  der  Wissen' 
■ehaft  mir  (etwa  auf  dem  Wege  des  Bnchhandeta)  solche  Monographlea 
zuschicken  zu  wollen,  wogegen  ich  von  meiner  Seite  leraprecbe,  AIIm 
aufzubieten,   eine  vollständige  und  correcle  Sammlung  zu  liefern. 

Ehen  dadurch  könnte  es  mir  auch  gelingen,  ein  Kebenziel  zn  errei- 
chen, das  ich  mir  vnrgeaetzt  habe,  um  namentlich  in  dieaen  Tafeln  den 
Gang  der  Wiaaenarhaft  getreu  darzulegen.  Dies  soll  dadurch  errelcM 
werden,  daaa  bei  jeder  Furniet  notirt  wird,  welcher  Autor  als  abg«- 
leitet  hnhe  und  wo  dieaa  zu  finden  sei:  bei  verschiedener  Ableitung  itl 
auch  die  dazu  gehörige  Literalnr  dabei  anzugeben.  Eine  solche  IHn- 
richtung  wird  noch  obendrein  den  Vorlheil  haben,  um,  wenn  man  e>  *er' 
langt,  die  Quelle  selbst  nachschlagen  und  die  Ableitung  einzelner  Formeln 
nebst  dem  Zusammenhange  mit  anderen  Formeln  selbst  prüfen  zu  könaen. 

Wenn  ich  mich  der  gewünschten  Unters tütiung  Seitens  der  Mathe- 
matiker zu  erfreuen  die  Hoffnung  hege  ,  an  traue  ich  meiner  Arbeit  an, 
nicht  als  blosse  Compilation  ta  erscheinen  nnd  der  Wisaenachaft  aut 
ihren  Arbeitern  Kulzen  zu  bringen. 

Deventer  in  den  Mederiandcn,  8.  Mai  1853. 

U.  Biereni  de  Haan,   Math.  Mag.,  Phil.  Hat.  DocL 
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